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Préface à l'édition française 


Dans la vaste collection de livres traitant de la théorie des fonc- 
tions d’une variable complexe le nôtre tient une place spéciale. 
On y insiste surtout sur les méthodes utilisées par Les personnes 
résolvant des problèmes pratiques. Abstraites à l’origine, nombre 
de méthodes de la théorie des fonctions trouvent par la suite des 
applications diverses. En adressant ce livre au lecteur français, nous 
tenons à souligner que plusieurs des idées développées dans cet ou- 
vrage ont vu le jour en France. C’est ainsi que les travaux théoriques 
de Jacques Hadamard, Paul Montel et Jean Leray ont posé les bases 
des principes variationnels et autres méthodes ayant facilité la réso- 
lution de certains problèmes importants d'hydrodynamique et, no- 
tamment, ont permis de démontrer l’existence des solutions des 
problèmes classiques de la théorie ondulatoire (dont celle des ondes 
de Rayleigh}), des problèmes d'écoulement du gaz autour d’un corps 
à des vitesses proches des vitesses du son, etc. 

Tout en créant des théories remarquables, les chercheurs français 
se signalent également par d'importantes réalisations dans le domai- 
ne des applications. Citons à ce propos les travaux de Kravichenko 
(problèmes d’hydrodynamique) et ceux de Gauthier (problèmes 
non linéaires de la mécanique des milieux continus). 

Nous espérons donc que la traduction en français de notre livre 
contribuera au resserrement des liens entre les savants français et 
les savants soviétiques dans cette branche des mathématiques qu'est 


la théorie des fonctions d’une variable complexe et de ses applica- 
tions. 
Les auteurs 
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Les ouvrages traitant de la théorie des fonctions d’une variable 
complexe nous donnent ou bien un exposé complet et s'adressent aux 
mathématiciens de profession ou bien des notions fondamentales de 
la théorie. Or, ces derniers temps on assiste en physique et en techni- 
que au développement des méthodes s'appuyant de plus en plus sur 
la théorie des fonctions. Les cours classiques de mathématiques sont 
dans ce cas d’un secours médiocre aux non-mathématiciens, quant 
aux cours élémentaires, ils sont manifestement inadéquats.. 

Les auteurs du présent ouvrage se proposent de combler cette lacu- 
ne et exposent les méthodes fondamentales de la théorie des fonctions 
d’une variable complexe à l’intention de ceux qui s'occupent de ses 
applications physiques et techniques. Le livre s’adresse aux étudiants 
des Facultés de mécanique et de physique, aux élèves en maîtrise 
des Ecoles techniques supérieures possédant des connaissances ma- 
thématiques suffisantes. Le lecteur est supposé connaître les élé- 
ments de l'analyse mathématique du niveau des deux premiers 
tomes du Cours de mathématiques supérieures de Vladimir Smirnov 
(traduit en français par les Editions Mir). 

Le premier chapitre donne les notions fondamentales de la théorie 
des fonctions et dispense ainsi de recourir aux cours généraux. Toute- 
fois, l’exposé de la matière y est plus succinct que dans les chapitres 
suivants, car une vaste bibliographie est accessible sur le sujet. 

Les autres chapitres sont consacrés aux différentes méthodes de la 
théorie des fonctions d’une variable complexe qui sont d’un grand 
intérêt pour les applications. Les exemples sont abondants, Si la 
méthode est bien assimilée à la suïte de quelques exemples, les 
exemples suivants peuvent être négligés jusqu’à la référence corres- 
pondante. 

Le livre contient beaucoup d’exemples d'application de la théo- 
rie des fonctions aux problèmes physiques. Ne pensez surtout pas, 
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cher lecteur, que les exemples relatifs à l’électrotechnique ne s'a- 
dressent qu'aux électriciens et ceux se rapportant à l’hydromécanique 
aux seuls mécaniciens. Car les méthodes illustrées par un problème 
peuvent souvent être appliquées pour résoudre un problème analogue 
de contenu physique différent. La connaissance des fondements de 
l'application de la théorie des fonctions aux divers domaines de Ïa 
physique vous facilitera l'adaptation aux besoins de votre propre 
profession des méthodes utilisées dans d’autres branches scientifiques. 

Désireux d'éviter des raisonnements trop longs qui pourraient 
compliquer la démonstration, les auteurs parfois sacrifient consciem- 
ment la rigueur de l’exposé à la clarté. Par contre, certaines proposi- 
tions sont démontrées avec plus de rigueur qu’on ne le fait d'ordinaire 
et d’autres sont énoncées sans démonstration. 


Mikhaïl Lavrentiev 


Boris Chabat 
Moscou, 1951 


CHAPITRE I 


Notions fondamentales 


Dans ce chapitre, on introduit toutes les notions fondamentales 
de la théorie des fonctions d’une variable complexe: les notions de 
fonction, de dérivée, d’intégrale et autres. Le lecteur constatera que 
les définitions usuelles de ces notions, données en analyse des fonc- 
tions d’une variable réelle, ne subissent presque aucune modification 
mais que leur contenu change essentiellement. Ainsi, l’interpréta- 
tion géométrique ordinaire d’une fonction à l’aide d’une courbe du 
plan disparaît pour être remplacée par la notion de fonction en tant 
qu'application des ensembles plans (n° 4). La condition de diffé- 
rentiabilité d’une fonction de la variable complexe s'avère beaucoup 
plus restrictive que la même condition pour une fonction de la va- 
riable réelle (n° 5). Par exemple, de la condition de différentiabilité 
dans le domaine complexe il découle automatiquement l'existence 
des dérivées de tous les ordres (n° 17) et toute une série de propriétés 
des fonctions inconnues en analyse réelle (n°5 44, 15 et autres). 

Déjà au XVIIIe siècle, dans leurs recherches, les mathématiciens 
avaient recours aux nombres complexes et aux fonctions d’une 
variable complexe: Le mérite tout particulier en revient au grand 
mathématicien Leonhard Euler (1707-1783) qui, à juste titre, doit 
être considéré comme l’un des créateurs de la théorie des fonctions 
d'une variable complexe. Dans ses remarquables travaux, Euler 
étudia en détail les fonctions élémentaires d’une variable complexe, 
y compris les fonctions logarithmique, exponentielle, trigonométri- 
ques, ainsi que les fonctions trigonométriques inverses (1740-1749), 
donna les conditions de différentiabilité (*) (1755) et les éléments du 
calcul intégral des fonctions d’une variable complexe (1777). Il 
donna aussi de nombreuses applications des fonctions d’une variable 
complexe se rapportant à différents problèmes mathématiques et 
ouvrit l'ère de leurs applications en hydrodynamique (1755-1757) 
et en cartographie (1777). 

Après Euler, les résultats et les méthodes découverts par lui se 
développèrent, se perfectionnèrent et se systématisèrent et, dans la 


(*) En 1752, Jean d'A lembert (1717-1783), partant de considérations hydro- 
dynamiques, aboutit aussi à ces conditions. Néanmoins, c’est notamment dans 
es travaux d’Euler que se précise pour la première fois le caractère général des 
conditions de différentiabilité. 
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première moitié du XIX® siècle, la théorie des fonctions d’une varia- 
ble complexe prend forme pour devenir un domaine important de 
l'analyse mathématique. Ici les principaux mérites reviennent 
à Augustin Cauchy (1789-1857) et à Karl Weierstrass (1815-1897) qui 
développèrent le calcul intégral et la théorie de la représentation des 
fonctions par des séries, ainsi qu'à Bernhard Riemann (1826-1866) 
qui argumenta les questions géométriques de la théorie des fonctions 
et leurs applications. 


$ 1. NOMBRES COMPLEXES 


Pour la commodité du lecteur, nous exposons ici les définitions 
et les propositions fondamentales se rapportant à la notion de nombres 
complexes, aux opérations que l’on peut effectuer avec ceux-ci 
et à leur interprétation géométrique (*). 

4. Nombres complexes. On appelle nombre complexe toute expres- 
sion de la forme x + iy, où x et y sont des nombres réels et à le symbo- 
le de l’unité imaginaire. Les nombres x et y sont appelés respective- 
ment les parties réelle et imaginaire du nombre complexe x + iy et 
sont notés 


z = Rex +iy), y = Im (x + iy). (1) 


En particulier, si y — 0, on identifie alors z + i0 avec le nombre 
réel z; si x = O0, alors 0 + iy est noté iy et est appelé imaginaire 
pur. 

Définissons sur l’ensemble des nombres complexes la notion 
d'égalité et les opérations arithmétiques. Nous disons que les nombres 
complexes 21 + iys et ze + iys sont égaux, 


Li + Yi = Lo + yo, (2) 
si, et seulement si, t,— Z2, Yi — 2. 
Notons encore que si Æ2 = Zi et Ye —= —Yy1, alors le nombre 


complexe x; + iy, est dit conjugué complexe ou conjugué du nombre 
1 + iy1 et est noté x1 + iys. Ainsi, 


ZT + iy = x — iy. (3) 


Passons à la définition des opérations avec les nombres complexes. 


(*“) Les nombres « imaginaires », en tant que racines carrées de nombres 
négatifs, furent mentionnés pour la première fois au XVI® siècle (G. Cardan, 
1545). Jusqu'au milieu du XVIII® siècle, les nombres complexes n'apparurent 
qu’épisodiquement dans les travaux de certains mathématiciens (7. Newton, 
N. Bernoulli, A. Clairaut). Le premier exposé en langue russe de la théorie 
des nombres complexes appartient à L. Euler (« Algebra », Pétersbourg, 1763. 
Plus tard, ce livre fut traduit dans plusieurs langues étrangères et édité à maintes 
reprises) ; le symbole « i » fut introduit par Euler. L'interprétation géométrique 
des nombres complexes remonte à la fin du XVIII siècle et nous en sommes 
redevables à Gaspard Wessel (1799). 
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1)Addition. On appelle somme z1 + z; des nombres com- 
plexes z1 = Zi + iyÿ1 et 22 — Zo + iy: le nombre complexe 


2 = Z À 22 = (ts + Lo) + Ë (y + yo). (4) 


Les propriétés suivantes de l’addition découlent directement de la 
définition : 

a) commutativité: 21 + 22 = 22 + 2; 

b} associativité: 21 + (22 + 23) — (21 + 22) + 23. 

Si 21 et z2 sont des nombres réels (c'est-à-dire y, = y — 0), 
alors la définition (4) coïncide avec la définition de l'addition des 
nombres réels. 

L'’addition admet une opération inverse: pour deux nombres 
complexes quelconques z, = 21 + iys et 2: = 2% + iy, on peut trou- 
ver un nombre z tel que z, + z — z;. Ce nombre est appelé diffé- 
rence des nombres z, et z, et est noté z1 — 29. Il est facile de voir que 


2 — 2 — 22 = (2 — La) + à (Yi — yo). (5) 


2)Multiplication. On appelle produit z4z, des nombres 

complexes z4 = Zi + iyy et 22 — 2 + iys le nombre complexe 

2 = 2429 = (ile — Ye) + À (tiYa + Yito). (6) 
Les propriétés suivantes de la multiplication découlent de la défi- 
nition : 

a) commutativité: Z129 — 2921; 

b) associativité : 21 (2223) — (212:)Z3; 

c) distributivité (par rapport à l'addition): 

(21 + 22) 23 — 2123 + 2223. 

Si z, et z: sont des nombres réels, alors la définition (6) coïncide 
avec la définition usuelle. Pour z, = z; — à, il découle de la défi- 
nition du produit que 

ii = —1, (7) 


Il est facile de remarquer que la formule (6) s'obtient en multipliant 
Li + iya et ze + iys suivant les règles ordinaires de l'algèbre et 
en remplaçant le produit i-? par —1. Remarquons encore que le 
produit d’un nombre complexe z = x +iy par son conjugué com- 
plexe est toujours non négatif. En effet, il vient de l'égalité (6) 


z = + >0. (8) 
La multiplication admet aussi une opération inverse si au moins 
un des facteurs donnés n’est pas nul. Soit z, - 0. On peut alors 


trouver un nombre z tel que z:z = 2, ; d'après (6), il faut donc résoudre 
le système d'équations 


Lol — Yoy — Li, | 


9 
Yat + Zoy = Vs, @) 
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qui pour z £ 0 est toujours résoluble de façon unique car son déter- 
minant x? + y; >> 0. Ce nombre z est appelé quotient des deux nom- 
1 


bres z, et z, et est noté _ . Résolvant le système (9), nous trouvons 
2 


= Er te +i er . (10} 

Remarquons qu’il est facile d'obtenir (10) en multipliant par z 
le numérateur et le dénominateur de la fraction . : 
3) Elévation à une puissance entière. Le 


produit de #7 nombres égaux z est appelé puissance n-ème du nombre z 
et est noté 2": 
27 4 2e (114) 
n fois 


L'opération inverse, l'extraction de racine, se définit de la façon 
suivante : le nombre w est appelé racine n-ème du nombre z si w'" =— 
= z (et est noté V2 ; pour n — 2, onécrit V2). Un peu plus loin, nous 
verrons que pour chaque z =£ 0 la racine Ve a nr déterminations dis- 
tinctes. 

Nous pouvons maintenant écrire l'égalité (7) sous la forme &? — 
= —{ et, pour l’unité imaginaire à, nous avons 


i= VTT (12) 


(ici V —1 désigne l’une des deux déterminations possibles). 

2. Interprétation géométrique. Considérons le plan rapporté 
aux coordonnées cartésiennes xOy el convenons de représenter un 
nombre complexe z — x + iy par le point de coordonnées (x, y). 
De plus, les nombres réels sont représentés par les points de l’axe des 
æ (qui, dans la suite, est appelé axe réel), les imaginaires purs par 
les points de l’axe des y (appelé axe imaginaire). En particulier, 
l’image du nombre à est le point (0, 1) de l’axe imaginaire. 

Il est facile de voir que, inversement, à chaque point du plan 
xOy de coordonnées (x, y) correspond ainsi un nombre complexe 
Zz — x + iy bien défini, de sorte que la correspondance entre l’en- 
semble de tous les nombres complexes et l’ensemble de tous les 
points du plan est biunivoque. C’est pourquoi, dans la suite, nous ne 
ferons aucune distinction entre les notions de nombre complexe et de 
point du plan et, par exemple, nous dirons « le point 1 + i», « le 
triangle de sommets z,, Z, 229%, etc. 

Puis, à chaque point (x, y) correspond un vecteur bien défini, 
le rayon-vecteur de ce point, et à chaque rayon-vecteur du plan un 
point bien défini, son extrémité (fig. 1). C’est pour cette raison que, 
dans la suite, nous représenterons les nombres complexes par des 
rayons-vecteurs du plan. 
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a ———————.…"—— …— — …— ——_—_—_—_—_—_—_—_—_— 


Le sens géométrique des opérations d’addition et de soustraction 
des nombres complexes est clair si l’on se réfère à la figure 1 : la somme 
et la différence des nombres complexes z; et z, sont représentées res- 
pectivement par les vecteurs qui 
coïncident avec les diagonales orien- 
tées du parallélogramme construit 
avec les vecteurs z1 et 2. 

Outre la représentation des nombres 
complexes parlescoordonnées cartésien- 
nes, ilest utile, pour la suite, d’avoir 
aussi leur représentation par les coor- 
données polaires. Pour cela, comme 
d'habitude, faisons coïncider l’axe 
polaire avec le demi-axe positif des 
æ et le pôle avec l’origine des coordon- 
nées; si on désigne par r le rayon 
polaire et par  l’angle polaire du point 
3 (fig. 1), nous avons: 


g=x—+iy = r (cos o + i sin p). (1) 


Le rayon polaire r est appelé module du nombre complexe z 
et'est noté | z |, l'angle @, son argument, est noté Arg z. Le module 
d'un nombre complexe est défini de façon unique: 


I21=VE +R >0, (2) 


et son argument n'est défini qu'à un multiple de 2x près: 


y dans les Ier et IVème 
ne ÉPREre ba (3) 
P—AISZ— y (dans les IIème et ITTème 
arctg — +(2k+1)n quadrants), 


ici arctg est la détermination principale de Arctg, c’est-à-dire la 
Par x A £ s JT 
valeur supérieure à — 5 et non supérieure à =, k est un nombre 


entier quelconque. Outre le symbole Arg qui désigne l’ensemble des 
déterminations de l’argument, on utilisera dans la suite le symbole 
arg désignant l’une quelconque des déterminations de Arg et, en cas 
de nécessité, on indiquera spécialement la détermination qu’on prend 
(cf. n° 6). 
Les inégalités suivantes sont évidentes (cf. fig. 1): 

lu Ha l<K|aAl+Izl; 14-212 zul—-1zll. (4 
On a l'égalité dans (4) si, et seulement si, Arg z — Argz, ou si 
l'un de ces nombres est nul. 


De la définition (6) du n° 1il découle que pour la multiplication 
des nombres complexes leurs modules se multiplient et leurs argu- 
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ments s'ajoutent. En effet, il vient 
Z1Z2 = Faro {(COS P1 COS pe — sin 1 sin P») + 
+ à (sin 1 cos p, + sin 2 Cos P1)} — 7472 { cos (ps + 
+ @2) + à sin (qi + q2)}. (5) 


Il en découle que pour la multiplication des nombres complexes z; 
et z, le vecteur z, se dilate (*) de | z | fois et subit une rotation (dans 
le sens positif d'angle arg 23. En particulier, la multiplication d’un 
nombre complexe z par à se ramène à une rotation (sansdilatation) 
du vecteur z d’un angle droit dans le sens positif. 


FIG. 2 FIG. 3 


On a représenté sur la figure 2 la construction du produit z — 
= Z,Z: pour obtenir z il suffit de construire, avec le segment Oz; 
comme base, le triangle Oz:z, semblable au triangle Oz. 

La division d’un nombre complexe z, par un nombre complexe z, 


ss ee | { ; x 
se ramène à la multiplication de z; par — . C'est pourquoi on peut se 
22 

limiter à l'explication du sens géométrique de l'opération w — _ : 
Supposons d’abord | z | 1 (fig. 3). Elevons du point z la te 
culaire au rayon Oz et menons du point d’'intersection & de cette 
perpendiculaire avec la circonférence | z | — 1 la tangente à cette 
circonférence. Il est clair que pour le point w, intersection de la tan- 
gente construite avec le rayon Oz, nous avons 


Arg © — ÂArgz, 


: 1 ; 
(+) Si [z2 | -<1, alors z se contracte de Ta fois. 
2 
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et de la similitude des triangles rectangles Oz£ et Olw nous avons 


Loi 11 . d'où 
[El  fzl 
à. # 
lal= TT 
EN è z 1 
car | 6 | = {. Ainsi, le nombre © est conjugué complexe de ch 
® — TL , et pour obtenir le point w — + il ne reste qu’à construire 
3 


le point symétrique de © par 
rapport à l’axe réel. 

Le passage du point z au 
point 


O — 


QE 


est appelé inversion ou symé- 
trie par rapport à la circon- 
férence unité | z | —1. Ainsi, 
du point de vue géométrique, 


FE 1 à 
l'opération w ——- se ramène 


à deux symétries successives : 
une inversion et une symétrie FIG. 4 


par rapport à l'axe réel. 
Si [2 [> 1, il faut effectuer les constructions que nous venons de 


= 


décrire dans l’ordre inverse; si | z | — 4, le point © — — coïncide 


; 1 L s Zan: 
avec z et la construction de w —— se ramène à une symétrie par 
rapport à l’axe réel. 
D après ce qui précède, le sens géométrique de l'élévation à une 
puissance est évident. Pour construire la racine n-ème de z, remar- 
quons que, en vertu de la définition de la racine et de Ia formule (5), 


pour w — ÿ/ z nous avons | w Ft — |z |, n arg w — argzet par suite 
Tel aïTg z 
jul=ÿ Tel au. (6) 


La première relation (6) montre que les modules de toutes les racines 
sont identiques, la deuxième que leurs arguments diffèrent d’un 


multiple de # , Car on peut ajouter à la valeur de arg z un multiple 
de 2x. Il en découle que la racine #-ème d’un nombre complexe quel- 
Conque z £ Ô possède n déterminations distinctes et que ces déter- 
minations coïncident avec les sommets d’un polygone régulier à n 
côtés inscrit dans la circonférence | w | — | z |(cf. fig. 4, oùn— 6) 
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$ 2. FONCTIONS D’UNE VARIABLE COMPLEXE 


Dans ce paragraphe, nous introduisons les notions de base de la 
théorie des fonctions d’une variable complexe: les notions de fonc- 
tion d’une variable complexe, de limite et de dérivée d’une fonction 
complexe et, enfin, la notion de fonction analytique. Ici, la place cen- 
trale est occupée par le théorème du 
n° 5, qui établit les conditions de 
différentiabilité des fonctions d’une 
variable complexe. En général, ces 
conditions sont appelées conditions 
de Cauchy-Riemann;  toutelois, bien 
avant : Cauchy et  Riemann, elles 
avaient été utilisées de façon systémati- 
que par d’Alembert et Euler (cf. l’intro- 
duction de ce chapitre). 

3. Notions géométriques. On appelle 
domaine du plan complexe un ensemble 

FIG. 5 de points D possédant les propriétés 
suivantes: 1) avec chaque point de D un 
cercle suffisamment petit de centre en ce 

point lui appartient (ensemble ouvert) ; 2) deux points quelconques de 
D peuvent être reliés par une ligne polygonale formée de points de D 
(connecité). 

Les voisinages des points du plan complexe sont des exemples 
simples de domaine. Par e-voisinage d'un point a on comprend le 
cercle ouvert de rayon & et de centre en ce point, c’est-à-dire l’en- 
semble : es points z qui vérifient l'inégalité : 


1z — al<e. 


On appelle point frontière d'un domaine D un point qui n‘appar- 
tient pas à D et tel que tout voisinage de ce point contient des points 
du domaine. L'ensemble des points frontières d’un domaine D est 
appelé frontière du domaine. Le domaine D avec sa frontière est 
noté D et est appelé domaine fermé. 


Nous supposerons que la frontière des domaines que nous aurons 
à considérer est composée d’un nombre fini de courbes fermées, de 
coupures et de points (nous ne donnons pas la définition de ces notions; 
cf. fig. 5, où la frontière du domaine est composée de trois courbes 
fermées [, l;, l,, de deux coupures y;, y, et d’un point «&). Les cour- 
bes et les coupures faisant partie de la frontière seront toujours suppo- 
sées une fois continüment différentiables par morceau, c’est-à-dire 
composées d’un nombre fini d'ares une fois continûment différentia- 
bles (arcs à tangente variant continûment). Dans le cas d’un domaine 
borné D, le nombre des parties connexes formant sa frontière est 
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appelé ordre de connexion (*) du domaine (on représente sur la 
fig. o un domaine d'ordre de connexion 5 ; l, et y, forment une partie 
connexe de la frontière). En particulier, si la frontière d’un domaine 
D est connexe (formée d’une partie 
connexe), alors D est appelé domaine 
simplement connexe. 

Soient D un domaine simplement 
connexe et T sa frontière. Choisissons 
sur lun point quelconque et en partant 
de ce point décrivons l' dans le sens posi- 
tif. On appelle sens positif de parcours de 
la frontière d’un domaine un sens tel 
que pendant le parcours le domaine 
reste constamment à gauche. En outre, 
certains points de T ne seront parcourus FIG. 6 
qu'une fois (par exemple le point À sur la 
fig. 6), d'autres plusieurs fois (par exemple, le point B deux fois, le 
point C trois fois). Les points du premier type sont dits simples, ceux 
du second type points multiples du contour l', de plus le nombre de 
fois que le point est parcouru est l’ordre de multiplicité du point (B est 
un point double, C un point triple). La notion d'ordre de multiplicité 
d’un point frontière s'étend aussi aux domaines multiplement con- 
nexes, 

4. Fonctions d’une variable complexe. On dit que sur un ensem- 
ble M de points du plan des z est donnée une fonction 


w = f (2) (1) 


si la loi d’après laquelle chaque point z de M est mis en correspondan- 
ce avec un point déterminé ou un ensemble de points w est donnée. 
Dans le premier cas la fonction w = f (z) est dite uniforme, dans le 
second multiforme. L'ensemble M est appelé ensemble de définition 
de la fonction f (z) et l’ensemble N de toutes les valeurs w que f (2) 
prend sur M son ensemble de variation. Dans la suite, le cas où les 
ensembles M et N sont des domaines sera le plus important (cf. théo- 
rème de la page 20). 

Si l’on pose z = x + iy et w = u + iv, alors la donnée d’une 
fonction de la variable complexe w — f (z) est équivalente à la 
donnée de deux fonctions de deux variables réelles : 


u=u(z y), v=v(x, y). (2) 


Convenons de porter les valeurs z dans un plan complexe et les 
valeurs w dans un autre. On peut alors représenter géométriquement 


(*) Voir n° 24 pour l'extension de la définition de l’ordre de connexion à un 


Per borné (le domaine D est dit borné s'il appartient à un cercle 


2—0149 
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une fonction de la variable complexe comme une transformation 
de l’ensemble M du plan des z sur l’ensemble N du plan des w. Si 
la fonction w — f (z) est uniforme sur l’ensemble M et si de plus à 
tout couple de points distincts de M correspondent des points dis- 
tincts de NW, alors une telle transformation est dite biunivoque ou uni- 
valente dans M. 

Soit donnée une fonction w = f (z) qui trausforme un ensemble 
M sur un ensemble N. La fonction z — q (w) qui fait correspondre 


FIG. 7 FIG. 8 


à chaque point w de N l’ensemble de tous les points z que la fonction 
w — f(z) transforme sur le point w, est appelée fonction inverse 
de w — f(z) (fig. 7). Il est clair que la transformation w — f (z) 
est biunivoque si, et seulement si, les deux fonctions f et @ sont uni- 
formes. 

Soient w —f(z) une fonction qui transforme l'ensemble M 
sur Net © —g (w) une fonction qui transforme l’ensemble W sur P. 


La fonction 
o = hk(z) = g [f (2), (3) 


qui transforme M sur P, est appelée fonction composée de f et g et la 
transformation correspondante À superposition des transformations 
fet g (fig. 7). En particulier, si la transformation w — f (z) est biu- 
nivoque et si la fonction z — @ (w) est la fonction inverse de f, 
alors 


plf (21 = 2Z. (# 


Exemple. La fonction linéaire est déterminée dans tout le plan des z 
par la relation 
w — az + b, (5} 


où a et b sont des constantes complexes quelconques. Posons 4 — |a |, à — 
— Arg a, c'est-à-dire a — k (cos a + i sin a), et mettons la fonction (5) sous 
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la forme d’une fonction composée des fonctions : 

a) Z1 — (cos à + i sin &) z; 

b) 22 — kz; 

c) w — 22 + b. 

Tenant compte du sens géométrique de la multiplication (n° 2) nous voyons 
que les transformations a) et b) se ramènent respectivement à une rotation du 
plan des z d’angle « et à une homothétie du plan des z, de coefficient k. La 
transformation c) représente géométriquement une translation du plan des z 
de vecteur constant b. 

La transformation linéaire (5) est la superposition des transformations qui 
viennent d’être décrites (fig. 8). Il en découle que la transformation (5) est 
biunivoque dans tout le plan et qu’elle transforme les droites en droites (en 
outre, les angles formés par deux droites sont conservés) et les circonférences 
en circonférences. 


5. Différentiabilité et analyticité. Soit w — f (z) une fonction 
définie et uniforme dans un voisinage d’un point Zo — to + êYo, 
sauf peut-être au point 2. 

Nous disons que la limite de la fonction f (z), lorsque 22 


(que l’on note lim f (z)), existe si les limites lim w (x, y) = wo et 
Z— 29 X— xp 
| . Y — yo 
lim vu (x, y) = vw existent; dans ce cas, nous posons 
X— xp 
Y — Yo 


lim f (2) = uo + ivo = U. (1) 
Z — 20 
Vu que notre définition se ramène à la définition usuelle de la limite 
des fonctions réelles, les propriétés fondamentales du passage à la 
limite sont conservées pour les fonctions d’une variable complexe. 
En particulier, nous avons: 


lim(f+g)=limf+limg; lim(fg) — lim f-limg, 


Fr. . fm. 4: (2ÿ 
lime (lim g=£0). 
La définition des limites peut encore être énoncée au moyen de la 
notion de voisinage: lim f (z) = w, si, et seulement si, pour tout 


Z + 29 

ëe > 0 il existe 8 => 0 tel que pour tous les points du 6-voisinage de 
zo (sauf peut-être le point Z,) les points correspondants w appartien- 
nent au e-voisinage de w, en d’autres termes, si des inégalités 


| 012-721 <8 (3) 
il découle que 
If) —wl<e. (4) 


Soulignons que, d’après notre définition, la fonction f (z) tend 
vers sa limite indépendamment de la manière dont le point z tend vers 25. 
En d’autres termes, si la limite existe, alors, lorsque z tend vers zo 
suivant une loi quelconque (par exemple suivant une courbe ou une 
Suite quelconques), f (z) tend vers cette limite. 


2# 
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La fonction f (z) est dite continue au point z, si elle est définie dans 

un voisinage de Z, (y compris en 2,) et 
lim f(2) = f (2). (5) 
Z— 29 

Il est clair que pour la continuité de f (z) au point z, il faut et il 
suffit que les fonctions w (x, y) et v (x, y) soient continues au point 
(Zo: Yo). 

La fonction f (z) est dite continue dans un domaine D si elle est 
continue en chaque point de ce domaine. Notons sans le démontrer 
que, pour les fonctions continues dans les domaines fermés ainsi que 
sur les courbes fermées ou les arcs des courbes comprenant leurs extré- 
mités, les propriétés usuelles des fonctions continues sur les inter- 
valles fermés restent vraies. Notamment, chaque fonction w=f (2) 
continue sur un ensemble fermé À: 

1) est bornée sur cet ensemble, c'est-à-dire qu'il existe une constante 


M telle que pour tout z de À 
FIDI< M; (6) 


2) atteint sa plus grande ei sa pie peus valeur en module, c'est-à- 
dire qu’il existe dans À des points z’ et z” tels que pour tout z de À 


IfG)IZIfOR 1FGNI<I7() 1; (7) 


3) est uniformément continue, c'est-à-dire que pour tout € >> Ô 
il existe un nombre & > 0 ne dépendant que de & et tel que pour 
tout couple de points z, et z, de À, vérifiant l'inégalité | z4 — 29 | << 
<< ô, l'inégalité 

[f (2) — f(2) 1 < e (8) 
est vraie. 

Notons encore, sans la démontrer (*), une proposition que nous 
utiliserons souvent dans la suite. 

4) Théorème. Si une fonction w — f (z) est continue dans un 
domaine D et réalise une transformation biunivoque de ce domaine sur 
un ensemble À du plan des w, alors À est un domine et la fonction 
inverse z = @ (w) est continue dans À. 

Soit f(z) une fonction définie dans un voisinage du point z. 
Nous dirons que f (z) est à au point z si la limite 
h—0 


(9) 


existe. Cette limite est appelée dérivée de la fonction f (z) au point z. 


(*) La démonstration de cette proposition se fait à l’aide des méthodes 
topologiques. 
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Les conditions de différentiabilité d’une fonction f (z) au moyen 
des fonctions réelles x (x, y) et v (x, y) sont données par le théorème 
suivant : 

Théorème. Soit f(z) — u(x, y) + iv(x, y) une fonction 
définie dans un voisinage d'un point z, de plus en ce point les fonctions 
u (x, y)et u(x, y) sont différentiables. Alors, pour que la fonction de 
la variable complexe f (z) soit différentiable au point z, il faut et il suffit 
que l’on ait, en ce point, les relations 

ou ôv ôu ôv : 
’ôx  6yÿ” y ôx (10) 


(conditions de Cauchy-Riemann) (*). 
a) Nécessité. Supposons que 
ui (2) — Jim fG+h)—f (2) 


R=0 h 


existe. 

Tenons compte de la remarque sur l’indépendance de la limite 
de la manière dont la variable tend vers celle-ci. Supposons d’abord 
que le point z + k tend vers le point z suivant une droite parallèle 
à l'axe réel, c'est-à-dire À — s—0, en restant réel. Nous avons alors: 


f' (2) == lim u(z+s, y)—u(x, y) + 


s—0 S 


clim LEHS Y)—v(z, y) _ ôù |. dv 
LA s TRS (11) 
Calculons maintenant la même limite en supposant que le point 
z + h tend vers le point z suivant une droite parallèle à l’axe imagi- 
naire, C'est-à-dire À — it et 4 —+ 0, en restant réel. Nous avons 
’ 6 { — ; 
Pa) = hr ET La H (Es) L 
t—0 it 
_ v(r,y+i)—v(z. y) __ _, du ôv 
OR TRUE (12) 
Comparant les expressions (11) et (12) de f’ (z), nous avons 
êu . dv ôv . Êu 
ox ‘to à ‘à 
d'où découlent les relations (10) (cf. la définition de l'égalité des 
nombres complexes du n° {). 


(*) Les équations (10) ont été ohtenues par d'Alembert (1752) et Euler 
(1755) en relation avec des problèmes d'hydrodynamique. En 1777 Euler a re- 


soute ces équations en étudiant les intégrales de fonctions d'une variable com- 
plexe. 
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b) Suffisance. D'après la définition de la différentielle 
d’une fonction de deux variables on on a les égalités 


u(z+s, y+t)—u(x, y)= st nétalk|, 
(13) 
v(x+s, y+t)—v(z, ea) 


où « et B tendent vers 0 avec h = s + it, Alors l’accroissement de la 
fonction f (z) prend la forme 


ft f(=s+ ti (s+ Re) +nlnl, 


où n = & + if. En utilisant les égalités (10), cet accroissement peut 
être écrit sous la forme 


f&+h)— a (rte =) (+it+nfhl=An+nel (19 


ùA4A=&+iT _ 


et n tend vers 0 avec A. Divisant par la relation (14) nous voyons que 
lim asso) 
h ne 0 . LR Re 

Tenant compte des conditions de Cauchy-Riemann, la dérivée 
de la fonction f (z) peut être écrite sous les formes équivalentes sui- 
vantes: 


est un nombre bien défini, indépendant de h, 


existe et est égale à À. Le théorème est démontré. 


. Ôv ôv . du êu . Ôu ôv . dv 
Ori ie img tige (5 


Puisque les propriétés ordinaires des opérations algébriques et du 
passage à la limite sont conservées lorsqu'on passe aux fonctions 
d’une variable complexe, les lois usuelles de différentiation le sont 
aussi ; leur établissement n’est basé que sur les propriétés mentionnées 


U+a =f+e, Ga = fete, Ce 
{lg ()} = f'Ig(2)18" (2), Fa __. 


(dans la dernière formule f et œ désignent des fonctions inverses, 
de plus on suppose qu'elles réalisent des transformations univalentes 
respectivement des voisinages des points z et w). 

Une fonction f (z) différentiable en chaque point d’un domaine 
D est dite analytique (ou encore régulière, monogène) dans ce domaine. 
Soulignons que notre définition d’une fonction analytique suppose 
que cette fonction est uniforme dans le domaine D, car les notions de 
limite et de dérivée n'ont été définies que pour les fonctions uniformes. 


(16) 
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Nous généraliserons la notion d’analyticité (n° 25) en l’étendant 
aux fonctions multiformes, mais pour le moment par fonctions analy- 
tiques nous entendons toujours des fonctions uniformes. 

Pour terminer donnons une généralisation des conditions de 
Cauchy-Riemann. Soit donnée une fonction f(z) analytique au 
point z; donnons-nous des directions arbitraires caractérisées par 
les vecteurs unités s° et n° (c’est-à-dire des nombres complexes de 
module unité) telles que l’on passe de s° à n° par une rotation d'angle 
droit dans le sens positif (c’est-à-dire n° — is). Tenant 
compte de ce que le calcul de la dérivée est indépendant de la direc- 
tion, nous obtenons 


rot) un 


en prenant une première fois la dérivée dans la direction s° et une 
_ : : : à à Po ss. 7 
deuxième fois dans la direction n° (+ ons — sont les dérivées 
de fonctions de deux variables réelles suivant les directions corres- 
pondantes); l'établissement des égalités (17) est analogue à celui 
des formules (11) et (12). Substituant n° = is? et comparant dans les 
relations (17) les parties réelles et imaginaires, nous obtenons: 
ôu dv êu dv 
68  ôn' ôn Ôs. (18) 
Ces équations sont précisément les conditions généralisées de Cauchy- 
Riemann que nous voulions établir. Faisant en particulier s° = 1, 
n° = i, nous retrouvons les conditions (10). 
Donnons encore les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées 
polaires (r, ). Soient s° le vecteur unité de la tangente à la circon- 


férence |z|—r orienté dans le sens positif et n° le vecteur 
de la normale intérieure à la circonférence ; alors 
o _ à CO 
ds rôp' ôm  ôr” 
et les conditions (18) s’écrivent sous la forme: 
du ôv ôu ôv 
D Pot Va (4) 
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Ce paragraphe est consacré aux fonctions élémentaires d'une va- 
riable complexe ainsi qu'à leur interprétation géométrique ou trans- 
formations qu'elles réalisent. Ces fonctions sont un prolongement 
naturel des fonctions élémentaires usuelles en analyse au domaine 
complexe. Certes, par un tel prolongement ces fonctions s’enrichis- 
sent parfois de nouvelles propriétés, par exemple la fonction expo- 
nentielle d’une variable complexe e* devient périodique, les fonctions 
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sin z et cos z cessent d'être bornées, Le logarithme des nombres néga- 
tifs (et, en général, de tout nombre complexe non nul) prend un sens, 
etc. 

L'étude des fonctions multiformes dans le domaine complexe 
est d’un intérêt particulier car seule une telle étude permet d’expli- 
quer la nature de leur multiformité. Ici nous nous limiterons à cer- 
tains exemples de fonctions multiformes et sur ces exemples nous 
montrerons la possibilité de dégager des branches uniformes qui 
s'avèrent des fonctions analytiques. Ce n’est que plus tard (n° 25) 
que nous introduirons la notion générale de fonction analytique 
multiforme et alors nous pourrons considérer non seulement les 
branches mais aussi ces fonctions comme analytiques. 

La théorie des fonctions élémentaires d’une variable complexe 
fut pour l'essentiel créée par Leonhard Euler dans les années 40 du 
XVIIIe siècle. IL est à noter que par ses travaux Euler a de beaucoup 
devancé son époque; par exemple sa théorie des logarithmes ne fut 
reconnue qu'avec beaucoup de difficultés et non d’emblée. 

Au numéro 7 nous accorderons une attention particulière à la 


fonction rationnelle w — ; (: + +) , Vu son rôle important dans 


les problèmes pratiques (cf. les deux chapitres suivants). L'application 
heureuse de cette fonction est associée au nom de Vikolaï Joukovski 
(1847-1921), et c’est pour cette raison que nous l’appelons fonction 
de Joukovski. 

6. Les fonctions «v — 2" et à — ÿ/#, où n est un entier positif 
quelconque, ont déjà été définies (n° 1) pour tous les z complexes. 
La fonction 


w = 7" (1) 


est uniforme. Si on introduit dans les plans des z et des w les coordon- 
nées polaires, en posant z — r (cos @ + à sin @}, w = p (cos 8 + 
+ i sin 8), alors la relation (1) peut s’écrire sous la forme des deux 
égalités : 

p=r, 8 — np (2) 


reliant des quantités réelles. 

On voit de (2) que la transformation réalisée par la fonction 
w = z" revient à faire subir à chaque vecteur z  Ô une rotation 
d'angle (7 — 1) arg z et une dilatation de | z |*-1 fois. Il est clair 
ensuite que les points z1 et z;, de modules égaux et d'arguments diffé- 


rant d’un multiple entier de # ,;et seulement de tels points, devien- 


nent un point par la transformation (1). Par conséquent, pour que la 
transformation w — z" soit univalente dans un domaine D, il faut 
et il suffit que D ne contienne aucun couple de points z, et z, liés entre 


$ 3. FONCTIONS ÉLÉMENTAIRES 25 


eux par les relations 
al=lal: aga-agz+#t (420, entier). (3) 
Par exemple les secteurs 
PE pk (H=0,1,2, ...) (4) 


qui par la transformation w = z* se transforment sur le plan des w 
duquel on a retranché le demi-axe positif satisfont à cette condition. 


FIG. 9 


De plus, tous les rayons issus du point z — 0 se transforment en des 
rayons issus du point w — 0 (n'ayant subi qu’une rotation) et tous 
les arcs de circonférence de centre z — 0 en des arcs de circonférence 
de centre w = 0 (en général de rayons différents). Sur la fig. 9a, 
on a représenté dans un de ces secteurs du plan des z l’image récipro- 
que du réseau de coordonnées polaires du plan des w. 

De la formule 


w=u+iv = r" (cos np + i sin np), (5) 


équivalente à (1), il découle qu'aux droites u = u, et v = vo, du plan 
des z correspondent les courbes d'équations polaires 


LL ñn 
u D 
T— V 0 ; T— V - 0 . 
cos n@ sin n@ 


Elles sont représentées sur la fig. 9b (les premières en pointillé, les 
deuxièmes en trait continu) ; pour z = 2 ce sont des hyperboles ordi- 
naires. 

Notons enfin que la fonction w — z" est analytique dans tout le 
plan, car pour tout z la limite 


HR ER nr te) 
h-90 hk R—0 h 


= n2" 1 (6} 


existe. 
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La fonction 
He (7) 


inverse de la fonction z — u*, est à n déterminations pour z Æ (. 
Comme il découle du n° 2, une détermination quelconque de la raci- 
ne 2 se définit par la détermination de l'argument choisie au point 
z, Désignons par arg z, l’une des déterminations de l'argument au 
point z5 0 et supposons que le point z décrive, à partir de Zç. une 


courbe continue € qui ne passe pas par l’origine des coordonnées. 
Par arg z nous désignons la détermination de l'argument qui varie 
alors d’une façon continue à partir de la détermination arg z, (*). 
En vertu de la continuité de arg z et |z |, la valeur de w — Ÿ3, 
qui est entièrement définie par le choix de l'argument, varie aussi 
d’une façon continue. 

Supposons que la courbe C soit fermée et ne contienne pas à son 
intérieur le point z = 0. Alors, lorsque le point z décrit C en entier, 
le point w — DZ où Vz est la détermination de la racine choisie 
par nous, décrit une courbe fermée F, en revenant à sa position initia- 
le puisque arg z reprend sa détermination initiale arg 20. Les détermi- 
nations de la racine définies par d’autres choix de la détermination 
initiale arg Z (se distinguant de la précédente par un multiple entier 
de 2x), lorsqu'on décrit C en entier, évidemment décrivent aussi des 
courbes fermées l'; ne se distinguant de la courbe [que par une rota- 


tion d’angle Le ,k=1,2,...,n — 1 (fig. 10, courbes en trait 
plein). 


: (*) Pour 2, C et arg & fixes il est clair que cette détermination est définie 
d’une manière unique. 
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Soit à présent C une courbe fermée sans point multiple contenant 
le point z — 0 à son intérieur et soit z, un point de la courbe C. 
Alors lorsqu'on décrit C en entier à partir de Z dans le sens positif, 
le point correspondant w — Te (la détermination de la racine se dé- 
finit de la même façon que ci-dessus) ne revient pas à sa position ini- 


PE £ 2 
tiale et occupe une nouvelle position wf!), où w£1) — (cos + 
+ sin +) w, est une détermination a différente de w,. En effet, 


arg z obtient un accroissement de 2x lorsqu'on décrit la courbe C. 
Le point w — ÿ/z ne revient à sa position initiale qu'après avoir 
décrit » fois la courbe € (cf. fig. 10, courbe en pointillé). 

Il en découle que, dans tout domaine D ne contenant aucune 


courbe fermée enveloppant le point z = 0, on peut définir n fonctions 
continues et uniformes dont chacune coïncide avec une détermination 


La z. Ces n fonctions sont les branches de la fonction multiforme 


w = Le z; leurs déterminations en chaque point fixe se distinguent 
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2nk NEA 
les unes des autres par le facteur cos SH + ji sin . Chacune de ces 


branches réalise évidemment une transformation univalente du do- 
maine D et, pour cette raison, en chaque point de ce domaine le 
théorème de la dérivée d’une fonction inverse (n° 5) est applicable, 
d’après lequel la dérivée 


1 
est bien définie, et, si on convient d'écrire ÿ/z—2", 


Es its 
L— n 
{= 2t (8) 
Donc, une branche quelconque ainsi construite est une fonction ana- 
lytique dans le domaine D. 

Dans un domaine D du type considéré la fonction à une infinité 
de déterminations Arg z se compose d’un ensemble infini de branches 
continues et uniformes. Chacune de ces branches sera notée arg z et 
on indiquera chaque fois comment on choisit cette branche. 

Si le domaine D contient au moins une courbe fermée décrite 
autour du point z = 0, alors dans un pareil domaine on ne peut sépa- 


rer les branches de la fonction ÿ/z. Notamment, si au voisinage d’un 
point z -£ 0 de D nous choisissons une branche quelconque (pour un 
Voisinage suffisamment petit du point z O0 ceci est possible), alors 
en se déplaçant sur la courbe décrite autour de z — 0 nous aboutissons 
à une autre branche. Par conséquent, dans un pareil domaine D 
nous ne pouvons pas comme précédemment considérer la fonction 


28 CH. I. NOTIONS FONDAMENTALES 


ve 


Ve comme un ensemble de différentes fonctions analytiques (uni- 
formes). Le point z — 0, dans tout voisinage duquel on ne peut 
séparer n branches distinctes de la fonction ÿz (les branches de ÿ/z 
semblent s'unir en ce point) est appelé, pour cette fonction, un point 
de branchement ou de ramification, ou encore un point critique algé- 
brique. 

En tant qu'exemple de domaine D du premier type on peut con- 
sidérer le plan des z coupé suivant une courbe L issue du point z = 0 
et s’éloignant à l'infini. Si Z coïncide avec le demi-axe positif, alors 
les branches de la fonction w = ÿz transforment le domaine D 
dans les secteurs 


k IE Larguw <(k+1) À — 


Ces transformations sont les inverses de la transformation ci-des- 
sus réalisée par la fonction w = 7. 

Le domaine D est forcément un domaine du second type s’il con- 
tient à son intérieur le point z = 0. 

- à { Î 2e : 

7. La fonction de Joukovski W= (2 + —) est définie et uni- 
forme pour tous les z = 0; elle est évidemment analytique pour ces 
mêmes z. Trouvons les domaines d’univalence de la transformation 


Pour cela supposons que z;, et z, se transforment en un même point w; 
1 ae 

nous avons alors z + = 22 + , d’où (a — 2) (1— ) = 0 

et, par conséquent, 


2122 
Z1 — 29 et 2122 — 1. (2) 


Ainsi, pour que la transformation (1) soit univalente dans un 
domaine D, il faut et il suffit que D ne contienne aucun couple de 
points z, et z, vérifiant la relation 2122 — {. 

Par exemple, l’intérieur du cercle unité | z { 1 ou son extérieur 
|z > 1 vérifient cette condition. Pour étudier la transformation 
(4) posons z = r (cos p + isinœp), w — u + iv et séparons les 
parties réelles et imaginaires. La transformation (1) s'écrit alors sous 
la forme 


1 1 1 1 € 
u=(r+—) coSp, v—=— (r——) sin ®, (3) 
et nous voyons que chaque circonférence | z | = ro << 1 se transforme 


en la courbe 


u= 5 (r+) cos p, v=—5(5-n) sin ®, (4) 
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; . : 1 1 
c'est-à-dire en une ellipse de demi-axes a — = (ro + ns }: b = 
= _ (= — ro) décrite dans le sens négatif (*). Pour rç — 1 cette 

(0 


ellipse se contracte pour coïncider avec le segment [—1, 1] de l’axe 
des u ; pour ro —+ cette ellipse s’éloigne à l'infini. Par conséquent, 
la fonction (1) transforme l’intérieur du cercle | z | 1 dans l’exté- 
rieur du segment [—1, +1] (fig. 11). Tous les points intérieurs de ce 


v 


K \ Ex / 
AA | 


AZI AIT ZIZIID 


FIG. 11 


segment sont des points doubles (n° 3) et on peut le considérer comme 
composé de deux bords : la fonction (1) transforme la demi-circonfé- 
rence supérieure sur le bord inférieur et la demi-circonférence infé- 
rieure sur le bord supérieur. 

Notons encore que les rayons arg z = po, 0 <r< 1, ont pour 
images, par la transformation (1), les branches des hyperboles 

u2 v? 
cos? Sin? it (5) 

(fig. 11). Les foyers de ces hyperboles ainsi que des ellipses (4) 
coïncident avec les extrémités du segment [—1, +1]. 

11 découle aussi des relations (3) que les circonférences | z | — 


= ro > 1 se transforment en les ellipses de demi-axes 4 — _ (ro + 
1 1 1 À de . 

+ +) b — cn (ro — —). Ces ellipses coïncident avec les ellipses 
Q . Le 0 Q # . 
images des circonférences | z | = ro << 1, mais elles sont décrites 
dans le sens positif. Par conséquent, (1) transforme aussi l'extérieur 
du cercle | z | => 1 sur l'extérieur du segment [—1, +1] de l’axe des 
u, de plus la demi-circonférence supérieure a pour image le bord 
supérieur et la demi-circonférence inférieure le bord inférieur. 


(*) On l’indique par le signe moins dans la deuxième équation (4). 
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La fonction inverse de (1) 
z=w+ Vu —T (6} 


est à deux déterminations, à chaque point w elle associe deux points 
z et z vérifiant la condition 2,2: = 1 (cf. formule (2)). Cette multi- 
formité est conditionnée par la présence de la racine carrée dans la 
formule (6). Si l’on pose z = w + Yu? — 1, alors l’autre détermina- 
tion dezcorrespondant à w est 
2, = w — Vu? 4 et on voit 
directement que Z,Z: == 1. 
Désignons par p1, 8, et 
respectivement par Pp2, 0, les 
modules et les arguments des 
nombres complexes w — 1 et 
w + 1 (fig. 12). Alors le 
module et l'argument de la 
racine dans la formule (6) sont 


égaux à V/p102 et he (cf. 


n° 2, règle d'extraction d'une 
racine). Il en découle que lors- 
que le point w décrit une courbe 
fermée du type I ou IT (fig. 12) autour de l’un des points +1 ou —1, 
la racine ;change de signe. En effet, pour un tel parcours 8, (ou 62) 
varie de 2x et 8, (ou 6;) ne varie pas; par conséquent, l'argument 
de la racine varie de x, tandis que le module de la racine pour un 
tel parcours suivant un contour fermé quelconque reprend sa valeur 
initiale. 

Si maintenant le point w décrit une courbe fermée du type III 
(fig. 12) contenant à son intérieur les deux points + 1, alors la raci- 
ne ne change pas de signe puisque dans ce cas aussi bien 8; que 6. 
6044-92 

2 


FIG. 12 


varient de 2x et, par conséquent, l’argument de la racine 


varie de 2x. La racine ne change pas de signe non plus dans le cas 
où w décrit une courbe fermée du type IV (fig. 12) ne contenant à son 
intérieur aucun des points + 1 puisque dans ce cas aussi bien 0, que 
8, ne subissent pas de variation. | 

Ainsi, pour tout domaine À dans lequel on ne peut tracer une 
courbe fermée autour de l’un des points +1 ou —1, la fonction (6) 
permet de séparer deux branches uniformes. Ces branches, en chaque 
point w fixe, diffèrent par le signe de la racine dans la formule (6) 
et conduisent à deux valeurs de z vérifiant la condition Z4Z — 1. 
Chacune de ces deux branches réalise une transformation univalente 
et, d’après le théorème de la dérivée d'une fonction inverse, est analy- 
tique. 
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Si dans un domaine À on peut décrire un contour fermé autour 
du point +1 (sans tourner autour du point —1) ou —1 (sans tourner 
autour du point +1), par exemple, si À contient à son intérieur au 
moins l’un de ces points, alors dans un tel domaine les branches de la 
fonction (6) ne peuvent être séparées. Les points w = + 1, en les- 
quels les deux branches de la fonction (6) semblent s'unir, sont appe- 
lés points de branchement ou de ramification de cette fonction. 

Comme exemple de domaine À du premier type on peut considé- 
rer le plan des w coupé suivant une courbe A réunissant les points —1 
et +1. Si À est le segment [—1, 1] de l’axe réel, alors les deux 
branches de la fonction (6) transforment A respectivement dans l’in- 
térieur et l'extérieur du cercle unité. Ces transformations sont les 
inverses de celles considérées plus haut (fig. 11). 

8. Fonctions exponentielle et lôgarithmique. Pour tout z = x + 
— iy complexe nous définissons (*) la fonction exponentielle ez par 


(*) Nous recommandons au lecteur qui trouvera notre définition de la fonc- 
tion exponentielle trop formelle de la définir, par analogie avec la même fonc- 
tion de la variable réelle, à l’aide de la relation 


z : z \n : 
e =lim (144) ; (*): 
Il est alors nécessaire de démontrer l'existence de la limite de la suite des nombres 
complexes 21 — (1 ++) d pour tout z et de calculer cette limite. Le procédé le 
plus facile est le suivant: d’après les règles d'élévation à une puissance on à 


n 
_ zum" _f z\2 12 
lanl=|1+£+it] ={(1+5) +4 
En 
et argz,=n arctg £ T'en négligeant dans la première expression l’infiniment. 
1+- + 
— ,.  T2+ y : 
petit d'ordre supérieur en et en remplaçant dans la seconde le petit angle par 
La 
sa tangente , nous voyons que les limites 
1+ 
2 
; ; 2 2 
lim |z,|= lim (1++) = &. 
n-+c0o n—00 L 
et 
y 
de 
Lim arg 2h — lim —— =} 
HA 
00 00 1+— 
n 


existent. Mais de l'existence de ces limites découle l’existence de la limite (*; ; 
en outre nous avons | eZ | = e* et arg e? — y, ce qui coïncide avec la formule (1). 
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la relation 
we = TU — (cos y + i sin y). (1) 


Démontrons que: 1) pour les z = x réels notre définition coïncide 
avec la définition ordinaire ; 2) la fonction que nous venons de dé- 
finir est partout analytique ; 3) la formule connue de dérivation est 
conservée : 


() = €: (2) 


4) la propriété fondamentale de la fonction exponentielle (fhéorème 
d'addition} est conservée : 


enter — e1+2, (3) 


La première propriété découle immédiatement de la formule (1) 
si l’on fait y — 0, la deuxième du théorème du n° 5 puisqu’en chaque 
point du plan les conditions de Cauchy-Riemann 


ô 9 ce 
x (e° cos y) — Er (e*sin y); 


ô ô | 
Er (e* cos y) — — 7% (e”sin y) 


sont vérifiées. Pour la démonstration de la propriété 3), tenant compte 
de l’indépendance de la dérivée de la direction, calculons e suivant 
la*direction de l’axe des x. Il vient 


(e°)' = (cosy +isin y) —e* (cos y+isin y)—e*, 


ce qui donne bien la formule (2). 
Enfin pour démontrer la propriété 4) posons z = æ1 +iyi, 29 = 
= ZX? + iy2; alors 


ete — e%1 (COS y; + à sin y1) e*% (COS Ye + à sin yo) = 
= ex {cos (y1 + y2) + à sin (y, + ye)} = ete, 


ce qu’il fallait démontrer (en plus de la définition (1) nous avons 
utilisé la règle de la multiplication des nombres complexes et les 
formules connues de trigonométrie). 
Remarquons que la fonction exponentielle ne s’annule pour aucu- 
ne valeur complexe z — x + iy. En effet, [|e|=e> 0, 
Faisant, en particulier, dans la relation (1) x — 0, y = @ nous 
retrouvons la formule classique d’Euler (*) 


et? — cos @ + à sin p. (4) 
(*) Euler l’a donnée dans son «Introduction à l’analyse des infiniment pe- 


tits » (1748) ; des formules équivalentes à (4) firent leur apparition dans ses 
travaux à partir de 1740. 
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A l'aide de la formule d’Euler, tout nombre complexe z de module r 
et d’argument peut être mis sous la forme exponentielle suivante: 


z—r(cos p + à sin œ) — rei?. (5) 


En plus des propriétés 1) —4) vraies dans les domaines réel et com- 
plexe, la fonction exponentielle d’une variable complexe possède 
aussi une propriété spécifique : elle est périodique de période fonda- 
mentale purement imaginaire 2xi. En effet, pour tout nombre entier 
kona 

et + 2m pre2RT Lez, (6) 


puisque d’après la formule d’Euler e2*ti— 1, 

D'autre part, si et — e?? et z, = Zi + iyi, 22 — Xo + iys, alors 
de la définition (1) nous avons e* — e*2, Cos y, — COS Yo, sin y,— 
— sin y, d’où il découle que xs = 1, Ya = y + 2kn, soit 


Z2 — Z4 — 2kni, (7) 


où # est un nombre entier. 

En vertu de la périodicité, l’étude de la fonction & dans tout le 
plan se ramène à son étude dans la bande 0 < y << 2x. De l’analyse 
qui vient d’être donnée on voit que la transformation (1) est univa- 
lente dans cette bande: la relation (7) découle de l'égalité e21 — e?2 
et la bande 0 < y << 2x ne contient aucun couple de points vérifiant 
cette relation. 

Introduisons dans le plan des w les coordonnées polaires en posant 
uw = pet; alors ({) s’écrit sous la forme de deux égalités 

pe, 80 —7y; (8) 
par conséquent, la transformation (1) transforme les droites y = yo 
en les rayons 0 — y et les segments x = x, 0 < y < 2n, en les 
circonférences p — e*0. La bande 0 y < 2nse transforme dans le 
plan des w coupé suivant le demi-axe positif, la moitié de cette 
bande O<y<nx dans le demi-plan supérieur. D'une manière 
générale la fonction exponentielle transforme la bande 0 <Imz<h 
dans l’angle 0  argw<h (fig. 13). 

La fonction logarithmique se définit comme la fonction inverse de 
la fonction exponentielle. Le nombre w est le logarithme du nombre 
z si e® — z et on le note 

w = Inz. (9) 


La propriété fondamentale des logarithmes découle de la défini- 
tion : si w, — In z et w = In z,, alors In z, + In z2 est le logarithme 
du nombre z — 2422: 

In z, + In z; = In (z42:). (10) 


En effet, on a z; = e%1, Z, —= e"?; par conséquent, Z,Z29 — ei + we, 
3—0149 
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En particulier, faisant dans (40) z — |2 |, z, = etaïez, il vient 
Inz=In|z|+iargz. (11) 


Dans la formule (11) le symbole arg z désigne une détermination 
arbitraire de l'argument de z; donc chaque nombre complexe z 0 
possède un ensemble infini de logarithmes. En d’autres termes, le loga- 
rithme est une fonction à une infinité de déterminations: sa partie 
réelle est définie d’une manière unique, sa partie imaginaire à un 


FIG. 13 


terme additif multiple de 2x près (*). Pour être plus explicite nous 
désignerons cette fonction multiforme par le symbole spécial Ln z, 
de manière que 


Lnz=Iln|z| + i Argz = Inr + i(p + 2kx). (12) 


Par le symbole In z nous désignerons une des déterminations de 
Lan z, et en cas de nécessité nous indiquerons la détermination choi- 
sie ; de ce fait on n’a pas besoin de changer les notations dans toutes 
les formules précédentes contenant le symbole In. 

Considérons en détail la question de choix des déterminations de 
Ln z. De la même manière que pour les fonctions multiformes consi- 
dérées précédemment, la détermination de Ln z est définie par la 
détermination de l'argument que l’on se donne au point z. Supposons 
que le point z, à partir du point zo 0, décrive la courbe C évitant 
l’origine des coordonnées. Comme plus haut, par arg z nous dési- 
gnons la branche uniforme et continue sur € de la fonction Arg z, 


(*) C'est Euler qui est arrivé le premier à cette conception de logarithme ; 
il exposa ses idées dans un travail datant de 1749 intitulé « De la controverse 
entre Leibniz et Bernoulli sur les logarithmes des nombres négatifs et imaginai- 
res ». 
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définie par une détermination initiale fixe quelconque arg z. Par 
In z nous désignons la détermination de Ln z définie par l'égalité (11) 
pour la détermination arg z choisie ; il est évident que la fonction ln z 
est uniforme et continue sur €. 

Supposons que la courbe C soit fermée et qu’elle ne contienne pas 
le point z — 0 à son intérieur. Lorsque z décrit C, le point w = Inz 


FIG. 14 


décrit une courbe fermée l'; les autres déterminations du logarithme 
définies par d’autres déterminations initiales arg z décrivent les 
courbes l,; qui se distinguent de F par une translation de vecteur 
2kni, k—= +1, +2, ... (fig. 14, courbes en trait continu). 
Si à présent C'est une courbe fermée sans point multiple contenant 
z — 0 à son intérieur, alors lorsque le point z la décrit en entier dans 
le sens positif, le point w = In z ne revient pas à sa position initiale 
et occupe une nouvelle position w@) = w, + 2ni (fig. 14, courbes 
en pointillé). 

Il en découle que, dans tout domaine D qui ne contient pas de 
courbes fermées entourant le point z = 0, on peut choisir un ensemble 
infini de branches continues et uniformes de la fonction multiforme 
w = Ln z, dont les déterminations en chaque point fixe diffèrent par 
2 kni. Chaque branche In z réalise une transformation biunivoque du 
domaine D et, par conséquent, d'après le théorème de la dérivée 
des fonctions inverses, elle possède une dérivée 

RE 1 
(in 2) = (13) 
(Remarquons que la dérivée est la même pour toutes les branches.) 
Aïnsi, toutes les branches de Ln z sont des fonctions analytiques. 

Si un domaine D contient au moins une courbe fermée décrite 
autour du point z — 0 (par exemple si elle contient ce point à son 


3% 
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intérieur), alors, dans un tel domaine, on ne peut séparer les branches 
de la fonction Ln z. Le point z = 0, en lequel toutes les branches de 
Ln z semblent s'unir, est appelé point de branchement de cette fonc- 
tion. 

9. Les fonctions trigonométriques et hyperboliques dans le 
domaine complexe s'expriment simplement à l’aide de la fonction 
exponentielle. Pour la variable réelle x, la formule d’Euler (4) du 
n° 8 donne: 


ex = cos x + isinz, e-* = cos x — à sin x, 
d’où 
: eix —p-ix eit +e-ix 
SNT=——, COST ——. 
Tenant compte de ceci, pour tout z complexe, on prend par définition 
. eiz — e-iz ! et e-iz 
SN —5—; COS 2 = ——7 —. (1) 
Les fonctions ainsi définies : 1) pour z — x réel coïncident respecti- 
vement avec le sinus et le cosinus ordinaires ; 2) sont partout analy- 
tiques; 3) vérifient les formules ordinaires de dérivation: 


(sin z)’ = cos z, (cos z) — — sinz; 


4) sont périodiques de période réelle 2x; 5) sin z est une fonction 
impaire, cos z une fonction paire ; 6) vérifient les relations trigono- 
métriques ordinaires : 


cos? z + sin? z — À, sin 22 — 2 sin z cos z, etc. 


Toutes ces propositions découlent de la définition (1); le lecteur 
peut s’en convaincre en faisant les calculs correspondants. 
Etudions la transformation réalisée par la première de ces fonc- 
tions. Posant 
eiz 
ÎZ — Z1, AZ, Z23— — Î29 = à ? (2) 


nous avons 
1 1 : 
w=r(2+)=sinz. (3) 


Nous voyons que notre transformation peut être considérée comme la 
superposition de transformations déjà étudiées. Trouvons d’abord la 
condition d’univalence. Supposons que le domaine D est représenté 
successivement par les transformations (2) sur D;, D: et Da. La 
première et la troisième des transformations (2) sont partout univa- 
lentes ; pour l’univalence de la deuxième il faut et il suffit que D, 
ne contienne aucun couple de points z, et z; pour lesquels 


z,— 2, =2kni, 
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— 


où 4 Æ 0 est un nombre entier (cf. condition (7) du n° 8). Pour l’uni- 
valence de la transformation (3) il faut et il suffit que D, ne contienne 
aucun couple de points z; et z; pour lesquels 


27,1 
(cf. condition (2) du n° 7). Passant dans le plan des z à l’aide des 
formules (2) nous trouvons que pour l’univalence de la transforma- 


tion w=sin z dans le domaine D il faut et il suffit que D ne contienne 
aucun couple de points z’ et z” pour lesquels on ait, d’une part, 


z! — 3" = 2knx (k 0, entier) (4) 
et, d’autre part, ei +2) = _ 1 ou 
z +z"=(2k + 1)x  (k entier). (5) 


Ces conditions sont vérifiées par exemple pour la demi-bande 
—ñm <xz<x, y > 0. Les étapes successives de sa transformation 


sont données sur la figure 15. Les familles des rayons x = x, et des 
segments y — y, se transforment respectivement en les familles des 
hyperboles et des ellipses homofocales; la bande deux fois plus 
étroite — _. < x <+ , y > 0,se transforme dans le demi-plan 
Supérieur, 

Nous voyons que dans le domaine complexe sin z n’est pas borné; 
Par exemple, sur les rayons x = + + , ÿ >> 0, elle prend des valeurs 


38 CH. I. NOTIONS FONDAMENTALES 


réelles supérieures en module à l’unité et, en général, aussi grandes 
que l’on veut. 

Notons encore que dans la demi-bande (fermée) —x <x< nn, 
y > 0, la fonction sin z ne prend la valeur 0 qu'aux points z = 0 


LR 
= Re 


LR 
<< 7 


ZX À , 


TS 


FIG. 16 


etz — + x; vu que cette fonction est impaire et périodique, on peut 
en déduire qu’elle ne s’annule que sur l’axe réel aux points 


z=kn (k = 0, +1, +2, ...). 


Pour être complets, nous donnons sur la fig. 16 la surface du modu- 
le ou le « relief » de la fonction sin z, c’est-à-dire la surface d’équation 
u = | sin z | dans l’espace (x, y, u); cette surface est périodique, de 
période réelle x. On y a tracé deux systèmes de courbes: ce sont les 
lignes de niveau de | sin z | et de arg sin z. La section de la surface 
suivant un plan vertical passant par l’axe des x donne le graphe de 
| sin æ|(*). A mesure que l’on s’éloigne de cet axe, la surface se régu- 


(*) Les sections de la surface suivant les plans x = kn et x — (2k +1) _ 


(k = 0, +1, +2, ...) donnent respectivement le graphe des fonctions hyper- 

boliques|sh y|et | ch y |que nous étudierons bientôt. Sur la fig. 16 sont représen- 
: 3x 

tées des parties de ces sections avec x = 0 et x — 5; 0n peut supposer que l’on 

a deux origines des coordonnées sur cette figure — les graphes de sin et sh se 

rapportent à l'origine O, ceux de cos et ch à l’origine O1. 
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larise et les cotes de ses points croissent rapidement: la surface s’ap- 
| 1 
proche du cylindre u = -- elvl. 
En vertu de la relation 


cos z — sin (2+5) 


la transformation réalisée par fonction cos z ne diffère de celle qui 
vient d'être étudiée que par une translation. 
Les fonctions tg z et ctg z sont définies par les formules 


sin z . eiz—eriz cos z : eizLe-iz 


® Z — = ll ; t A 5 22 * 
82 cosz eit+eriz ? CB in er — eiz (6) 


La fonction tg z est partout analytique, excepté aux points en les- 
quels cos z s’annule, c’est-à-dire, comme on le voit de l’étude pré- 


cédente, partout sauf aux points Zz; — + +kn (k=0,+1, +2,. ..); 


, 

lorsqu'on tend vers ces points, tg z croît indéfiniment. Il en est de 

même de la fonction ctg zet des points z, = kn (k —=0, + 1,42, .. .), 
I1 découle des formules (6) que ces fonctions sont périodiques, de 

période x. En effet, par exemple 

eG+n) ,-iG+n) . —eiz Le-iz 


tg(z+n)— —i 


Peine en (82 

La transformation réalisée par la fonction w — tg z sera considérée 
plus loin (n° 33). Nous ne donnons ici que la surface du module de la 
fonction tangente, c’est-à-dire la surface d’équation u = [tgz| 


(fig. 17); cettesurface est périodique, de période réelle ie . Elle a des 


pics prononcés au-dessus des points 2 — + + kan (k = 0, +1, 


+2, ...);sa section suivant un plan vertical passant par l’axe des x 
donne le graphe de | tg x|(*). À mesure que l’on s'éloigne de cet axe, 
la surface devient de plus en plus plane et tend vers le plan u = 1. 
On a tracé sur la surface les lignes de niveau de | tg z | et argtg z. 

Les fonctions hyperboliques dans le plan complexe sont définies 
par Les égalités 


e?—e” et. e7z 
Shz=——, chz=—— (7) 
et 
sh z ez— et chz et Lez 
ths=— chz eze-t ? cthz= sh z ez— et (8) 
(*) Les sections de la surface suivant les plans x = kn et x = (2k + 1) _. 
(k = 0, +1, +2, ...) donnent respectivement les graphes des fonctions hyper- 


boliques [thylet |cthyl|(cf. plus bas). 
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Elles s'expriment très simplement à l’aide des fonctions trigonomé- 
triques 
shz— -jisiniz, ch z — cos iz, } 


th z— — itgiz, cthz = ictgiz (5) 


et n’en diffèrent que très peu. Sur les fig. 16 et 17 sont indiquées les 
sections des surfaces des modules de sin z et ig z, qui donnent les 
graphes des fonctions hyperboliques. 

Les fonctions trigonométriques et hyperboliques s'expriment, 
comme nous l’avons vu, à l’aide de la fonction exponentielle, et pour 


C2 
a? 
aX /, 


FIG. 17 


cette raison les fonctions inverses, trigonométriques et hyperboli- 
ques, peuvent être exprimées à l’aide des logarithmes. Trouvons par 
exemple cette expression pour w — arccos z. Par définition on à 


eiw Le-iw 

2 ? 
d'où e2% — 2zeï” + 1 —0 ; résolvant l'équation du second degré (par 
rapport à ei”), il vient eiw—z+Ve—1 et 

w= arccos z= —iln(z+ÿz?—1) 

(on peut omettre les signes + dans la formule qui donne la solution 
de l'équation du second degré si l’on comprend la racine comme une 
fonction à deux déterminations). Vu la relation (z + V2? — 1) (2 — 
— Vz = 17) = 1, le changement de signe devant la racine se ramène 


Z = COS W — 
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au changement de signe devant le logarithme et, par suite, le signe 
moins dans la dernière formule peut être omis: 

w = arccos z — iln (z + V2? 1) (10) 

(d’après notre hypothèse la racine a de toute façon deux signes). 

On peut donner des formules analogues pour les autres fonctions : 


; T T 5 TRUE € } 
arcsin Z—-5 — arcCcOS 3 — 5 —à In(2+V 21), 


2 
__T __ 1 1 + iz 
arctgz— —arcctgz— In Sera au) 
arsh z— In (2+Vz2+7), archz=—In(z2+Vz—1), 
4 1+z 4 z+1 
arthz=—-In 1 arcthz=- In A | 


Toutes ces fonctions sont multiformes puisque la fonction In dans 
le second membre des formules (10) et (11) désigne une détermination 
quelconque du logarithme. Les procédés qui permettent de séparer 
leurs branches uniformes sont analogues à ceux considérés plus haut; 
toutes ces branches sont des fonctions analytiques. 

10. La fonction puissance générale av — 2%, où a = & + ip 
est un nombre complexe quelconque, est définie par la relation 


za — eaLnz, (1) 


Posant ici z = re” nous avons Ln z=—1In r + à (® + 2kx) et, par 
conséquent, 

24 — exinr—B(p+2kn)ei Ex (+ 2kx) + Bln r}, (2) 
où # est un nombre entier quelconque. On voit donc que pour f$ 0 


la fonction z possède toujours une infinité de déterminations por- 
tées (pour z et a fixes) par les circonférences | w | — p, de rayons 


on = etlnr-Boe—28r$ (k = 0, +1, 2, ...), (3) 
qui forment une progression géométrique infinie dans les deux sens, 
de raison e—2r8, Les arguments de ces déterminations 

04 = ap + fin r + 2kna (4) 


forment également une progression arithmétique infinie dans les 
deux sens, de raison 2n@. 
Pour f — O0, c’est-à-dire pour les a réels, les déterminations de z4 


Sont portées par la circonférence | w | == etlnr — ra, et leurs argu- 
ments sont 

6, = ap + 2kna. (5) 
Si & — P_ P 


est un nombre rationnel (on suppose que la fraction a 
est irréd uctible), alors toutes les valeurs 6, diffèrent d’un multiple 
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entier de 2x de q de ces valeurs (par exemple de 85, 84, . .., 0-1). 
Par conséquent, dans ce cas la fonction w — z° est à un nombre fini 


de déterminations et coïncide avec la fonction ÿæ: 


pin (6) 


Si a est un nombre réel irrationnel, alors parmi les valeurs 6, dans 
la formule (5) il n’y a pas de valeurs qui diffèrent d'un multiple 
entier de 21 et, par conséquent, la fonction z2 — el est À un nom- 
bre infini de déterminations. 

La multiformité de la fonction puissance générale tout comme 
des fonctions élémentaires que nous avons considérées plus haut est 
conditionnée par la multiformité de l’argument. Les procédés qui 
permettent de séparer les branches uniformes sont ceux donnés pré- 
cédemment; le point de branchement est z — 0. 

De même que la fonction puissance générale (1) on peut considé- 
rer l’exponentielle générale 


a —= elna — ezintal.biz Arga (7) 


Contrairement à la fonction (1) la fonction (7) est constituée 
d'un ensemble de fonctions uniformes qui diffèrent les unes des 
autres par les facteurs e2*ñiz, où k est un nombre entier. 


$ 4. INTÉGRATION DES FONCTIONS D’UNE VARIABLE 
COMPLEXE 


Nous allons donner dans ce paragraphe la notion d’intégrale des 
fonctions d’une variable complexe et les propriétés les plus impor- 
tantes des fonctions analytiques, attachées à la notion d’intégrale ou 
bien s'appuyant sur cette dernière. En particulier, nous établirons 
l'équivalence entre les notions de fonction analytique comme fonc- 
tion dérivable en chaque point d’un domaine de définition et comme 
fonction dont l'intégrale ne dépend pas du chemin d'intégration (cf. 
théorème 1 du n° 12 et théorème 3 du n° 17). Ceci donne une nouvelle 
conception dans l'élaboration de la théorie des fonctions analytiques. 
Les applications de la notion d’intégrale et des théorèmes qui sont 
basés sur cette dernière seront considérées dans les chapitres suivants. 

11. Intégrale d’une fonction d’une variable complexe. Soient 
données une courbe orientée € et une fonction d’une variable com- 
plexe f (z) définie sur cette courbe. Par définition, l'intégrale de f (2) 
prise le long de C est 


n-1 


lim D} f (Eu) (nu —2) = | 7() ds, (1) 
k=0 


n—0o C 
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OÙ Z9 = 4, 2, . -., 2n+1 — d est une suite de points divisant C 
en n arcs, a et b étant les extrémités de €, £, un point arbitraire appar- 
tenant à l’arc [z:, z:+1] de la courbe C, et la limite est prise en sup- 
posant que max | +1 — 2x | — 0. 

Si C est une courbe une fois continûment différentiable par mor- 
ceau et j (z) une fonction bornée continue par morceau, alors l’inté- 
grale (1) existe toujours. La démonstration se ramène à un théorème 
d'existence des intégrales curvilignes des fonctions d’une variable 
réelle (*)}, théorème connu d’analyse. En effet, posant 


fG)=u(x, y) + iv(x, y), 

2h = LR + Uk, Ln4s — LR = ÂTr, Yn+1 — Yn = Ayr, | (2) 
La = Er + ina, u (En, Ne) = Ux, v (Ex, Na) = ve, 

il vient 

ni n—1 

2 F x) (zrs1— 28) = 2 {ur Ar — vrAyr} + 


n—1 


ne 2 {urAyr +vrAz}. (3) 


Les sommes du second membre de la formule (3) sont les sommes 
intégrales des intégrales curvilignes correspondantes. Dans nos con- 
ditions ces intégrales existent et, par conséquent, l'intégrale 


fre ds Qu dev dy +5 | u dy +v de (4) 
Û è C 


existe. A l’aide de la formule (4) le calcul de l'intégrale d’une fonc- 
tion d’une variable complexe se ramène au calcul d’intégrales réelles, 

Appliquant les définitions introduites, on voit facilement que la 
dérivée et l'intégrale d’une fonction complexe d’une variable réelle 
w (t) — p(t) + à (t) sont données par les combinaisons linéaires 
suivantes : 


w (é) = q° (#) + éd" (6), (5) 
B B B 
joua |etwat+i Tv. (6) 


Supposons que z —z(t) = x(t) + iy(t) soit une représentation 
paramétrique de la courbe C, avec z(œ) — a, 2 (B) — b; utilisant 
alors la formule (4) nous ramenonsle calcul de l'intégrale d’une fonc- 
tion f (z) prise le long de C au calcul de l'intégrale d’une fonction 


(*) Cf. Fikhtengoliz, Cours du calcul différentiel et intégral, Gostekhizdat, 
1947-1949, tome III, p. 27 (éd. russe) ou Smirnov, Cours de mathématiques supé- 
rieures, Ed. de Moscou, t. II, p. 220 et les suivantes. 
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complexe d’une variable réelle: 
B 
| red | (17 (0) à. (7) 
C œ 


Il découle aussi de la formule (4) que les propriétés ordinaires des 
intégrales curvilignes s'étendent aux intégrales des fonctions d’une 
variable complexe : 


| {af (+ be ()} di a | j(2) de+0 À 8 (2) &z, (8) 
C C C 
| fade dit | fat, (9) 
CaUCe C1 C2 
Î 76) d= — | f(e) ds (10) 
€ C- 


(a et b sont des constantes complexes; C1UJC2 désigne la courbe 
constituée des courbes Ci et C2, C7 la courbe coïncidant avec € mais 
parcourue dans le sens inverse). 

Démontrons encore une propriété de l’intégrale : 

Soient M — max | f (z) | sur la courbe C et 1 la longueur de C. 
Alors 


fiaal<{1relal<m. (11) 
C C 


La démonstration découle directement de la définition de l'intégrale. 
En effet, nous avons: 


ni n-1 n—1 
| D f(G)An< D 1/1 14m I<M TE |Az, 
k=0 R=0 h=0 
n—i 
où >» | Azk |est la longueur de la ligne polygonale 20% ... z; 
k=0 
inscrite dans la courbe €, et à la limite, lorsque max | Az, | — 0, 
nous obtenons (11). 


12. Théorème de Cauchy. Dans le cas général | Ï (z) dz dépend 


C 
aussi bien de la fonction à intégrer f (z) que de la courbe C. Cependant, 
si une fonction j (z) est analytique dans un domaine simplement con- 
nexe contenant une courbe C, son intégrale est alors complètement 
définie par la position des extrémités de C et ne dépend pas de la 
forme de cette courbe. En d’autres termes nous avons le théorème 
suivant. 
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D NE 
Théorème 1 (A. Cauchy, 1825). Si une fonction f (z) est 
analytique dans un domaine simplement connexe D, alors, pour toutes 
les courbes C appartenant à ce domaine et ayant des extrémités communes, 


l'intégrale | Î (z) dz a une même valeur. 


C 

Nous démontrerons ce théorème avec l’ hypothèse supplémentaire (*) 
de la continuité de la dérivée f’ (z) (la définition de l’analyticité, 
donnée au n° 5, n’exige que l'existence de cette dérivée). 

Soit comme toujours f (z) = u (x, y) + iv (x, y); en vertu de la 
relation 


[rad fude-vdy+ifu dy +v a (1) 
C Û Û 


(cf. la formule (4) du numéro précédent) la question d'indépendance 


d'une intégrale | f(z) dz du chemin d'intégration se ramène à la 
C 
même question pour les intégrales curvilignes 


Î u dx —v dy, | u dy +v dr. (2) 
Ü G 


Comme on le sait du cours d'analyse (**), pour que, dans un 


domaine simplement connexe, l'intégrale curviligne f P dx + Q dy, 
C 


où P et Q sont des fonctions possédant des dérivées partielles con- 
tinues, soit indépendante du chemin d'intégration, il faut et il 
suffit que l'expression sous le signe d'intégration soit une 
différentielle totale, c’est-à-dire qu’en chaque point du domaine D 


on ait la relation-22. 2Q 


ôy ôt 
Pour les intégrales (2), cette relation est de la forme 
du _ dv, dv du 
Oy —_  & y à! (3) 


La continuité des dérivées partielles découle de l'hypothèse suivant 
laquelle f” (z) est continue. Les équations (3) coïncident avec les con- 
ditions de Cauchy-Riemann et sont vérifiées puisque f (2) est une 
fonction analytique. Le théorème est démontré. 

En vertu de ce théorème, pour les fonctions analytiques dans 


les domaines simplement connexes, au lieu de | Ï (2) dz on peut 


€ 


écrire | f (£) dé, où 20 et z sont les extrémités de la courbe C. 


E 


(*) On trouvera une démonstration complète dans{3], pp. 137-143, 154-162. 
(**) Voir Fikhtengoltz, t. III, p. 68 ou Smirnor, t. Le 5. 246. 
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En se basant sur le théorème 1, on peut démontrer plusieurs pro- 
positions analogues aux propositions ordinaires du calcul intégral. 
Avant tout on a le théorème suivant: 

Théorème 2. Si une fonction f(z) est analytique dans un 
domaine simplement connexe D, alors l'intégrale 


F4 
| FCO dt =F (2), (&) 
20 
comme fonction de sa limite supérieure, est aussi une fonction ana- 
lytique dans D, de plus 


F'(=2 | F0 = f (2) (5) 


En effet, d’après la définition de la dérivée et les propriétés 
(9) et (10) de l'intégrale données plus haut (n° 11), il vient 


z+h 

:  F(e+h)—F —. 

F G= lim LEO lim à f 1) dt— 
zo 


Z z+kh 
-|104} =linr [0% © 
En vertu de la continuité (*) de f(z) au point z on peut écrire 
f@)=f(z)+n0), 
où n (&) + 0 lorsque Ë — z; en substituant dans (6), nous avons 
2+h 24h 
F'(5=limT Ï f (2) dé+ lim + Ï n (6) dE. (7) 
Vu que f (z) est une quantité constante pour l'intégration sur Ë, 


on à 
24h zh 


[roro | &=i@, 


zh 
car de la définition il découle directement que | dt—h. I] résulte 


z 


ensuite de l'inégalité (11) du n° 11: 
2z+h 


| [nc@dl<maxin@l4A] 


Z 


(*) La continuité de f (z) est une conséquence de son analyticité. 
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(d’après le théorème 1 on peut supposer que le chemin d'intégration 
allant du point z au point z + h est rectiligne et c’est pourquoi sa 
longueur est égale à | k |). Aïnsi, dans (7), la première limite est 
égale à f (z) et la seconde est nulle, c'est-à-dire Æ” (z) — f (z), ce 
qu'il fallait démontrer. 

Une fonction dont la dérivée est égale à une fonction donnée 
f (2) est appelée primitive de cette fonction. D'après le théorème dé- 
montré, l'intégrale de f (z), considérée comme fonction de sa limite 
supérieure, est l’une des primitives de la fonction f (z). 

Théorème 3. Deux primitives quelconques d'une fonction 
diffèrent l’une de l’autre au plus par une constante. 

Soient F, (z) et F3 (z) ces primitives et 


D) = Fi) — Fi(2) = u(x, y) - iv(x, y). 


Pour démontrer le théorème il suffit de montrer que la fonction 
D (z) est constante. 
D'après la formule de la dérivée (cf. (15), n° 5) nous avons 


, __ du . ÊÔv _ ôv . 0ù 
D'=rtig=s is, =0, 
car par hypothèse ®' (z) = F, (2) — F, (2) = f (2) — f(z) = 0. Il 
r u D 12 u r 
en découle que on NE y =0, par conséquent, w (x, y) 


et v(x, y) sont constantes. Le théorème est démontré. 

Le théorème suivant permet de calculer les intégrales à l’aide 
des primitives. 

Théorème 4. Si F(z) est une primitive quelconque d'une 
fonction analytique f(z), alors 


z 
Ÿ F@)@= F(a)—F (ao). (8) 
2 
En effet, d’après le théorème 2, la fonction 
Zz 
Fi(2)= | @) dt 
20 
est une des primitives de f (z), par hypothèse la fonction F (2) est 
aussi une primitive, donc d’après le théorème 3 
[i@a&=rt@+c, 
2 
où C'est une constante. Faisant dans cette égalité z — 20, il vient: 


F (20) + C = 0, d'où C = —F (20), ce qui nous donne la formule 
8) que nous voulions établir. 
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Remarquons encore que le théorème de Cauchy démontré au début 
de ce numéro peut être énoncé sous la forme suivante: 

Théorème. Siune fonction f (z) est analytique dans un domaine 
simplement connexe D, alors son intégrale prise le long de tout contour 
fermé C appartenant à D est nulle: 


| f(z) dz 0. (9) 
C 


La démonstration se base sur le fait qu’un contour fermé C 
peut être décomposé en deux contours C; et C, d'origines et d’extré- 
mités communes (fig. 18). D'après les proprié- 

b tés des intégrales 


fro- | j@d+ | f (2) dz = 
1 CG en Êz 


= | ft) ds— | 760) ds; 


e C1 C2 
a Lé + LE La 0 

par conséquent, le fait que l'intégrale prise le 
FIG. 18 long de C est nulle est équivalent à l'égalité 


des intégrales prises le long de Ci et de C2. 

Pour terminer, démontrons une généralisation du théorème de 
Cauchy utile pour la suite. Dans le dernier énoncé du théorème de 
Cauchy il est notamment question d’intégrale prise le long d’un con- 
tour complètement intérieur au domaine d’analyticité de la fonc- 
tion; or, on est parfois amené à considérer des intégrales prises le 
long de courbes sur lesquelles la fonction, tout en restant continue, 
cesse d’être analytique. Le théorème de Cauchy est vrai dans ce cas 
aussi. 

Théorème 95. Si une fonction f (z) est analytique dans un 
domaine simplement connexe D et continue sur le domaine fermé D, 
alors l'intégrale de f (z) prise le long de la frontière C de ce domaine est 
nulle : 


HE nz=0. (9) 


C 


Nous supposons d'abord que € est un contour « étoilé », c’est-à-dire qu'il 
existe un point zo tel que tout rayon issu de ce point ne coupe C qu’en un point. 
Sans restreindre la généralité, on peut supposer z5 — 0 (on y arrive par une 
translation dans le plan des z), alors la courbe C peut être donnée par une équa- 
tion de la forme z = r (p) e“Ÿ, où r (@) est une fonction uniforme. Par C1 nous 
désignons le contour défini par l'équation & — àz — Ar (p) eŸ, 0 <A <1 
(fig. 19). Puisque CA est intérieur à D, d’après le théorème de Cauchy, 


Î f (0) dé —0. (10) 
C 
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Mais lorsque le point £ décrit C3, le point = t décrit C, donc on peut 
écrire l'égalité (10) sous la forme 


f f (Nez) d (2) — À f (Aa) dz —0 
€ C 
et, par conséquent, 


Fra (to 0 a. (11) 
C C 
Vu que la fonction f (z) est uniformément continue sur D (cf. n° 5), pour 


FIG. 19 FIG. 20 


tout € => O on peut trouver un Ô > 0 tel que pour tout couple de points z, &, 
vérifiant l'inégalité | z — 6 | < 6, on ait 


If (2) — f(O 1 <e. (12) 
Soit ! la longueur du contour € et R — max r (@); prenons À > 1 — L ; 


alors pour tout couple de points z et £ — \z nous avons |z— & | — 
= (—À) |2[< ñ 1z|<Ô, par conséquent (12) est satisfait et nous obte- 
nons de (11): 


| ro a < 1. 
C 


Etant donné que & est aussi petit que l'on veut et que l’intégrale ne dépend 
pas de €, il en découle que cette intégrale est nulle. Ainsi, le théorème est dé- 
montré pour les contours étoilés. 

. Soit maintenant C une courbe quelconque une fois continûment différen- 
tiable par morceau. Si C possède des points de rebroussement, on retire alors 
du domaine D des cercles de petit rayon € et de centre en ces points de façon 
que la frontière du domaine D, ainsi obtenu ne ue plus de tels points 
(fig. 20). Menant dans D, un nombre fini de courbes y, (k — 1, 2, ..., m), 
On peut d'une manière évidente partager ce domaine en sous-domaines D, 


4-—0149 
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EE EP ee ie A 
(= 1, 2, ..., n)(*). D'après ce qui a été 


limités par des courbes étoilées C 
de prise le long de toute courbe C; est nulle: 


démontré précédemment, l’intégra 


Î f{ds—0 (k=0,1,...,n). (13) 
CR 


Supposons que les courbes C;, soient parcourues, par exemple, dans le sens 
positif et additionnons toutes les équations (13). Puisque chaque courbe y, est 
parcourue deux fois, et cela dans des sens contraires, toutes les intégrales prises 
le long de y, se détruisent (cf. (9) et (10) du n° 11). Les autres parties de la fron- 
tière C, constituent la frontière C, du domaine D, et, par conséquent, l’inté- 
grale prise le long de cette frontière est nulle: 


Î f (2) dz 0. 
Ce 


I1 nous reste à démontrer que l’intégrale prise le long de la frontière C du 
domaine D est nulle; ceci découle immédiatement de ce que C et C, ne se dis- 
tinguent l’une de l’autre que par un nombre fini de petits arcs, et comme la 
fonction f (z) est bornée, son intégrale prise le long de ces arcs est aussi petite. 
Ainsi l'intégrale le long de € diffère aussi peu qu'on le veut de l’intégrale le 
long de C, qui est nulle et, par conséquent, elle est nulle aussi. Le théorème est 


complètement démontré. 


13. Extension aux domaines multiplement connexes. Pour les 
domaines multiplement connexes le théorème de Cauchy n’est en 


général pas vrai. En effet, la fonction f (z) — _ est analytique par- 
tout dans la couronne _. < |z | << 2, toutefois les intégrales de —1 
à +1 prises le long des demi-circonférences supérieure et inférieure 
de |[z|— 1 ne sont pas égales. En effet, le long de la demi-circon- 
férence supérieure C1, où 3 = eï9, O0 << p< x, nous avons: 
0 , 
dz ie"? . 
ee je = 
Lo 
et le long de la demi-circonférence inférieure C>, où z = ei9, —n << p< 0: 
0 : 
d2 ie"? , 
[+=] y d9= in. 
Ca HT 


C'est pourquoi, pour désigner l'intégrale de a à b prise le long 
d’un chemin € appartenant au domaine multiplement connexe nous 


(*) Il est facile de voir qu’un arc de courbe une fois continûment diffé- 
rentiable par morceau dans un voisinage suffisamment petit d'un de ses points, 
qui n'est pas un point de rebroussement, représente une courbe étoilée. Dans 
le voisinage d’un point de rebroussement, la courbe peut ne pas être étoilée 
(par exemple, la courbe constituée par les branches de paraboles y — x? et 
y — 2x? pour x > 0 au voisinage du point z — 0). 
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utiliserons parfois le symbole 
b 


Le f (a) d. (1) 

a 
Cependant si dans un domaine multiplement connexe les courbes 
Ci et C2 d’extrémités communes sont tracées de manière qu’elles limi- 
tent un domaine simplement connexe appartenant à D, alors les 
intégrales prises le long de telles courbes sont évidemment égales. 


FIG. 21 


11 en découle que la valeur de l'intégrale d'une fonction analytique 
dans un domaine multiplement connexe D ne change pas si l’on déforme 
continûment le contour d'intégration de manière que ses extrémités 
soient immobiles et qu'il reste intérieur à D. 

Soient donnés dans un domaine multiplement connexe D des 
points a et b et une courbe simple (*) Co réunissant ces deux points. 
Soit C une autre courbe quelconque réunissant ces points (fig. 21a). 
Conformément à la remarque qui vient d’être faite, on peut sans chan- 
ger la valeur de l'intégrale déformer la courbe C de façon qu'elle 
coïncide avec une autre courbe C appartenant au domaine D et com- 
posée 1) de la courbe Co qui avec Co limite un domaine simplement 
connexe appartenant à D ; 2) de l’ensemble des courbes fermées sim- 
ples y; (k — 1,2, ..., m) dont chacune contient à son intérieur une 
partie connexe de la frontière du domaine D (fig. 21b). En outre les 
courbes y, peuvent être parcourues plusieurs fois et dans différents 
sens (sur la fig. 21b, la courbe y, est décrite trois fois dans le sens 
négatif et y: une fois dans le sens positif). Pour plus de commodité 
nous convenons de désigner par ÿx (4 — 1, 2, ..., m) les courbes 


mm 


(*) C'est-à-dire sans points multiples. 
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décrites dans le sens positif; de plus, nous introduisons les courbes 
va = m+i,..., n) limitant les parties connexes de la frontière 
du domaine D et n’entrant pas dans la composition de C (par 
exemple y: sur la fig. 21b). 

Introduisant les notations 


Di= | f(0) de (=1,2,...,n), (2) 
VR 


pour une déformation continue de y4, pendant laquelle ces courbes 
restent dans D, les intégrales (2) conservent leur valeur; par con- 
séquent, les quantités l',; ne sont définies que par la fonction f (z) 
et le domaine D. Soient N, des nombres entiers indiquant combien 
de fois et dans quel sens les y, de la composition de la courbe C ont 
été décrites ; ces nombres peuvent être positifs, négatifs et nuls (par 
exemple, sur la fig. 21, N, = —3, N, —1, N3 = 0). D'après 
ce qui précède et d’après les propriétés (9) et (10) des intégrales don- 
nées au n° 11, nous avons: 


(] b 
70) dr 10) d= 


b 
— lo 1@) dz+NiTi+...+N,T;:. 
| (3) 


Les quantités l'; sont appelées pério- 
des de l'intégrale de la fonction f (z) 
dans le domaine multiplement 
connexe D ou constantes cycliques. 


FIG. 22 Exemple. Soient f (2) + et D 
la couronne 0<{z|<R, où R est 
aussi grand qu’on le veut. Tout chemin C réunissant les points 1 et z peut, 


comme précédemment, être déformé en un chemin C composé de la circonfé- 
rence unité | z | — 1, parcourue plusieurs fois, et de La courbe simple C4 réunis- 
sant les points 1 et z (fig. 22). L'intégrale prise le long de la circonférence par- 


courue dans le sens positif, quand z = e‘° et que @ croît de 0 à 2x, est égale à 


ds _( Ga 
“4 € ‘tap _ : 
CE EE @&) 
D'après la formule (3) 

z 


Z 
dz dz | 
== ls 7 2kni, (3) 
1 1 
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EEE ——]———————]—]——— ———— — ——_—_——  — ——_——————————————_—— —_—_———.— 


où # est un nombre entier indiquant combien de fois et dans quel sens est par- 


courue la circonférence | z | — 1 entrant dans la composition de C (sur la 
fig. 22, k — —2). D'après le théorème 4 du n° 12 | 
Zz 
dz 
fe maine () 
1 


où In désigne la détermination du logarithme qui prend la valeur zéro au point 
z— 1 et qui varie d’une manière continue sur Co. 

Supposant que C soit un contour arbitraire 
et désignant la détermination de l'intégrale de 
1 , le long de ce contour, par Ln z, nous 
FA 


avons de (5): 


z 
Ln z— je 
1 


Ainsi, nous retrouvons la fonction multiforme 
Ln zet nous venons d'étudier sa multiformité 
d'un nouveau point de vue. 


d 
= In 24 ki. (7) 


Pour terminer, remarquons que l’on 
peut donner un sens un peu différent au 
théorème de Cauchy du n° 12, afin qu'il soit valable pour 
les domaines multiplement connexes. Soit f (z) une fonction analy- 
tique dans un domaine multiplement connexe D, limité par les cour- 


bes Co, C1, . . ., Ch (fig. 23), et continue sur D. Menons les coupures 
Ya +, YA de manière que D devienne un domaine simplement con- 
nexe D* et désignons par C* la frontière de ce domaine, qui est une 
courbe composée de portions des courbes C, et de courbes y,, en outre 
ces dernières sont parcourues deux fois dans des sens opposés (flè- 
ches sur la fig. 23). 

La fonction f (z) est analytique dans le domaine simplement con- 
nexe D* et continue sur le domaine D*; donc d’après le théorème 5 
du n° 42 et les propriétés (9) et (10) des intégrales (n° 11), on a 


froa= | iod+D [ft d=0 (8) 
C* Co 


k=t Cy 


(les intégrales prises le long des y: se détruisent et la partie restante 
n 


de C* coïncide avec > Cr). En outre, nous devons supposer quelles 
k=0 

courbes €, et C1, C:, .…, Cn sont parcourues de manière que le 

domaine D reste constamment d’un même côté (par exemple à gauche 

Sur la fig. 23). Ainsi, pour les domaines d'ordre de connexion quel- 

Conque le théorème de Cauchy est vrai dans l’énoncé suivant. 
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Théorème. Siune fonction f (z) est analytique dans un domaine 
D et continue sur D, alors son intégrale, prise le long de la frontière 
de ce domaine, parcourue de manière que le domaine D se trouve 
constamment d'un même côté, est nulle. 

14. Formule de Cauchy et théorème de la moyenne. Soit f (z) une 
fonction analytique dans un domaine D d'ordre de connexion nr et 
continue sur D. Montrons que pour tout point intérieur z de ce domai- 
ne on a ce qu'il est convenu d'appeler la formule de Cauchy (1831): 


1O= | 1) dë, (1) 
C 


t— 


où C'est la frontière du domaine D parcourue de manière que le 
domaine D se trouve constamment à gauche. 

Remarquons que seules les valeurs de f (z) sur la frontière C 
du domaine D participent dans le second membre de la formule 
de Cauchy. Ainsi, dans les conditions considérées, la valeur d’une 
fonction analytique à l’intérieur d'un domaine est complètement 
définie par ses valeurs sur la frontière : la formule de Cauchy permet 
de calculer la valeur d’une fonction analytique en un point quelcon- 
que d’un domaine dès que l’on connaît les valeurs frontières de cette 
fonction. 

Pour établir la formule de Cauchy nous supprimons du domaine D 
un cercle de rayon r et de centre au point z et nous remarquons que 
dans le domaine D* d'ordre de connexion (n + 1), le numérateur et 
le dénominateur de la fonction à intégrer sont analytiques par rap- 
port à la variable 6, de plus le dénominateur ne s’annule pas. Par 
conséquent, la fonction à intégrer est analytique en 6 dans D*; 
étant donné qu'elle est continue sur D*, on a d’après le théorème 
de Cauchy du n° 13 (formule (8)): 


f@) FE _ 
rl 
C Vz 
où la circonférence y; est parcourue dans le sens negatif. Il en 
découle que 


f () _( f1© 
[a (7 «, 2) 
C LA 
où Y, est parcourue dans le sens positif, Sur la circonférence Y. 
nous avons Ê — z — rei® ; en sortant de sous le signe d'intégration 
le facteur constant f (z) par rapport à &, nous trouvons: 


2x ; 
1 f (2) dz f(2) rie*® os 
eu: jee = iQ). (3) 
Vr 
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D'après les formules (2) et (3) nous avons: 


5 | f(© di—f()= 5 | OT à. (4) 


Anti — 2 C—2 
€ . Ÿr 
Estimons cette différence. D’après l'inégalité (11) du n° 11 


ge | ES dt|<ge max | (01 


2ri C— r 
Vr 


= gout A dass À SL 


d'où l'on voit que notre différence peut être aussi petite que l’on 
veut lorsque r diminue. D'autre part, comme on le voit du premier 
membre de (4), cette différence est indépendante de r. Donc, la diffé- 
rence considérée est nulle et la formule de Cauchy est démontrée. 

En particulier, si la courbe C est la circonférence | £ — z| = R, 
posant 6 — z — Reï®, nous obtenons alors de la formule de Cauchy 
que 


2n 
FO = 7% | f(&+Reïv) dy. (5) 
0 


Cette dernière formule exprime ce qu’il est convenu d’appeler le 
‘théorème de la moyenne pour les fonctions analytiques : 

Théorème. Si une fonction f (z) est continue sur un cercle 
fermé et analytique dans ce cercle, alors sa valeur au centre du cercle 
est égale à la moyenne arithmétique de ses valeurs sur la circonférence. 

15. Principe du maximum et lemme de Schwarz. Démontrons 
d’abord un lemme simple. 

Lemme. Si dans un domaine D : 1) la partie réelle d'une fonc- 
tion analytique f (z) est constante ou 2) son module est constant, alors 
cette fonction est constante. 

D'après la condition 1), notre proposition découle directement 

Ou du 


des équations de Cauchy-Riemann : Be = 6 = 0 par conséquent, 


, NS # . . Ôv ôv 
d’après ces équations on a aussi PP 
et par suite la fonction f (z), est constante dans le domaine D. 

Passons à la démonstration du lemme si l’on suppose que la con- 
dition 2) a lieu. Soit If) 1= M, où M est une constante; pour 
M = 0, le lemme est évident. Si M - 0, nous considérons alors la 
fonction In f (z) — In | f (z) | + à arg f (z) qui, dans ce cas, est ana- 
lytique. Sa partie réelle est constante (-— In M); par conséquent, 
d après ce qui a été démontré, la fonction In j (z) est constante et par 
Suite j (z) aussi. Le lemme est démontré. 


= 0. On en conclut que v, 
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Démontrons maintenant le principe du module maximum pour 
les fonctions analytiques. 

Théorème. Si une fonction f (z) non identiquement constante 
est analytique dans un domaine D et continue sur D, son module ne peut 
alors atteindre sa plus grande valeur en un point intérieur du domaine D. 

En vertu des propriétés des fonctions continues (cf. n° 5), | f (z) | 
atteint son maximum M à l’intérieur ou sur la frontière de D (fig. 24). 
Supposons que |f(z) | atteint sa plus 
grande valeur M à l'intérieur de D et 
désignons par & l’ensemble de tous les 
points de D pour lesquels | f (z) | = M. Si 
€ — D, alors partout dans D nous avons 
|f(2)1 = M, c'est-à-dire | f (z) | est cons- 
tant. D'où, d’après le lemme, il découle 
que f (z) est aussi constante dans D, ce 
qui est en contradiction avec les con- 
ditions du théorème. 

Si & ne coïncide pas avec D, il existe 
alors un point frontière (*)z, de cet ensem- 
ble qui est un point intérieur de D. En 
vertu de la continuité de f (z) nous avons 
[f(20)| = M, puisqu'il y a des points de 6 dans un voisinage quelcon- 
que de %. Construisons une circonférence C: | z — z9| =r, apparte- 
nant au domaine D, de manière qu'elle contienne au moins un point 
Z, n’appartenant pas à l’ensemble & (ceci est toujours possible car 2 
est un point frontière de 8). Alors | f (z1) [<< M et pour tout e > 0 
suffisamment petit, vu la continuité de f (z)}, on peut toujours 
trouver une portion C: de la circonférence C contenant le point 2; 
sur laquelle on a 


If(I<M —e. (D) 


Désignons par C2 l’autre portion de la circonférence; il est clair 
que l’on a sur elle 


lfOI<M. (2) 
Nous avons d’après le théorème de la moyenne: 
27 
ax tod-s{lioé+ (rod,  (@ 
0 Ci Ca 
où ds — r dp est l’élément de la circonférence C, 


(*) Les points frontières et intérieurs d’un ensemble sont définis de la même 
manière que pour un domaine (cf. n° 3). 
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En prenant les modules dans la relation (3) et d’après les iné- 
galités (4) et (2) nous obtenons: 
: l 
M =} (20) 15 {M —e) 44 ME} = M —e 


1 

2nr : 
où L et /, sont respectivement les longueurs de C4 et C2 (li + Lo = 
— 2nr). Mais cette dernière inégalité est impossible. Ce qui achève 
la démonstration du principe du maximum. 

Remarque. Si une fonction f (z) non constante est analytique 
dans D, continue sur D et, de plus, ne s'annule pas, alors le minimum 
de | f (2) | ne peut être atteint à l’intérieur de D. Pour le démontrer, 


il suffit d'appliquer le principe du maximum à la fonction g (z) — rar 


La proposition suivante, qui nous sera utile ultérieurement, dé- 
coule du principe du maximum. 

Lemme (H. Schwarz). Si une fonction f (z) est analytique dans 
le cercle | z | << 1, continue sur le cercle fermé, avec f (0) = 0, et si 
partout dans le cercle | f (z) | < 1, alors dans ce même cercle 


lfGI<IzT. (4) 

De plus, si au moins en un point intérieur du cercle | f (z) | = |z |, 
alors cette dernière égalité a lieu partout dans le cercle et 

f (2) = éfez, (9) 


où « est une.constante réelle. 
Pour démontrer ce lemme considérons la fonction 


He) 20: pour zZ0, 


Uf'(0)}, pour z—0. 


Il découle des conditions du lemme que la fonction  (z) est analy- 
tique dans la couronne 0 << | z | < { et continue sur le cercle fermé 
13 | 1 (la continuité au point z — 0 découle de ce que lim  (z) — 
2—0 
= lim 29-70 — f" (0)). Nous démontrerons au n° 22 que l’analy- 
2z—0 dE 
ticité de g (z) au point z — 0 découle de ce qui vient d’être dit; 


à 


ainsi, on peut appliquer à œ (z) le principe du module maximum. 
<1, 


d'après ce principe, partout dans le cercle | @ (2) | & 1, c’est-à- 
dire |f(z) [<< 121. La première partie du lemme est démontrée. 


Puisque sur la circonférence |z | — 1, nous avons [p (z)| = 22 


Si l'on a | f (20) | — | | en un point intérieur quelconque, alors 
en Ce point | p (20) | — 1, donc, d’après le principe du maximum, 
lp(z) 1 = 1 pour tous les points du cercle et, d’après le lemme du 


début de ce numéro, œ (z) est constante. Puisque | p (z) | = 1, cette 
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constante peut être mise sous la forme ei“, où & est un nombre réel, 
donc f (z) — eïtz. Le lemme de Schwarz est démontré. 

La signification géométrique du lemme de Schwarz est la suivante : 
pour toute transformation du cercle unité sur un domaine À, intérieur 
au cercle unité, à l’aide d’une fonction analytique w = f (2), f (0) — 
= (0, l’image d’un point quelconque z se trouve plus près de l’origine 
des coordonnées que le point z lui-même (fig. 25); si l’image d’au 
moins un point z se trouve à la même distance que ce point, alors À 
coïncide avec Le cercle unité 
et la transformation se ré- 
duit à une rotation. 

16. Convergence unifor- 
me. Ce numéro est d’un 
caractère auxiliaire. Nous y 
considérerons des questions, 
importantes pour la suite, 
se rapportant à la conver- 
gence uniforme des suites et 
séries de fonctions analyti- 
ques. 

FIG. 25 On dit qu’une suite de 

fonctions ÿf1 (2), fo (z), . .. 

converge uniformément vers une fonction f (z) dans un domaine D (ou 

sur une courbe C}) si pour tout & > 0 il existe un nombre #9 ne 

dépendant que de &, tel que pour # > ro, pour tous les z de D (ou 
sur C}), on a l'inégalité 


ln) —fGI<e. (1) 


Démontrons deux théorèmes analogues aux théorèmes correspondants 
de l’analyse. 

Théorème 1. La limite f (z) d'une suite de fonctions conti- 
nues fi (2), fa (2), . .., fn (z), . . . uniformément convergente dans un 
domaine D (ou sur une courbe C\) est une fonction continue. 

Donnons-nous un nombre € > 0 et désignons par zo un point 
quelconque du domaine D (ou de C). En vertu de la convergence uni- 
forme, il existe un numéro nr tel que pour tous les z de D (ou sur C), 
on a 


G)— fn (@1<+. (2) 
D'après la continuité de f, (z) au point zo, il existe un nombre 
ô = 0 tel que pour tous les z de D (ou sur C} vérifiant l'inégalité 


Î|z— 2 |<<Ô on a 


À fn (2) — fn (o)| << (3) 
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Pour ces z et pour le n choisi, il découle des inégalités (2) et (3): 
(2) — (20) | IF (2) — fn (2) 1 +1 fr (2) — 
— fn (20) | +] fn (20) — f (20) | K ++ ste, 


ce qui signifie que 7 (z) est continue. 
Théorème 2. Si une suite de fonctions continues fi (z), f2 (2), ... 


.« /n (Z), - -. converge uniformément vers f (z) sur une courbe C, 
alors on a la relation limite 


lim | fn (2) d= | lim fn (2) dz. (4) 
N—>00 C C N—00 

Donnons-nous un nombre & > 0. En vertu de la convergence 
uniforme, il existe un n#0 tel que pour tous les nr > ñn, et pour tous 
leszdeCona 


fn (IT 
où Z est la longueur de C. Pour ces n 


roa-[roa)- jure) — jh ()} dl < Ste, 


ce qui signifie que la relation . est vraie. 

Le théorème qui vient d’être démontré donne la possibilité de 
passer à la limite sous le signe d'intégration dans le cas d’une suite 
de fonctions uniformément convergente. 

La notion d’une suite de fonctions uniformément convergente est 
intimement liée à la notion de série uniformément convergente. Une 


C0 


série de fonctions 2 fn (2) est dite uniformément convergente dans un 
domaine D (ou sur die courbe C) si la suite de ses sommes partielles 
So (2) — fo (2), 1 (2) = fo (2) + 1 (2), ., Sn (2) = fo (2) + 

+ () + ee +Hfn(z), ... 


converge uniformément dans ce domaine (ou sur cette courbe). 

On démontre, de la même manière qu’en analyse, un critère suffi- 
sant de convergence uniforme des séries de fonctions, commode pour 
les applications. 


Lee) 
Théorème 3 Si une série de fonctions D f, (z) est majorée 
n—0 


Le,° 
A Z + JA, a] à . 
dans un domaine D par une série numérique D) a, convergente, c'est-à-di- 
n=0 
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re si pour tout point z de D 
If (Ia  (m—=0,1,2,...), (9) 


alors la série de fonctions donnée converge uniformément dans D. 

En effet, d’après un théorème connu de comparaison, la série 
donnée converge en tout point z de D. Désignons par s (z) sa somme. 
Pour tout n, le reste r, (z) — s (z) — s, (z) de cette série, en vertu de 
la relation (5), satisfait à l’inégalité 
Fra CG) 1 nes (2) | + lfnes (9) | + 0 an + antat 

(6) 

À droite dans (6) figure le reste r, d’une série numérique conver- 
gente, qui tend vers zéro pour ñ — oo. Par conséquent, pour tout 
e >> Ô on peut trouver un numéro n,, ne dépendant que de &, à par- 
tir duquel r, << € et alors, d’après (6) et pour tout z de Detn > m, 
on a l'inégalité 

FS(z) — sn (2) | <e. 

Ceci signifie que la série donnée converge uniformément. 

11 découle des théorèmes { et 2 que la somme d’une série de fonc- 
tions continues uniformément convergente est continue et qu’une 


telle série peut être intégrée terme à terme, c’est-à-dire que l’on a la 
relation limite 


D Vfn Ga [5 (de. (7) 
n=0 € C n=0 


La question de la possibilité de dériver terme à terme une série 
de fonctions sera considérée au n° 19 (théorème de Weierstrass). 

Considérons maintenant une famille de fonctions f (z, «) dépen- 
dant d’un paramètre & (réel ou complexe). On dit que f (z, &) tend, 
lorsque à —> @&, vers la fonction f (z) uniformément par rapport à z 
dans un domaine D (ou sur une courbe C) si pour tout e > 0 il existe 
un Ô — ô (e) tel que pour |œ@ — «4 | << 8 et pour tous les z de D 
(ou sur C) on a l'inégalité 


If(& à) —f(1<e. (8) 


De même que pour les suites on peut démontrer que la limite 
d'une famille de fonctions continues uniformément convergente est 
une fonction continue et que pour de telles familles on a la relation 
limite 

lim Î6, a) di= | lim f(z, à) dz. (9) 


Le 2° À aa 
û C C 0 


Dans la suite nous aurons à considérer des intégrales, dites 
intégrales impropres, prises le long de courbes infinies. En outre, nous 
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ne considérerons que des courbes € dont les portions appartenant 
à un cercle arbitraire seront une fois continüment différentiables 
par morceau. Les fonctions f (z) données sur C seront continues par 
morceau et bornées. 

Définissons maintenant l'intégrale d’une fonction f (z) prise le 
long d’une courbe infinie C. Supposons d’abord que € ne soit pas 
bornée d’un côté et soit a son extrémité qui se trouve à distance finie. 
Nous désignons alors par C} la portion de € d'extrémité a et de lon- 
gueur L. Posons par définition 


[10 dz= lim À f(z)@, (10) 
n 100 CA 


et si cette limite existe, nous dirons que l'intégrale (impropre) (10) 
converge. Si C n’est pas bornée dans les deux sens, nous définissons 
alors l'intégrale comme la somme des intégrales prises le long des 
deux portions de C d’extrémité commune a, point arbitraire. 

Soit f (z, Ë) une fonction définie pour tous les z d’un domaine D 
et pour tous les Ë d'une courbe C. Nous dirons que l'intégrale 


F()= [y D dt 
ici 


converge uniformément dans le domaine D si pour tout & > 0 il existe 
un nombre 4 tel que pour tous les z de D et pour { arbitraire, avec 
1> L,ona 


[fre 0 a (rt Datl<e (11) 
C 


Ci 


{nous supposons que C n’est infinie que d’un côté; on étend au cas 
général de la même manière que précédemment). 

Théorème 4. Siune fonction f (z, €) est analytique en z pour 
tous les Ë fixes sur une courbe C et continue par morceau en Ë pour tous 
les z dans un domaine simplement connexe D avec les points de disconti- 
nuité ne dépendant pas de z et si l'intégrale 


F(a= | f(e, D dt (12) 
8 


converge uniformément dansle domaine D, elle est alors une fonction 
analytique dans ce domaine (*). 

. Pour démontrer ce théorème nous aurons recours à un théorème 
réciproque du théorème de Cauchy, d’après lequel la fonction F (2) 
est analytique dans un domaine simplement connexe D si elle est 


——__ 


(#) Comparer avec le théorème 1 du n° 19. 
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continue dans ce domaine et si son intégrale prise le long de toute 
courbe fermée, appartenant à ce domaine, est nulle (la démonstration 
de ce théorème sera donnée au n° 17). 

Les conditions du théorème à démontrer permettent d’établir la 
continuité de la fonction F (z) de façon ordinaire (comme le théo- 
rème 2 ou la relation (9)). Il nous reste à démontrer que l'intégrale de 
F (z) prise le long d’un contour fermé F arbitraire, appartenant à 
un domaine D, est nulle. On a 


| F(:)d=— | {| {(, ©) dr} dz. (13) 


Fr Tr C 


En vertu de la convergence uniforme de l’intégrale (12) et d’après 
un théorème connu d’analyse (*) on peut intervertir l’ordre d’inté- 
gration dans le second membre et on a 


[rod {{re D di} de =0; 
T r 


€ 


puisque l'intégrale entre accolades est nulle d’après le théorème de 
Cauchy. Le théorème 4 est démontré. 

Remarquons que dans le cas d’une courbe bornée C des supposi- 
tions supplémentaires sur la convergence de l'intégrale (12) ne sont pas 
nécessaires pour l’analyticité de la fonction F (z). Ceci découle de la 
possibilité d’intervertir l’ordre d'intégration dans la relation (13) 
sans avoir besoin d’hypothèse supplémentaire. 

17. Dérivées d'ordres supérieurs. Par définition, une fonction 
analytique est une fonction d’une variable complexe possédant une 
dérivée en chaque point d’un domaine D (cf. n° 5). Montrons qu'il 
découle immédiatement de l’analyticité d’une fonction l'existence 
et l’analyticité des dérivées de tous les ordres. 

Théorème 1. (A. Cauchy, 1842). Si une fonction f (z) est ana- 
lytique dans un domaine D et continue sur D, elle possède alors en chaque 
point de D des dérivées de tous les ordres, de plus la dérivée d'ordre n est 
donnée par la formule 


l 
C 


où C est la frontière du domaine D. 
Soit z un point intérieur quelconque du domaine D. D'après la 
définition de la dérivée et la formule de Cauchy du n° 14 que nous 


(*) Cf. Fikhtengoltz, t. II, p. 733 ; il s’agit là-bas des intégrales définies 
réelles, mais après avoir introduit un paramètre et séparé les parties réelles et 
imaginaires, les intégrales (13) se ramènent à de telles intégrales. 
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appliquons aux points z et z + *, nous avons: 


HO _. rx rx 


1 Je 27 
ci PE a = pr a CDs À: 


tend unifor- 


Mais pour k — 0, il est clair que la fonction 


E—z—h 
> 1 < L 
mément vers = pour tous les Ë appartenant à C et, par conséquent, 


d’après le théorème 2 du n° 16 (dans le cas d’une famille de fonctions 
dépendant du paramètre h) la ie existe. On a de plus 


HE j Sr à. (2) 


Pour n = 1, le théorème est démontré. S’il est vrai pour nr — 1, 
il l’est également pour #, ce qui démontre le théorème dans le cas 
général. 

Remarque 1. Comme on le voit de la démonstration,fle 
théorème peut encore être énoncé comme suit: si une fonction @ (6) 
est continue sur la frontière C d’un domaine D, alors la fonction 


10 | &, G) 
€ 


ani 


représentée par la formule de Cauchy, est analytique dans ce domaine. 

Remarque 2. La formule (1) pour les dérivées s’obtient en 
dérivant la formule de Cauchy formellement par rapport à z; le 
théorème qui vient d’être démontré confirme que cette dérivation est 
légitime. 

Les importantes inégalités de Cauchy découlent de la formule (1). 
Notons M le maximum du module d’une fonction f (z) dans un domai- 
ne D, R la distance du point z à la frontière de D et L la longueur de 
cette frontière. Nous avons de (1): 


! 1) n |MI 
NOIRS lee <a (4) 
È 
Si en particulier f (z) est analytique dans un cercle [2 — 20 | 
< R, alors, en prenant pour D ce cercle, nous avons 
JA (m0), n—0,1,2, (5) 


Ce sont les inégalités de Cauchy que nous voulions démontrer. 
: Nous utiliserons les résultats obtenus pour démontrer deux théo- 
rèmes importants de la théorie des fonctions analytiques. 
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Théorème 2 (A4. Cauchy, J. Liouville) (*). Si une fonction 
f (2) est analytique et bornée dans le plan entier, elle est alors constante. 

Supposons que partout | f (z) | < M. Pour tout point z du plan 
et pour tout À, l'inégalité (5) pour r — 1 donne 


FOIS: 


Vu que le premier membre est indépendant de À et que le second mem- 
bre, pour À croissant, est aussi petit que l’on veut, on a | f” (z)| — 0. 
Ainsi f’ (z) = 0 dans tout le plan. On en conclut d’après le théorè- 
me 4 du n° 12 que 


F@—F(&)= | f (@d=0, 


c'est-à-dire que la fonction j (z) est constante. Le théorème est dé- 
montré. 


Remarque. Le théorème 2 se généralise de la manière suivante. 

Si une fonction f (2) est analytique dans tout le plan et si son module ne 
croît pas plus rapidement que M |z |", c'est-à-dire | f () | M |zf", où n 
est un entier et M une constante, alors cette fonction est un polynôme de degré 
non supérieur à n (**). 

La démonstration est analogue à la démonstration précédente: soit z 
un point arbitraire du plan. Pour chaque z appartenant au cercle | z — z0 | < AR 
nous avons |z|< |2z0| + À. Puisque |f(DI<MIz/Mr< M (21 + AR}, 
l'inégalité (5) donne: 


| fR+D (20) | < MO EERE 441 ! 


et en passant à la limite, lorsque À —+ o, on obtient f(n #1 (75) = 0. Or, comme 
z, est un point arbitraire du plan, on a donc f(n+#b (z) = 0, d'où par la même 
méthode que précédemment, on déduit le résultat que nous cherchions. 


Le théorème suivant est la réciproque du théorème de Cauchy du 
n° 12. 

Théorème 3. [H. Morera, (1886)]. Si une fonction f (z) 
est continue dans un domaine simplement connexe D et si l'intégrale 


Î Ï (z) dz le long de tout contour fermé appartenant à D est nulle, alors 
Û 
la fonction f (z) est analytique dans ce domaine. 
Il découle des conditions du théorème que dans le domaine D 
Z 
l'intégrale js (z) dz ne dépend pas du chemin d'intégration, c'est-à- 
20 
(*) Le théorème a été démontré pour la première fois par Cauchy (1844) 


mais il a été surtout utilisé dans les travaux de Liouville (1809-1882.) 
(**) Pour nr — 0, nous retrouvons, en particulier, le théorème 2. 
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dire que pour Z fixe elle définit une fonction de z 
Z 
F(:)= Î f (2) &. 
Zz0 


Répétant mot à mot la démonstration du théorème 2 du n° 12 
nous voyons que cette fonction possède une dérivée F” (z) = f (2), 
c'est-à-dire qu'elle est analytique (dans le théorème cité nous n’uti- 
lisons que la continuité de f (z) et l'indépendance de l'intégrale du 
chemin d'intégration). Mais alors, en vertu du théorème 1 du n° 17, 
f (z), en tant que la dérivée d’une fonction analytique, est à son tour 
une fonction analytique. Le théorème de Morera est démontré. 


$ 5. REPRÉSENTATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES 
PAR DES SÉRIES 


Nous considérons dans ce paragraphe le problème de la représen- 
tation des fonctions analytiques à l’aide de séries entières et de 
leur généralisation, les séries suivant les puissances positives et 
négatives de z — a. Le développement des fonctions en séries pré- 
sente non seulement un intérêt théorique mais aussi pratique. 
Indiquons par exemple qu’à l’aide des séries on peut calculer 
approximativement la valeur des fonctions, que dans de nombreux 
problèmes pratiques (résolution des équations différentielles et 
autres) la solution est donnée sous forme de séries, ete. 

Ici nous nous limitons aux fondements théoriques des développe- 
ments des fonctions en séries ; la plupart d’entre eux jouent un rôle 
très important dans l’exposé ultérieur (cf. en particulier le chapitre 
V et les suivants). Notamment nous établissons l’équivalence entre 
les notions de fonction analytique (au sens du $ 2) en tant que fonc- 
tion dérivable en chaque point du domaine de définition et en tant 
que fonction qui peut être représentée au voisinage de chaque point 
par la somme d’une série entière (cf. le théorème de Taylor du n° 18 
et le théorème 3 du n° 19); ceci donne une conception de plus dans 
l'élaboration de la théorie des fonctions analytiques. Nous généra- 
lisons au n° 25 la notion d'analyticité en l’étendant aux fonctions 
multiformes. 

18. Séries de Taylor. Nous commençons par la généralisation de 
la formule de Taylor connue d’analyse aux fonctions d’une variable 
complexe et nous démontrons que chaque fonction analytique en un 
point peut être représentée au voisinage de ce point par la somme 
d’une série entière. 

Nous utilisons la formule donnant la somme des termes d’une 
gti 


= 1+at+a +... +, en 


Progression géométrique 


5—0149 
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l'écrivant sous la forme 


1 — 2 Lan 
a Lido 


(1) 


(la formule est vraie aussi pour les g complexes). Fixons un point 
a du domaine d’analyticité D de la fonction f (z) et, ayant recours à la 
formule (1), écrivons 


— D e— er (+ (2) ++ 
b—a 


Het) d 
C—a 


Multiplions maintenant les deux membres de cette égalité par 


=! (Ë) et intégrons par rapport à 6 le long d’un contour fermé C 


appartenant à D et contenant les points z et a. D'après la formule de 
Cauchy (n° 14) et les formules donnant les dérivées d’ordres supé- 
rieurs (n° 17) nous obtenons la formule classique de Taylor (*) 


’ (a (n a 
1@= (a+ LE Ga). + O6 a+ R, (2 


n! 


où le reste est de la forme 


LG ayti 1© 
RE | Can dE (3) 


Une question se pose: dans quelles conditions À, — 0 lorsque 
n— oo ou, ce qui revient au même, dans quelles conditions la fonc- 
tion f (z) peut être représentée par sa série de Taylor de centre au 
point a, c’est-à-dire 


j@= > PO (6 op. (4) 


n=0 


La réponse à cette question est donnée par le théorème suivant : 

Théorème (A. Cauchy, 1831). Une fonction f (z) peut être 
représentée par sa série de Taylor (4) dans tout cercle ouvert de centre au 
point a dans lequel elle est analytique. Dans tout domaine fermé appar- 
tenant à ce cercle la série de Taylor converge uniformément. 

Désignons par R le rayon du cercle d’analyticité de la fonction 
f (z) (de centre au point a) et considérons un nombre arbitraire AR, 


(*) Pour la première fois on a rencontré des développements de cette forme 
(pour les z réels) dans les travaux de Brook Taylor (1685-1731) remontant à 1715 
mais leurs applications systématiques datent de 1742 et sont dues à Colin 
Maclaurin (1698-1746). 
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O0<R'< R, et le cercle [z—a|<kR', où 0< k <'1 est un 
nombre positif quelconque. Soient z un point arbitraire de ce cercle 


et C la circonférence | £ — a | — À". Nous avons [z — a | k&R', 
[G—al— R’. Par conséquent, 
[é—z1>l16—-al—-/z—-al2>R"—-8%R =(1—K4)R", 


et la formule (3) donne 


(ati F ©) 
Re Ï D Cam |< 
kntiR'n+l M2nR' E MEnti 
SU O2R (RH RME IE ? 


où M est le maximum du module de f(z) dans le cercle |z— a| R' 
(la fonction f(z) étant analytique dans ce cercle, elle y est, par 
conséquent, bornée). Puisque £ << 1, on voit que À, — 0 lorsque 
n — ©, en outre l'estimation de À, est indépendante de z. Ainsi, 
dans tout cercle | z — a | << kR”, avec 0  k << 1, la série de Taylor 
converge uniformément. 

Un domaine fermé arbitraire appartenant au cercle d’analyticité 
de f (z) peut être plongé dans un cercle de la forme |z—a|<kR, 
où 0<k<1,0<R'<R, et, par conséquent, dans ce domaine 
la série converge uniformément. Le théorème est démontré. 

Ainsi, toute fonction analytique dans un cercle peut y être re- 
présentée par une série entière. On se demande si, inversement, la 
somme d’une série entière convergente quelconque est une fonction 
analytique. Pour répondre à cette question il faut considérer d’abord 
certaines propriétés des séries entières. C’est ce que nous allons faire 


dans le numéro suivant. Donnons maintenant le développement tay- 
lorien de certaines fonctions élémentaires : 


2 z2 3 
=Â+irts ++...) 


sinz=z— +... cosz1— +. Ÿ (5) 
shz—:+ #45 ee, hat ++. | 
(convergent pour z quelconque), 
A+a=r RE +... ; 
(+= 1+art 209 34 UDC D 54 (+) F 


(*) Dans cette formule a est un nombre complexe quelconque ; dans le cas 


particulier de a — n naturel, la série s’arrête au n-ième terme et, par conséquent, 
converge dans tout le plan. 


5% 
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(convergent pour | z|<< 1; les deux derniers développements sont 
écrits pour les branches uniformes qui sont respectivement égales 
à O0 et à 1 pour z — 0). Les procédés d'obtention de ces dévelop- 
pements sont identiques à ceux donnés en analyse, et pour cette 
raison nous ne nous y arrêterons pas. 

49. Séries entières. Commençons par donner deux théorèmes 
généraux concernant la convergence uniforme des séries de fonctions 
analytiques ; pour la première fois ces théorèmes ont été démontrés 
par Karl Weierstrass en 1859. Le premier établit qu’un passage uni- 
forme à la limite conserve la propriété d’analyticité: 

Théorème 1. Si une série 


23 În (2) (0) 


de fonctions analytiques dans un domaine simplement connexe D con- 
verge uniformément dans ce domaine, alors sa somme est une fonction 
analytique dans D. 

En effet, d’après le n° 16, la somme s (z) de la série (1) est continue 
dans D. Soit C un contour fermé arbitraire appartenant à D ; en vertu 
de la convergence uniforme, la série (1) peut être intégrée terme à ter- 
me le long de C et nous avons 


co 


fso&-y À in () ds 0, 
C 


€ n—0 


puisque, d’après le théorème de Cauchy du n° 12, l'intégrale des 
fonctions analytiques f, (z) le long des contours fermés appartenant 
à un domaine simplement connexe est nulle. Nous pouvons mainte- 
nant, à l’aide du théorème de Morera (n° 17), affirmer que la fonction 
s (z) est analytique dans le domaine D. Le théorème est démontré. 

Le deuxième théorème établit que, pour les fonctions analytiques, 
le problème de la possibilité de la dérivation terme à terme des séries 
se résout plus simplement qu’en analyse: 

Théorème 2. Toute série (1) de fonctions analytiques dans un 
domaine D et continues sur D, uniformément convergente sur D, peut 
être dérivée terme à terme un nombre de fois arbitraire dans D. 

Soient & un point arbitraire de la frontière C du domaine D et 
z un point intérieur à ce domaine. Puisque la différence & — z, pour z 
fixe, est bornée inférieurement en module par un nombre positif, la 

Lee) 


série y D où # est un nombre entier arbitraire, converge uni- 


formément par rapport à & sur C. Par conséquent, on peut l'intégrer 
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terme à terme le long de € et, par suite, la série 
GO El ( fn @) D 0 
D mr [ge = 3 #00) (2) 
n= 


n=0 
converge (pour chaque terme de la série nous utilisons la formule de 
Cauchy pour les dérivées du n° 17). Il reste à démontrer que la somme 
de la série (2) est la dérivée d'ordre 4 de la somme s (2) de la série (1). 
Mais en vertu de la convergence uniforme, le premier membre de la 
formule (2) peut être écrit sous la forme 


e. Dit _ &@ 
: n=0 : s (z 
Bar ae = | gr € 0 0 


(nous utilisons de nouveau la formule de Cauchy), ce qu’il fallait 
démontrer. 

Remarque 1. Pour établir qu'une série de fonctions analy- 
tiques converge uniformément sur un domaine fermé D, il suffit 
d’exiger sa convergence uniforme sur la frontière de ce domaine. Ceci 
découle directement du principe du maximum du n° 15, d'après 
lequel 

MAX | fn+1 (2) + fn+2 (2) + .. = max | fre ©) + fre (©) she |; 
(D) 


Remar Lie e 2. Un exemple simple montre que l’on ne peut établir 
la convergence de la série de dérivées dans le théorème 2 que dans le domaine D 
œ 


"A . . #_ zn 0 #. 
est non sur D. En effet, il est clair que la série y 7 converge uniformément 


n=1 
dans le cercle fermé | z | & 1, car elle est majorée par la série numérique con- 
[ee] [ee] 


zn-1l 


1 , s 
vergente D . Néanmoins la série dérivée > (convergente d’après le 


n 
F4 LS n=1 n=1 OR 
théorème 2 pour | z | < 1) diverge au point z — 1 de la frontière de ce cercle. 


Dans la suite, les séries entières joueront un rôle fondamental. 
Le caractère de leur convergence est donné par le théorème suivant: 
Théorème 3 (N. Abel 1826)(*). Si une série entière 


O0 


à Cn (z — a)" converge au point 20, elle converge alors en tout point z 
n= 


plus près du centre a que 20, de plus dans tout cercle | z—a| <kz0— a|, 
où O0 << k< 1, la série converge uniformément. 

Supposons que z soit un point arbitraire de ce dernier cercle et 
mettons le n-ième terme de la série sous la forme 
Cn (z2— a)" = Cn (2 — a)" (=). 


Z0 — € 


C*) Niels Henrik Abel (1802-1829). 
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En vertu de la convergence de la série au point 5, son terme général 
tend vers zéro et, par conséquent, est borné en ce point, c’est-à-dire 
|Cn (Co — a) | LM pour tous les n. En outre, par hypothèse 


—— <k; par conséquent pour tous les nr 

ln —a | Mk, 0O<k<i. (3) 
D'où la convergence uniforme de la série dans le cercle [z—a|< 
< k | Zo — à |. Puisque le nombre # peut être pris aussi voisin que 
l’on veut de l'unité, la convergence uniforme en tout point du cercle 


1[z— a |<]|2z — a | est démontrée. La démonstration du théorème 
d’Abel est donc terminée. 


I1 découle du théorème d'Abel que le domaine de convergence 


Co 
d’une série entière Ÿ) c, (2 — a)" est un cercle ouvert de centre au 
n= 
point a (qui peut aussi dégénérer en un point ou coïincider avec le 
plan entier) auquel on peut éventuellement ajouter certains points 
de la frontière du cercle. Le rayon de ce cercle est appelé rayon de 
convergence de la série entière. 


Etablissons la formule qui donne le rayon de convergence R: 


+= Tel, (G) 


nn — 00 


où lim est le symbole de la limite supérieure (*). Cette formule a été trouvée par 
A. Cauchy en 1821 et elle a été'utilisée d’une manière systématique par J. Ha- 
damard. Elle est appelée formule de Cauchy-Hadamard. 

Pour l'établir il faut montrer que pour z arbitraire mais tel que | z — a | & 
<kR, 0O<k<A, la série entière converge et pour z arbitraire vérifiant 
1|z— a] elle diverge. En vertu de la définition de la limite supérieure, 
pour tout € > 0, il existe un n0 tel que pour nr > ns, nous avons 


1 
Ÿ |€n | <FTE 
Choisissons £ > 0 de manière que 
1 1 
RTS p k+1’ 
2 
alors pour n > n0 et [z—a|<kAR nous avons: 
Len eat (Er) 
€ Z— a _——— = | — : 
Fi An ( ET x k+1 


Or = << 1, alors, d’après le théorème connu de comparaison, la série dont 


les termes sont les premiers membres converge. 


(*) Cf. Fikhtengoltz, t. I, p. 107. 


$ 5. REPRÉSENTATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES PAR DES SÉRIES 71 


D'après la définition de la limite supérieure, pour tout € => 0, il existe 
n i 
une suite infinie n — ny telle que VIcn,.| > —e, c'est-à-dire 


Lenx G—a)#|> { (—c) s—al}"#. 


Mais pour |z —a|>>R, on peut toujours choisir & de manière que l’on ait 
(5°) 1z—a|>>1, alors, pour notre suite n — nr}, correspondant à €, 


le terme En, (z — a)"k croît indéfiniment et, par conséquent, la série entière 
diverge (son terme général ne tend pas vers zéro). 


Les théorèmes de Weierstrass et d’Abel donnent une réponse 
affirmative à la question posée au n° 18. 

Théorème 4. La somme de toute série entière dans son cercle 
de convergence est une fonction analytique. 

En effet, soit |z — a | << R le cercle de convergence de notre 
série entière. Dans tout cercle |z—a|<kR, où 0<k<1i, 
d’après le théorème d’Abel, la convergence est uniforme, et comme 
les termes c, (z — a) de la série sont des fonctions analytiques, 
d’après Le théorème de Weierstrass, sa somme est une fonction analy- 
tique dans ce cercle. Mais comme tout point intérieur z du cercle de 
convergence peut être plongé dans un certain cercle | z — a | <&R, 
où 0<k< 1, l’analyticité de la somme de la série dans tout le 
cercle de convergence est démontrée. 

Démontrons enfin que le théorème suivant est vrai. 

Théorème 5. l'oute série entière est la série de Taylor de sa 
somme. 

En effet, supposons que 


f()= Y cn(z—a)" (5) 


dans un cercle. 

Faisant z = a, il vient f (a) — co. Dérivant terme à terme la 
série (5), puis y faisant z — à, il vient f’ (a) = «1. Dérivant successi- 
vement la série (95), puis y faisant z — a, nous trouvons: 

f(a) = 20», f" (a) — 3les, ..., f® (a) = nle,. 
Ainsi 
. fo (a) 
=, (6) 
et la série (5) est réellement la série de Taylor de la fonction f (z). 

Le théorème (5) est appelé théorème d'unicité du développement 

en série de Taylor, car il en découle que le développement d'une fonc- 


tion analytique f (z) en série entière, trouvé par un procédé quelcon- 
que, est Le développement taylorien de cette fonction. 


Cn 
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On peut en outre conclure à l’aide de ce théorème et du théorème 
du n° 18 que le rayon de convergence d’une série entière (5) coïncide 
avec la distance du centre a au point le plus proche en lequel la somme 
f (2) de cette série n’est plus analytique. Par exemple le rayon de con- 
vergence des séries (6) du n° 18 est égal à l’unité, car au point z = —1 
leurs sommes ne sont plus analytiques (dans la seconde série nous 
considérons évidemment a non entier). 

20. Théorème d’unicité. Nous avons vu au numéro 14 qu'une 
fonction analytique est entièrement définie par ses valeurs sur la 
frontière de son domaine d’analyticité. Ici, comme complément de ce 
que nous venons d’énoncer, nous allons établir qu’une fonction ana- 
lytique est entièrement définie par ses valeurs sur une suite de points 
arbitraires convergeant vers un point intérieur du domaine d’analy- 
ticité. 

Commençons par un théorème relatif aux zéros des fonctions ana- 
lytiques. On appelle zéro d'une fonction f (z) tout point z — a en le- 
quel  (z) prend la valeur nulle: f (a) — 0. Si une fonction analytique 
n’est pas identiquement nulle dans un voisinage de son zéro a, 
alors tous les coefficients de sa série de Taylor de centre « ne peuvent 
être nuls (sinon la somme de la série serait identiquement nulle). 
Le plus petit numéro du coefficient non nul dans ce développement 
est appelé ordre du zéro a. Ainsi, au voisinage d’un zéro d’ordre n, 
le développement taylorien d’une fonction est de la forme 


FC) — cn (a — 0) + enpi(z — a +... (1) 


où Cx ÆZOetn > 1. 

Evidemment l’ordre d'un zéro a peut aussi être défini comme le 
plus petit ordre de la dérivée f(") (a) non nulle. 

Il est clair aussi que la fonction analytique f (z) admet dans un 
voisinage d’un zéro d'ordre n la représentation suivante 


Ï(2) = (z — a) (2), (2) 
où la fonction 
PH = +oH(—-a)+...; pa) = 0 (3) 


est analytique dans un voisinage du point a (puisqu'elle est repré- 
sentée par une série entière convergente). 

En vertu de la continuité de œ (z), cette fonction est différente de 
zéro partout dans un certain voisinage du point a. D'où il découle 
le théorème suivant : 

Théorème 1. Soit f (z) une fonction analytique dans un voisi- 
nage d'un zéro a et non identiquement nulle dans aucun de ses voisina- 
ges. Il existe alors un voisinage du point a dans lequel f (z) n'a pas de 
zéros autres que a. 
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Le théorème d’unicité de la théorie des fonctions analytiques, 
dont il a été question au début de ce numéro, découle du théorème 
que l’on vient de démontrer. 

Théorème 2. Si des fonctions fi (z) et f: (z) sont analytiques 
dans un domaine D et si leurs valeurs coïncident sur une suite de points 
an convergeant vers a, un point intérieur du domaine D, alors nous 
avons partout dans D 


fa (2) = fa (2). 
Pour démontrer ce théorème considérons la fonction 
1 (2) = fa (2) — 2 (2). 


Elle est analytique dans D, les points a, sont ses Zéros et par suite le 
point a aussi, car, en vertu de la continuité, f (a) — lim f (a,) = 0. 
N—00 


Il en découle que f (z) est identiquement nulle dans un certain voi- 
sinage de a, car dans le cas contraire le théorème 1 qui vient d’être 
démontré cesserait d'être vrai. Ainsi, l’ensemble de tous les zéros 
d’une fonction f (z) possède au moins un point intérieur. 

Désignons par € l’ensemble de tous les points intérieurs de l'en- 
semble des zéros de la fonction j (z). Si € coïncide avec D, le théo- 
rème est démontré. Si 6 est un sous-domaine de D, nous pouvons 
alors trouver un point frontière b de l’ensemble € qui soit un point 
intérieur de D. Il existe une suite de points b, de l’ensemble € qui 
converge vers b; en vertu de la continuité de f (z), le point b est un 
zéro de f (z). D'autre part, f (z) n’est identiquement nulle dans aucun 
voisinage du point b, car alors b serait un point intérieur et non un 
‘point frontière de l’ensemble €. D'après Le théorème 1 il en décou- 
le que dans un certain voisinage du point b il n’y a aucun zéro de 
f (z), mais ceci est en contradiction avec le fait que b est un point 
frontière de €. La contradiction ainsi obtenue démontre le théorème 
d’unicité. 

Il découle du théorème d’unicité qu’une fonction f (z) analytique 
dans un domaine et non identiquement nulle ne peut s’annuler dans 
aucun sous-domaine de D, sur aucun arc de courbe appartenant à D 
et même sur aucune suite de points de D convergeant vers un point 
intérieur à D. 

.… Toutefois, il est facile de donner un exempie dans lequel la suite 
infinie des zéros de la fonction converge vers un point frontière 


ë , se. É RS 
de son domaine d’analyticité: la fonction f (z) — sin a annule pour 


les points de la suite z, — 2 (n = +1, +2,...) qui converge vers 


le point z = 0. 
21. Séries de Laurent. La série de Taylor est un instrument 
Commode pour représenter les fonctions analytiques dans les domai- 
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nes circulaires. Néanmoins, il est très important de pouvoir les repré- 
senter dans des domaines d’une autre forme. Par exemple, pour l’étu- 
de des fonctions analytiques dans un voisinage d'un point a, excepté 
le point a, on a besoin de considérer des domaines qui ont la forme de 
couronnes telles que 0 << |z— a |<< À. Il s'avère que pour les fonc- 
tions analytiques dans les couronnes telles quer << [z—a|< A, 
oùr > 0, R < co, on peut construire un développement, suivant les 
puissances positives et négatives de (z — a), de la forme 


f()= Y cn(z—a)", (1) 


N=- 0 


qui est une généralisation du développement taylorien. Nous allons 
considérer maintenant de tels développements. 

Ainsi, soit f(z) une fonction analytique dans une couronne 
K:r<]z-—-a|<R où r>0, R < oc. Choisissons des nombres 
r’ et R' de manière que r<<r'<<R'<R, ainsi qu'un nombre 


k,0<k<1, et considérons la couronne es <|z—a|<EkR". 


Nous pouvons représenter jf (z) en un point intérieur arbitraire z de 
cette couronne à l’aide de la formule de Cauchy (n° 14) qui dans 
notre cas prend la forme 


__{ f (© 1 Ï ©) 
C 
où les deux circonférences, C: | —a| = R'etc:[6—al|=7r, 
sont parcourues dans le sens positif. 
Pour la première intégrale nous avons Es < ke = k <<, 


par conséquent, la fraction qui y figure peut être développée en 
progression géométrique convergeant uniformément sur € par rap- 
por à & 


(c— a)" 


Z— 4 
— ee elite eant s….. 


Multipliant ce développement par f (@) et intégrant terme à terme 


par rapport à € (ce qui est possible en vertu de la convergence uni- 
forme), nous obtenons Le développement en série entière de la premiè- 
re intégrale dans la formule (2): 


co 


A QE [die Sen (1—aY. (3) 
€ 


2ni b— 
n—@ 
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où 
1 f 
nr | Gare € (n = 0, 1,2, ...). (4) 


Remarquons que l'expression (4) ne peut être représentée, comme 


L mm (a 
dans le numéro 18, sous la forme À ( 


à ) puisque f(z) n’est en géné- 


ral pas analytique au point a. 
Pour la deuxième intégrale nous avons: 
C—a 


2— & 


<< =k<t, 


par conséquent, la progression 


ds. 1 1 _ 
E—z z— a", b—a 
Z— a 
me MOT Cl. LE 
we Z—a (2— a)? (z— a) “ir (z— a} d 


converge uniformément. 

Comme plus haut, nous trouvons le développement de la seconde 
intégrale de la formule (2) sous la forme d’une série, mais, cette 
fois-ci, suivant les puissances négatives de (z — a): 


hO= 77 Ba Yerc-a”, &) 
C n=1 
où 
En | FO) a) dé (n—1, 2, 8, ...). (6) 


c 


Remplaçons dans les formules (5) et (6) l'indice — nr, où n prend 
les valeurs 1, 2, ..., par l'indice r qui parcourt les valeurs —1, 


—2, ...; en réunissant les deux développements (3) et (5) nous trou- 
vons : 
f(=h()+h()= D c(z—a). (7) 


D’après le numéro 13, on peut remplacer dans les formules (4) 
et (6) les circonférences € et c par une circonférence quelconque 
YiË—a|—=p,;oùr <p< R'. Pour cette dernière raison, les 
formules (4) et (6) peuvent être réunies : 


- ea m=0, Lt 4% 00; (8) 


Qi | G—amt 
Y 
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Le développement (7) que l’on vient d'obtenir pour la fonction 
f (2), suivant les puissances positives et négatives de (z — a), avec des 
coefficients définis par les formules (8), est appelé développement de 
Laurent de la fonction f (z), de centre au point a; la série (3) est 
appelée partie régulière, la série (5) partie principale de ce développe- 
ment. 

Puisque, dans notre raisonnement, 7’ et R’ peuvent être pris 
aussi voisins que l’on veut de r et À et que 4 peut différer aussi peu 
qu'on le veut de l'unité, le développement (7) peut être considéré 
établi pour tous les points z de la couronne d’analyticité de la 
fonction f (2). 

D'après le théorème d’Abel, la partie régulière de la série de 
Laurent converge partout dans le cercle | z — a] << R, de plus dans 
tout cercle [z—a|<kR(0<k<1) elle converge uniformé- 
ment. La partie principale est une série entière par rapport à la 


: 1 L N x is 
variable Z — 7: Par conséquent, d’après ce même théorème elle 
converge pour [Z|<—, c’est-à-dire partout à l'extérieur du cer- 


cle [z—al=>r; de plus pour [z—a|=>7,0<k<1, la con- 


vergence est également uniforme, 

Ainsi on a démontré le théorème suivant: 

Théorème 1. (P. Laurent, 1843 (*)). Dans toute couronne 
K: r<|z-—a|<R, une fonction f(z) qui y est analytique 
peut être représentée par sa série de Laurent (7) uniformément conver- 
gente sur tout domaine fermé appartenant à la couronne K. 

Exactement comme au numéro 17, nous obtenons, à l’aide de la 
formule (8), pour les coefficients de la série de Laurent les inégalités 
suivantes de Cauchy: si une fonction f (z) est bornée sur la circonfé- 
rence [z— a | — p, soit | f(z) | < M, alors 


lent < (x=0, +1, +2, ...). (9) 


Remarquons enfin que le domaine de convergence de toute 
série de la forme 


Le,°2 


D cn(z—a)" 


n= — 00 


(*) Simultanément à Pierre Laurent (1813-1854), ce théorème a été obtenu 
en 1841 par K. Weierstrass qui ne le publia néanmoins qu’en 1894. On ren- 
contre des séries de la forme (7) dans un article de L. Euler (1748). 
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est toujours une couronne circulaire (*) de la former <|z—a|< 
<R,oùu0<r<oæo,0KR< co. 

On peut s’en convaincre facilement à l’aide du théorème d’Abel 
en considérant dans cette série ses parties régulière et principale. 
Dans le cas r << R, le théorème suivant est vrai: 

Théorème 2. Si une série 


oo 


DT (10) 


= — 00 


converge dans une couronne r << |z — a | << R, alors sa somme f (2) 
est analytique dans cette couronne et le développement (10) est la série de 
Laurent de la fonction f (z). 

En effet, l’analyticité de f (z) se démontre à l’aide des théorèmes 
d'Abel et de Weierstrass de la même manière que dans le théorème 
4 du numéro précédent. Sur toute circonférence y: |z — a | = p, 
où r<<p<R, la série (10) converge uniformément et elle reste 
convergente après l'avoir multipliée par (2 — a) ‘1 {n = 0, +1, 


+2, ...). Si on intègre le développement 
Fe D a Gars 
k=—— 00 


sur la circonférence y et si on utilise les relations 


UE ap 


Ÿ \2xi, n= —41À, (11) 


facilement démontrables pour tout entier n (comparer avec l’établis- 
sement de la formule (4) du n° 13), on obtient alors les expressions des 
coefficients de la série (10): 


1 
Re Tu Î (z— a)n#1 7 
qui coïncident avec les expressions (8). Par conséquent, la série (10) 
est la série de Laurent dela fonction f (z) et le théorème 2 est démontré. 

Le théorème 2 est un théorème d'unicité du développement en 
série de Laurent, car il en découle que le développement d’une fonc- 
tion analytique en série suivant les puissances positives et négati- 
ves de (z — a), obtenu par un procédé quelconque, est le développe- 
ment de Laurent de cette fonction. 


(*) Il peut se faire que cette couronne soit vide si r > R et dans le cas 
r = R l'ensemble de convergence peut coïncider avec un ensemble de points de la 
circonférence | z — a | = r. 
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22. Points singuliers. L'appareil de développement en série de 
Laurent exposé plus haut (n° 21) nous permet d'étudier complète- 
ment le comportement des fonctions analytiques dans un voisinage 
de points des types les plus simples en lesquels ces fonctions ne sont 
plus analytiques. De tels points sont appelés des points singuliers 
isolés. Le point a est dit point singulier isolé d’une fonction f (2) 
s’il existe un voisinage 0 < |z—a[|< AR de ce point (excepté 
le point a) dans lequel f (z) est analytique. Soulignons qu'il s’agit 
des points du voisinage en lesquels la fonction est uniforme (la con- 
dition d’uniformité est incluse dans celle d’analyticité, cf. n° 5). 
Il sera question au n° 25 des points singuliers de caractère multiforme. 

On distingue trois types de points singuliers isolés selon le com- 
portement de la fonction f (z) au voisinage de ceux-ci. 

1) On dit que le point a est un point singulier éliminable si la 
limite lim j (z) existe et est finie, 


Z—a 

2) on dit que le point a est un pôle si f (z) est infiniment grand lors- 

qu’on tend vers a, c’est-à-dire si la limite lim f(z) — œ (ceci 
Z—@ 

signifie que |f(z) | croît indéfiniment lorsque z — a) et, enfin, 

3) le point a est dit point singulier essentiel si la limite lim f (z) 

za 

n'existe pas. 


Exposons les propriétés fondamentales des fonctions en rapport 
avec leurs points singuliers. Si a est un point singulier isolé d’une 
fonction f (z), alors, d’après le théorème 1 du n° 21, cette fonction 
peut être développée en série de Laurent dans la couronne d’analy- 
ticité 0O<|z—-a|<R: 

LA C_ 
Fe + + ++ 
+ Co+ci(z—a)+...+en(z—a) +... (1). 
Ce développement varie en fonction du caractère du point singulier. 
Donnons ici trois théorèmes correspondants. 

Théorème 1. Pour qu'un point a soit un point singulier éli- 
minable de la fonction f (z), il faut et il suffit que le développement en 
série de Laurent de f (z) au voisinage du point a ne contienne pas de par- 
tie principale. 

Il est évident que si le développement en série de Laurent de 
f (z) ne contient pas de partie principale, c'est-à-dire si f (z) est repré- 
sentée par la série entière 

f()=c0o+u(z—-a) +... +cen(z— a) + ..., (2) 


alors la limite lim f (z) = «,(*) existe et a est un point singulier 


Z—a 


éliminable. 


(*) D’après le théorème 4 du n° 19 le second membre de (2) est analytique 
au point z — a et, par conséquent, il est continu et sa limite, lorsque z —+ a, 
est égale à la somme de la série au point a, c’est-à-dire à co. 
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Supposons inversement que a soit un point singulier éliminable 
de la fonction f (z). Alors, en vertu de ce que lim f (2) existe et est 
Z—a 
finie, la fonction f (z) est bornée dans un voisinage de a; supposons 
que If 1< M. 


Utilisons les inégalités de Cauchy du n° 21 
En | < Mp”; 


puisque le nombre p6 peut être choisi aussi petit que l’on veut, il 
est évident que tous les coefficients c, correspondant aux indices 
négatifs sont nuls et le développement en série de Laurent de f (z) 
ne contient pas de partie principale. Le théorème est démontré. 

Remarque. En fait, nous avons démontré une proposition 
beaucoup plus forte: si une fonction f (z) est bornée dans un voisinage 
d'un point singulier isolé a, alors a est un point singulier éliminable 
de cette fonction. 

On voit donc que le terme « point singulier éliminable » est 
justifié : en effet, un tel point singulier peut être « éliminé » en po- 
sant f (a) = lim f (z) — ©; après quoi la fonction f (2) devient aussi 

za 


analytique au point a, car dans tout le cercle | z — a | < R elle est 
représentée par une série entière convergente (2) (cf. le théorème 4 
du n° 19). 

Passons au cas des pôles. Il découle de la définition du pôle a 
que f (2) est différente de zéro dans un certain voisinage de ce pôle: 
0<Iz—a|<R', où R'<R. Dans ce voisinage la fonction 
g (2) =; est analytique et il est clair que l’on a lim g (z) = 0. 

za 
Par conséquent, d’après le théorème précédent, a est un point singu- 
lier éliminable de g (z) et, en posant g (a) — 0, nous voyons que a 
est un zéro de la fonction g (z). Inversement, si g (z) a un zéro au 
point a (et n’est pas identiquement nulle), alors la fonction f (z) — 


TC. d’après le théorème { du n° 20, est analytique dans un certain 


voisinage 0 << | — a [<< À du point a; il est clair que f (z) a un 
pôle au point a. 

Ainsi, les zéros et les pôles des fonctions analytiques sont liés 
entre eux d’une manière très simple. Convenons d'appeler ordre d’un 
Pôle a de la fonction f (2) l'ordre du zéro a de la fonction g (z) — TG : 

Théorème 2. Pour qu'un point a soit un pôle d'une fonction 
Î (), il faut et il suffit que la partie principale du développement en 
série de Laurent de f (z) au voisinage de a ne contienne qu'un nombre fini 
de termes : 


FOR + ce EE Da Ga). @) 
k=0 
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De plus, le plus grand indice négatif du développement coïncide 
avec l'ordre du pôle. 
Supposons que a soit un pôle d'ordre n de la fonction f (z). Alors 


la fonction ‘g (z) — Ta € (a) — 0, a un zéro d'ordre n au point a 
et, conformément au n° 20, dans le voisinage du point « elle peut 
être représentée sous la forme 

g()=(2— a)" (2), 
où  (z) est analytique et œ 4 =£ 0. Dans ce voisinage 


Mais la fonction est analytique dans un voisinage |[z—a|< AR 


du point a, elle y est donc développable en série de Taylor 


= C-n LC-ny(2—a) +... +co(z—a)ÿ + 


Lo | 


OÙ C_n = 0. Substituant ce développement dans la formule 


“Es 
(4), nous AIN le développement cherché (3) valable dans le 
voisinage 0<|z:—-a|<R 

Inversement, supposons maintenant que dans un voisinage 
O<[z2—-a|<R du point a, on a le développement (3), de plus 
C_n = 0. Alors la fonction 4 (z) — (2 — a)"f (z), 1 (a) = c,, est 
représentée par la série de Taylor dans le cercle !z—a|<R 


DD =cr+enmG—a+.., (5) 
c’est-à-dire qu’elle est analytique. Puisque lim 14 (z) = ec, 0, 
on a TT 
lim f(z)== lim YO = ©, 


za Z— a ( cn. a 


et le point a est un pôle de la fonction f (2). Il est clair que la fonction 
0 = 
l’ordre du pôle a est n. Le théorème est démontré. 

Le théorème suivant découle immédiatement des théorèmes qui 
viennent d’être démontrés. 

Théorème 3. Un point a est un point singulier essentiel d'une 
fonction f (z) si, et seulement si, la partie principale du développement 
en série de Laurent de cette fonction dans un voisinage du point a con- 
tient une injfinité de termes. 

Le comportement d’une fonction dans un voisinage d’un point 
singulier essentiel est donné par le théorème suivant. 


a au point a un zéro d'ordre n, par conséquent, 
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Théorème 4. (J. Sokhotski (*), 1868). Si a est un point sin- 
gulier essentiel d'une fonction f (z), alors, pour tout nombre complexe À, 
il existe une suite de points 2, — a telle que pa Î (x) = À. 


Il existe avant tout une suite z, — a pour vel lim f (zx) = ©, 


car dans le cas contraire f (z) serait bornée dans un voisinage deaet le 
point a un point singulier éliminable (cf. la remarque du théorème 1). 
Supposons qu’on se donne maintenant un nombre complexe quelcon- 
que A. L'un des deux cas suivants a lieu : {) il existe, dans tout voisi- 
nage du point a, un point z pour lequel jf (z) — À. Alors le théorème 
de Sokhotski est démontré, car on peut construire avec de tels 
points une suite z, — a de sorte que f (z,) — À, ce qui signifie que 
lim f (24) = À et 2) dans un voisinage du point a la fonction f (z) 


E—0o0 


ne prend pas la valeur À. 
Dans le second cas la fonction g (z) = *o—d — 2 °st analytique dans 


le voisinage mentionné. Le point a ne peut être ni un pôle, ni un point 
singulier éliminable PE cette fonction, car dans ces cas la limite 
lim f (z) = lim (4 de 


za Z— a g (2) 
est un point singulier essentiel de la fonction g (z)et, en vertu de ce 
qui vient d'être démontré, il existe une suite z, — a pour laquelle 
lim g (z,) = ©. 1l est clair que pour cette suite 


h—00 


7) serait finie ou infinie. Par conséquent, a 


lim f (24) = lim (A+ 5) À 
ko kR—00 8 (zx) 
et le théorème de Sokhotski est démontré. 

Le théorème de Sokhotski et les théorèmes précédents de ce numéro 
permettent d’affirmer que, dans un voisinage d’un point singulier 
isolé, une fonction analytique tend vers une limite définie (finie ou 
infinie), ou bien elle est entièrement indéterminée, c’est-à-dire qu’elle 
tend (suivant différentes suites) vers une limite arbitraire donnée 
préalablement. Aucun cas intermédiaire ne peut avoir lieu. 

Donnons plusieurs exemples de fonctions élémentaires ayant des 
points singuliers de différents types. 


1) Les fonctions 


sin z Â—ez 1 — cos z 


, , 


2 z 2 


ont l’origine des coordonnées comme point singulier éliminable. On s’en convainc 
très facilement en utilisant les développements tayloriens connus (5) du n° 18 


(*) D'ordinaire ce théorème est attribué à Weierstrass ; toutefois il a été 
démontré dans la thèse du mathématicien russe Julian Sokhotski (1842- 1929) 
’et a été publié huit ans avant l’apparition du travail de Weierstrass. L'Italien 
F. Casorati l'a obtenu simultanément avec Sokhotski. 


6—0149 
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et le théorème 1 de ce numéro. Par exemple, on a pour tout z Æ 0 


sin z zè z4 
2 Three 


2) La fonction f (z) — 


P possède un ensemble infini de pôles aux 
€ 


points z — +V (Ex + 1)ni, k = 0, +1, +2, ..., en lesquels le dénomi- 
nateur s’annule (ces points se trouvent sur les deux bissectrices des quarts de 
plan). Tous les pôles sont du premier ordre, puisque la fonction er + 1 
a ces points pour zéros d'ordre un (sa dérivée 22e est différente de zéro en ces 
points). 

3) Les fonctions 


Î 

ra sv À 1 

e?, sin —, cos — 

2 z 
ont un point singulier essentiel à l’origine des coordonnées. On l’établit facile- 
ment en substituant L à z dans le développement taylorien (5) du n° 18 ct en 
ayant recours au théorème 3 du n° 22 (par exemple pour z 0 quelconque, on 

— 1 11 
a e7 FE t ed 

Vérifions par exemple le théorème de Sokhotski pour la première fonction. 


Pour À — o, la suite z, du théorème est z, — T3 k = 1, 2, 3,..., caril 
est clair que lim f(z) — lim ef = oo. Pour À = 0, on peut prendre 
R — © k — oo 
m= ——, k= 1, 2, 8, ..., car alors lim f(z)=— lim e-k — 0. Enfin 
k k — © R — © 
pour 4 0 fini, Fe 3 = RAT Zn k— 0, 1, 2, ..., alors 
lim f(z) = lim e LEE A (in désigne une détermination quelconque 
k — co R — © 
du logarithme). 
4) La fonction , 
1 =—— 
e? +1 


a l’origine des coordonnées comme point singulier non isolé, car ses pôles z, — 


= NÉE PERS ont l’origine des coordonnées comme point d’adhérence 
VF) mi 

(comparer avec l’exemple 2). 

D'après le caractère des points singuliers on définit deux classes 
simples de fonctions analytiques uniformes : 

1) Fonctions entières. Une fonction f (z) est dite 
fonction entière (ou holomorphe) si elle ne possède aucun point singu- 
lier (*). En vertu du théorème du n° 18 on peut afirmer que chaque 


(*) Ici et dans la définition à venir il est question des points du plan 
à distance finie ; nous ne l'avons pas souligné dans le texte fondamental puisque 
la notion de point à l'infini sera donnée plus tard (n° 24). 
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fonction entière peut être représentée par la série entière à) c,z* con- 

n=0 
vergente dans tout le plan (et inversement chaque fonction représentée 
par une série entière convergente dans le plan entier est une fonction 
entière). Tous les polynômes, la fonction exponentielle, sin z, cos z 
et autres sont des fonctions entières. [l est clair que la somme, la 
différence et le produit de fonctions entières sont de nouveau des fonc- 
tions entières. 

2) Fonctions méromorphes. Une fonction f(z) 
est dite fonction méromorphe si ses seules singularités sont des pôles. 
I1 découle de cette définition que dans tout domaine borné une fonc- 
tion méromorphe ne peut posséder qu'un nombre fini de pôles. En 
effet, si dans un tel domaine il y en avait une infinité, il existerait 
alors une suite de pôles convergeant vers un point a, qui serait un 
point singulier non isolé et non un pôle. Dans tout le plan les pôles 
peuvent former un ensemble infini. Toutes les fonctions entières, les 
fonctions rationnelles, les fonctions trigonométriques et autres sont 
des exemples de fonctions méromorphes. Il est clair que la somme, la 
différence, le produit et le quotient des deux fonctions méromorphes 
et en général une fonction rationnelle quelconque R (f1, fo, . . ., fn) 
de fonctions méromorphes sont de nouveau des fonctions méromor- 
phes. 

On donnera au chapitre V une étude détaillée des fonctions entiè- 
res et méromorphes. 

23. Théorème des résidus. Principe de l’argument. Nous intro- 
duisons ici la notion de résidu (*), très importante pour les applica- 
tions ultérieures, et nous démontrons plusieurs théorèmes de carac- 
tère général s’y rapportant ; nous considérons des exemples de calcul 
des résidus et diverses applications principalement dans les chapitres 
V'et VI. 

On appelle résidu de la fonction f (z) au point singulier isolé a 
et on le note Res (f, a) le nombre 


1 
JO (1 
Ÿ 
où y est une circonférence | z — a | — p suffisamment petite, décrite 


de manière que le voisinage du point z — a se trouve à gauche du sens 
de parcours. En vertu du n° 13 la valeur du résidu ne dépend pas de 
la quantité p pour les p suffisamment petits. 

Des formules (8), données au n° 21 pour les coefficients de la série 


(*) La notion de résidu a été introduite par Cauchy dans son « Mémoire sur 
les intégrales définies » (1814) ; il a donné aussi dans ses « Exercices mathéma- 
tiques » (1826-1829) de nombreuses applications de cette notion en analyse. Dans 
ses travaux Cauchy a indiqué qu’il est arrivé à la notion de résidu en développant 
une idée d’Euler. 


6* 
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de Laurent, il vient immédiatement pour n = —1 
1 
Res (j, a)= nr | f(0) dc (2) 
v 


c'est-à-dire que le résidu d'une fonction f (z) au point singulier a est 
égal au coefficient de la première puissance négative dans le développe- 
ment en série de Laurent de f (z) au voisinage du point a. 

Il en découle qu’en un point singulier éliminable le résidu de la 
fonction est toujours nul. La formule suivante 


Res (f, a) = 7 — pr lim er ((a— a)" f(c)) ) 


facilite le calcul du résidu en un pôle d’ordre n. Pour l’établir, il 
suffit de multiplier le développement en série de Laurent 


= rt + Hot 


a 


par (2 — a)*et de dériver nr — 1 fois l'égalité obtenue, puis de pas- 
ser à la limite pour z —+ a (la substitution z — «a dans l'expression 
de la dérivée n’est pas permise puisque a est un point singulier de 
Ï (&)). 

Pour les pôles du premier ordre la formule (3) a une forme parti- 
culièrement simple: 


Res (f, @)= lim {(3—) f(2). (4) 


De plus si, dans un voisinage du point a, f(z) est définie comme 
le quotient de deux fonctions analytiques en ce point: 
_ ?6 
DORE TC 
avec p(a)=£0, et si ÿ(z) a en a un zéro du premier ordre (c'est-à-dire 
ÿ(a)=0 et ÿ’(a)-£0), alors la formule (4) peut être remplacée par 
la suivante : 


=ipé Ph. dj p() ___{a) 
Rest 9 nn Go) ln to vo (5) 
z—a 


Exemple. La fonction méromorphe ctg z? a des pôles du premier ordre 
aux points z — +V/ En (k — 1, 2, 3, ...) et un pôle du second ordre au 
point z = 0 (on le constate facilement en considérant les zéros de la fonction 
tg z?). D’après la formule (3), le résidu au point z — 0 est égal à 


d .. zsin272— 278 
. 2 2) — — 5 535 =D ——————.—— Ÿ 
Pr ar sig #) . sin? 7? 2-+0 Fi... su 


(on le voit également de ce que le développement en série de Laurent de ctg z?, 
de centre au point z — 0, ne contient que des puissances paires de z). Le résidu 


(*) Nous avons remplacé le numérateur et le dénominateur par les pre- 
miers termes de leur développement taylorien au voisinage du point z = 0. 
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au point z — +}/ En, d’après la formule (5), où l’on pose @ — cos z?, 5 — 
— sin z?, est égal à 


L'application de la théorie des résidus est basée essentielle- 
ment sur l’important théorème des résidus. 


Théorème 1 (A. Cauchy, 1825). Soit f (z) une fonction con- 
tinue sur la frontière (*) C d’un domaine D et partout analytique dans 
ce domaine, sauf en un nombre fini de points 
singuliers @, &, . . ., a. Alors 


| f (2) dz= 2ni pe Res (f, ax), (6) 
a k—1 


où la frontière C est décrite de manière 
que le domaine D se trouve à gauche du 
sens de parcours 

La démonstration découle du théorème 
de Cauchy pour les domaines multiple- 
ment connexes (n° 13). Décrivons autour 
de chaque point a, une circonférence 
Ye: 12 — ar | = px, suffisamment petite 
pour que toutes ces circonférences appartiennent au domaine D et 
soient deux à deux disjointes (fig. 26). Vu que f (z) est analytique 
dans le domaine D* limité par la courbe C et l’ensemble de circon- 


férences y, et continue sur D*, d’après le théorème cité 


| 4@ a+ 3 Ï @)de=0, 
C 


k=—1 VE 


où tous les y; sont parcourues dans le sens des aiguilles d’une montre. 
Changeant le sens de parcours sur les circonférences y, et usant de 
la définition du résidu (1) conformément à laquelle 


| f(z) de = 2ni Res (f, a), 


VA 
nous en déduisons le résultat (6). 


(#) Ici et dans la suite la continuité de f (z) sur la frontière du domaine est 
comprise au sens de la continuité par rapport au domaine, c'est-à-dire dans ce sens 
qu’en tout point z, de la frontière, la limite 


lim f(z)— j (z0) 
220 


existe, en outre z tend vers z par les points du domaine D. 
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L'importance de principe du théorème des résidus est qu'il 
permet de ramener le calcul d'une quantité « globale », telle que 
l'intégrale d’une quantité finie prise le long d’un contour fermé, 
au calcul d’une quantité « locale», des quantités différentielles 
telles que les résidus. En effet, les résidus se calculent au moyen 
d’intégrales prises le long de contours infiniment petits et même 
au moyen d'un simple passage à la limite (formules (3), (4) et (5)). 
La méthode de réduction du calcul des quantités « globales » au 
calcul des quantités différentielles est usuelle en analyse mathéma- 
tique (cf. le calcul des intégrales au moyen des primitives qui en 
substance sont définies au moyen de dérivées connues). Le chapitre V 
est consacré aux applications de la théorie des résidus. 

Arrêtons-nous encore sur la notion de résidu logarithmique. 
Le résidu logarithmique d’une fonction analytique f (z) au point a est 
par définition le résidu de sa dérivée logarithmique 

s_fU) 
{ln jf (z)} f(2) ® 

Il est clair qu'il y a un sens de parler de résidus logarithmiques 
non seulement aux points singuliers, mais aussi aux zéros de f (2). 
Si un point a est un zéro d'ordre n de f (z), alors au voisinage de ce 
point 

fG)=cn(z—- a} + (s—-a}t +... Cn Æ 0, 


donc 


f() = ne (2 — a} fn + A) cou (2 — a +. 
et la dérivée logarithmique 
f"() _ 1 non + (+1) Cnx1 (2 — 0) +... : 


f() 7 2—a | Cn + Cn+1 (2—0)+ 
Ici le second facteur est une fonction analytique au point a, 
car €, £ 0, donc elle se développe en série de Taylor de centre au 
point a (le terme indépendant de z de cette série est égal à n) et 
s sl 
Æ arme {n+dy(2—a)+d(z -a} +...}— 


—— + dot d(z—a)+... (7) 

Nous avons établi le développement en série de Laurent de la 

dérivée logarithmique {In f (z)}" au voisinage du point z — a, d’où 
l'on voit que le point a est un pôle du premier ordre de résidu n. 

Soit a un pôle d’ordre n de f (z). Puisque la fonction g (z) — 


Î 
a au point a un zéro d'ordre nr et vu que {ln f (z)} — —{Ing à) 
d’après ce que nous venons de démontrer, le point «a est un pôle du 
premier ordre, de résidu —n, pour la dérivée logarithmique {In f (z)}'. 
Ainsi, on a démontré le théorème suivant. 


5. REPRÉSENTATION DES FONCTIONS ANALYTIQUES PAR DES SÉRIES 87 


Théorème 2. Aux zéros et aux pôles d'une fonction f (2), 


la dérivée logarithmique Ë Fe possède des pôles du premier ordre. De 


plus, en un zéro, le résidu logarithmique est égal à l'ordre du zéro, 
en un pôle à l’ordre du pôle 
précédé du signe moins. J 
Le théorème 2 et le théorè- 
me des résidus permettent c 
d'appliquer les résidus logari- 
thmiques pour Le calcul du nom- TZ 
bre des zéros et des pôles d’une 
fonction analytique dans des z 
domaines donnés. 
Soit f (z) une fonction ana- 
lytique dans un domaine borné 
D, sauf en un nombre fini de 


pôles b1, ba, és DS respecti- FIG. 27 
vement d'ordre de multiplicité 
Pis Pos - +. Pm, Continue et 


nes’annulant pas sur la frontière € de ce domaine ; de plus f (z) est con- 
tinué sur C. Alors, la fonction f(z) n’a dans D qu'un nombre fini de 
zéros, Car, dans le Cas contraire, il existerait une suite infinie de zéros 
convergeant vers un point intérieur ou frontière du domaine D, mais 
cette suite ne peut converger ni vers un point intérieur (d’après le théo- 
rème d’unicité du n° 20), ni vers un point frontière (parce que f(z) 0 
et est continue sur C). Désignons par @&, as, . . ., a, les zéros res- 
pectivement d'ordre de multiplicité "4, n2, . .., n, de la fonction 
Î (z) dans ce domaine D. Appliquant le théorème des résidus et le 
FU. 2 à nt dérivée logarithmique de f (z), il vient 


| À da = (um) — (pat +22 + Pm)= (8) 


où NW et P désignent respectivement le nombre des zéros et des pôles 
de cette fonction. En outre, chaque zéro et chaque pôle est compté 
autant de fois que son ordre l’indique. Elucidons le sens géométri- 
que du re membre de cette égalité. On a 


x dns fab|f(1+ | dre (a, (9) 
C C C 


où In et arg désignent des branches quelconques de ces fonctions, 
qui sont continues sur C. Etant donné que la fonction In |f(z2) | 
reprend sa valeur initiale lorsqu'on décrit le contour fermé €, la 
première intégrale dans le second membre de (9) est nulle. D'autre 
Part, si le point w — 0 est intérieur au contour décrit par le point 
w = f (z), quand z décrit C, alors la valeur finale de arg f (z) peut 
être différente de la valeur initiale (fig. 27), et la deuxième intégrale 
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est non nulle. La quantité 


1 
2x are (0 = Ac are j (E) 
C 

est la variation totale de l’argument de la fonction f (z), lorsqu'on 
décrit C, divisée par 2n; du point de vue géométrique, elle repré- 
sente le nombre des rotations exécutées autour de l’origine des coor- 
données w — 0 par le vecteur f (z) lorsqu'on décrit C entièrement ou, 
ce qui revient au même, par le vecteur w lorsqu’on décrit la courbe F, 
image de C par la transformation w = f (2) (sur la fig. 27, ce nombre 
est égal à l'unité). Les relations (8) et (9) expriment le principe de 
l'argument : 

Théorème 3. Soit f (z) une fonction analytique dans un do- 
maine D, sauf en un nombre fini de pôles, continue sur la frontière C 
de ce domaine et ne s'annulant pas sur C ; supposons encore que f' (z) 
est continue sur C. Alors la différence entre le nombre des zéros et le 
nombre des pôles de cette fonction dans D est égale au nombre des rota- 
tions du vecteur w lorsqu'il décrit la courbe T, image de C par la trans- 
formation w — f (2), ou, ce qui revient au même, à la somme des résidus 
logarithmiques de f (z) dans D: 


N—P=Acagf()= | _. dz. (10) 
C 


Nous exposerons au n° 75 d’autres résultats concernant le calcul du 
nombre des zéros et des pôles des fonctions et leurs importantes appli- 
cations. Nous ne donnons ici qu’une forme modifiée de la formule (8), 
qui tient compte non seulement du nombre des zéros et des pôles 
mais aussi de leur position. 

En plus de la fonction f (z) qui satisfait aux conditions du prin- 
cipe de l’argument, considérons une fonction  (z) analytique dans D 


et continue sur D. Les points singuliers de la fonction g (z) — œ QE 10) : 


ne peuvent évidemment être que les zéros et les pôles de f (2); en 
plus, au voisinage de chacun de ces points c, elle admet un dévelop- 


pement de la forme 
g(2)=4{p(c)+... +...)=+#0+... 


(cf. théorème 2), où le signe‘plus se rapporte au cas où le point € 
est un zéro de f (z) et le signe moins au cas d’un pôle. On voit que 
le résidu de g (z) au point c est égal à + (c) n et, remplaçant dans 


la relation (8) la fonction Fe par la fonction g (z), il vient 
1 f"G) 7, 
Ori Ï (2) Î@) dz= 


= 49 (@s) +... +7 (ar) — pp (bi) — . .. — DmP (dm). (11) 
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Faisant en particulier @(z)=7z, nous avons 


u m 
1 " (z 
Du | Z -e dz = > RER — > Prbr. (12) 
C k=1 k=1 
Le second membre est ici la différence entre La somme de tous les 
zéros et la somme de tous les pôles de la fonction f (z) dans un do- 
maine D, de plus chaque zéro ou chaque pôle participe dans cette 
somme autant de fois que son ordre l’indique. 
Au lieu de la fonction f (z) considérons maintenant la fonction 
g (z) = f (z) — a, où a est un nombre complexe fixe; les pôles de 
g (z) coïncident avec les pôles de f (2) et les zéros sont des a-points 
de la fonction j (2), c’est-à-dire des points en lesquels j (z) prend la 
valeur a. Si la fonction f (z) est analytique dans un domaine D, 
excepté en un nombre fini de pôles, et si elle est continue et ne prend 
pas la valeur a sur la frontière C de ce domaine (de plus f” (z) est 
continue sur C), on peut alors appliquer les formules (10) et (12) à la 
fonction g(z) = f(z) — a. 
Nous avons alors 


L m 
ETS d 1 
ni di Acarg{f(s)— a} Dnr— Spr (13) 
: R=1 k=1 
U m 
1 FO _ 7, — 
A | pa = À mm — 2 Pabe (14) 


OÙ 4, >, .. ., a, sont des a-points de la fonction f (z) dans un do- 
maine D respectivement d'ordre (*) 4, n2, . .., niet b, b2..., br 
ses pôles respectivement d'ordre p1, P2, . . ., Pme 

Nous aurons besoin de ces formules dans le chapitre VII. 

24. Point à l'infini. Jusqu'à présent nous n’avons considéré que 
les points du plan complexe qui se trouvaient à distance finie. Ce- 
pendant, pour l'étude de certaines questions il est utile d'introduire 
le point à l'infini. [Il est préférable de le faire au moyen de la pro- 
jection stéréographique du plan des z sur une sphère tangente au pôle 
sud au plan. Cette projection établit une correspondance entre chaque 
point z du plan complexe et un point Z de la sphère qui est le point 
d’intersection de la sphère et du rayon réunissant le point z au pôle 
nord de la sphère (fig. 28). La projection stéréographique définit 
donc une correspondance biunivoque entre le plan complexe et la 
Sphère pointée, c’est-à-dire la sphère de laquelle on a retranché le 
pôle nord. Les points Z sont les représentations sphériques des nom- 
bres complexes z et la sphère elle-même est dite numérique. 
a — 


(*) On appelle ordre d’un a-point de f (2) l’ordre du zéro correspondant de 
la fonction f (z) — a. 
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Pour prolonger cette correspondance à toute la sphère on introduit 
sur le plan le point à l'infini conventionnel (le nombre complexe 
z — œ) et on le considère comme l’image du pôle nord de la sphère, 
Le nombre z — o ne participe pas dans les opérations arithmétiques 
à l'encontre des nombres complexes ordinaires. Cependant on dit, 
par exemple, que la suite {z,} converge vers le point à l'infini, 
lim z, = o, si pour tout M = O il existe un numéro #9 à partir 
100 . 
duquel | z, | > M (comme nous l'avons fait précédemment dans des 
cas semblables). Cette terminologie se justifie, En effet, les projec- 

. tions stéréographiques Z, des 

2. points z, de notre suite consti- 

tuent une suite qui converge vers 
le pôle nord de la sphère. 

Le plan de la variable com- 
plexe auquel on a adjoint le point 
à l'infini est appelé plan fermé 
(le plan sans ce point est 
appelé plan ouvert). Comme nous 
l'avons vu, le plan fermé est 
équivalent à la sphère, et pour 
les représentations géométriques 
des notions se rapportant au 
point à l'infini il est très commode d’avoir recours à la représen- 
tation sphérique des nombres complexes. 

Par voisinage du point à l'infini on comprend un cercle de cette 
sphère, dont le centre est placé au pôle nord, ou, autrement dit, 
l'ensemble des points z qui satisfont à l'inégalité |z [>> À (avec 
adjonction du point à l'infini). Après avoir introduit cette notion, 
nous pouvons considérer des domaines pour lesquels le point à l’in- 
fini est un point intérieur ou frontière, c’est-à-dire des domaines 
non bornés. La définition de l’ordre de connexion donnée au n° 3 
pour les domaines bornés s'étend sans aucune modification aux do- 
maines non bornés (par exemple le voisinage du point z — ©, ce 
point compris, est un domaine simplement connexe, tandis que le 
même voisinage, le point z — œ exclu, est un domaine doublement 
connexe). 

De même, la définition de la limite d'une fonction au moyen des 
voisinages donnée au n°5 s'étend sans aucune modification à Z 
et w, infinis. On dit alors qu'une fonction qui tend vers la limite 
w, — © est infiniment grande (cf. n° 22, définition d’un pôle). 

Soit f (z) une fonction analytique dans un voisinage du point à 
l'infini (sauf au point z — œ; la notion d’analyticité au point à 
l'infini n'est pas encore donnée). Les définitions des points singu- 
liers du n° 22 sont valables, sans aucune modification, pour une 
telle fonction: on dit que z — est un point singulier éliminable, 


FIG. 28 
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un pôle ou un point singulier essentiel d’une fonction f (z) suivant 
que la limite lim f (2) est finie, infinie ou n'existe pas. 


Z—0c 
Néanmoins, les critères des types de points singuliers associés 
au développement en série de Laurent (théorèmes 1-3 du n° 22) 


se modifient, ce que l’on voit du raisonnement suivant. Posons 
1 

z = — et 
re 


| a=i(1)-60; 


alors  (Ë) est analytique dans un voisinage du point £ — 0. Ce der- 

pier est pour œ(Ë) un point singulier du même type que z = © 

pour f(z), car lim f (z) — lim q(£). Le développement en série 
—0 


Z—00 [a 


de Laurent de f (z) au voisinage de z — © peut évidemment être 
obtenu par un simple changement de variable & — - dans le dévelop- 


pement en série de Laurent de @ (£) au voisinage de & = 0. Par ce 
changement de variable, la partie régulière se transforme en la partie 
principale et inversement. 

Ainsi, le théorème ci-dessous est vrai: 

Théorème 1. Dans le cas d'une singularité éliminable au 
point à l'infini le développement en série de Laurent de la fonction 
{(z) dans un voisinage de ce point ne contient aucune puissance posi- 
tive de z; dans le cas d'un pôle ce développement n'en contient qu'un 
nombre fini, dans le cas d’une singularité essentielle une infinité. 

Si f (z) a au point z — une singularité éliminable, on convient 
qu'elle est analytique à l'infini et on pose f (co) = lim f(z). Il est 

Z—>00 


clair que, dans ce cas, la fonction est évidemment bornée dans un 
certain voisinage du point z—= oo. 

Supposons qu’une fonction f(z) soit analytique dans le plan 
fermé. Il découle de l'analyticité de cette fonction à l'infini 
qu'elle est bornée dans un voisinage de ce point ; soit | f (z) | << M1, 
pour /z2 [>> À. D'autre part, de l'analyticité (et, par conséquent, 
de la continuité) de f(z) dans le cercle fermé | z | R découle 
qu’elle est bornée dans ce cercle ; soit | f (z) | M2. Alors la fonction 
Î (z) est bornée dans tout le plan : nous avons pour tous les points z 
If) I<M = max (M,, Mi). 

Ainsi, on peut énoncer le théorème de Cauchy-Liouville (n° 17) 
de façon suivante: 

Théorème 2. Si une fonction f (z) est analytique dans le plan 
fermé des z, elle est alors constante. 

SPour terminer, arrêtons-nous sur la notion de résidu au point à 
l'infini. Soit f (z) une fonction analytique dans un voisinage du point 
Z — co (sauf peut-être en ce point); par résidu de la fonction à l'infini 
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on comprend 


1 
Res (f, ©)=-— | f(z) dz, 
La 
où y est une circonférence suffisamment grande |z | — p décrite 


dans le sens négatif (de manière que le voisinage du point z — oo 
se trouve à gauche tout comme dans le cas d’un point à distance 
finie). Il découle immédiatement de cette définition que le résidu 
d’une fonction à l'infini est égal au coefficient de z-! dans le déve- 
loppement en série de Laurent de cette fonction dans un voisinage du 
point z — oo, précédé du signe moins. 

Enfin on obtient facilement le théorème suivant : 

Théorème 3. Si une fonction f (z) possède un nombre fini 
de points singuliers dans le plan fermé, alors la somme de tous ses 
résidus, y compris le résidu à l'infini, est nulle. 

En effet, soient a&, . .., a, des points singuliers à distance finie 
de la fonction f (z) et y la circonférence | z | — p contenant à som 
intérieur tous ces points. D’après une propriété des intégrales, le 
théorème des résidus et la définition du résidu au point à l'infini, 
il vient 


Om | fe@)d+ | f(2) dz— 
Y v— 


— Res (f, &)+...+Res(f, a,)+ Res (f, co), 


ce qu'il fallait démontrer. 

25. Prolongement analytique. Généralisation de la notion de 
fonction analytique. Nous considérons ici la question du prolonge- 
ment analytique des fonctions et intro- 
duisons la notion de fonctions analyti- 
ques multiformes généralisant la notion 
d’analyticité donnée au n° 5. 

Soient D, et D; deux domaines 
disjoints dont les frontières ont une 
partie commune y (fig. 29). On se donne 
respectivement dans ces domaines des. 
fonctions analytiques (uniformes) fo (2) 
et f1 (z). Nous dirons que la fonction 
f1 (z) est le prolongement analytique 

FIG. 29 immédiat de la fonction fo (z) dans le 

domaine D, s’il existe une fonction 

Î (z) analytique dans le domaine D,{J YU Di coïncidant avec /, (2) 
en tous les points de D, et avec f, (z) en tous les points de D, : 


fo(z) dans D,, 
1@={ fi(2) dans D:. (1) 
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D'après le théorème d’unicité (n° 20), pour les domaines donnés 
D, et D, et la partie commune y donnée, le prolongement analytique 
de la fonction donnée f, (z) (s’il est possible) est défini d’une manière 
unique. 

Donnons une condition suffisante simple du prolongement ana- 
iytique que l’on appelle principe du prolongement continu. 

Théorème 1. Soient donnés deux domaines simplement con- 
.neres Do et D, disjoints dont les frontières possèdent un arc commun » 
et des fonctions analytiques fo (z) et f1 (z) respectivement dans ces domai- 
nes. Si de plus ces fonctions sont continues dans D, [jy et Div et 
coincident en tous les points de la courbe y, alors la fonction f; (2) est 
le prolongement analytique immédiat de la fonction f5 (z) dans le 
domaine D:. 

La démonstration est basée sur les théorèmes de Morera (n° 17) 
et de Cauchy (n° 12). En effet, d’après nos conditions, la fonction 


fo(z) dans D,, 
f(z)= 4 fo(z)—f1(2) sur Y, (2) 
f1(z) dans D, 


est continue dans le domaine D — D,{JY{UD:. Montrons que son 
intégrale prise sur tout contour fermé C appartenant à D est nulle. 
$i C en entier appartient à l’un des domaines D, ou D;, c’est un 
corollaire immédiat du théorème de Cauchy. Si C appartient à Do 
et D;, en désignant par C, et Ci les parties du contour C qui appartien- 
nent respectivement à D, et D1 et par c la partie de la courbe y inté- 
tieure à C (fig. 29), il vient, d’après le théorème de Cauchy (sous 
sa forme généralisée, cf. théorème 5 du n° 12), 


f(z) dz=0, { f(z) dz = 0. 
CoUc Cile- 
Additionnant ces égalités nous avons: 


| f (2) da+ | 1 (a) dz= À j(2) dr 0. 
Cole Cilc- C 

On en conclut, d’après le théorème de Morera, que la fonction f (z) 
æst analytique dans le domaine D, ce qui signifie que 1 (z) est le pro- 
longement analytique de fo (2). Le théorème est démontré. 

__ En d’autres termes, le théorème qui vient d'être démontré éta- 
blit que si une fonction analytique est le prolongement continu 
d'une fonction analytique fo (z) à travers l'arc y, alors elle est aussi 
le prolongement analytique de cette fonction (*). 


. (*) Le théorème analogue dans le domaine réel n’est pas vrai : si deux fonc- 
tions fo (x) et f1 (x) dérivables dans des intervalles adjacents (a, b) et (b, c) 
Sont continues et coïncident au point commun b de ces intervalles, alors la fonc- 
tion f (x) obtenue par leur réunion peut ne pas être dérivable dans l'intervalle 

a, c), car son graphe peut avoir un point anguleux en b. 
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En se basant sur le théorème 1 nous pouvons généraliser un peu 
la notion de prolongement analytique immédiat. À savoir, supposons 
que les domaines D, et D; possèdent encore, en plus de la partie 
frontière commune y, des points intérieurs communs (fig. 30) et que 
des fonctions analytiques f, (z) et f1 (z) soient données comme précé- 
demment dans ces domaines. On dit alors que f, (z) est le prolonge- 
ment analytique immédiat de fo (z) à travers l’arc y si fo (z) et fi (2) 
sont continues dans D,{(Jy et dans D;,{Jy et si leurs valeurs sur y 
coïncident. | 

Si D, et D; n’ont pas de points intérieurs communs, alors cette 
définition coïncide avec la définition précédente. Si D, et D, ont des 


FIG. 30 FIG. 31 


points communs (par exemple la partie commune 6! de la fig. 30), 
alors la fonction j (z), définie d’après la formule (2), peut être à deux 
déterminations pour les points de ô!, car on ne peut pas affirmer 
qu’au point z de Ô! les valeurs de f, (z) et f1 (z) coïncident. Ainsi, 
la deuxième définition du prolongement est plus générale que la 


première. 
Généralisons encore un peu cette définition. Soit donnée une 
chaîne de domaines simplement connexes Do, Di, ..., D,, tels 


que chaque couple de domaines consécutifs D; et D; +1 ait une partie 
frontière commune Yz, +1 (fig. 31) et soit donnée dans chaque domai- 
ne D, une fonction analytique uniforme 7, (z). On dit que f, (z) est 
le prolongement analytique (*) de la fonction f, (z) dans le domaine D, 
par rapport à la chaîne donnée de domaines si, pour chaque k# — 
=0,1,...,n—1,]es fonctions f, (2) et f,441 (z) sont respectivement 
continues dans D, [Yr,n+1 et Dr+1 UYr, +1 et si leurs valeurs coïn- 
cident sur Yz,x+1 (c'est-à-dire elles sont le prolongement analytique 
immédiat l’une de l’autre). Pour n — 1, nous retrouvons la défini- 
tion précédente. 


(*) Sans l'adjectif «immédiat ». 
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Remarquons que, ici aussi, pour Do, Di, . .., Dh et Yor Vis, . . . 
...s Ynh1,n fixes, le prolongement analytique de la fonction fs (2) 
dans le domaine D, (s’il est possible) est défini d’une manière uni- 
que. Si on change les éléments de la chaîne D, ou même si l’on rem- 


place un arc quelconque Y4,x+1 par un autre arc Yz,x+1 COMMUN aux 
frontières des domaines D, et Dz41, la valeur du prolongement 
analytique peut changer. 


Expliquons sur un exemple simple ce que l’on vient d'exposer. Soient 
D) et Di les parties supérieure et inférieure de la couronne 1 € | 3 | 2, cor- 
respondant respectivement à Im z => 0 et Im z 0, et fo (z) la branche de Vz 
caractérisée par la condition 0 << arg z x. Si on prend pour yo l'intervalle 
ouvert (—2, —1), alors le prolongement analytique de f (z) dans D; est com- 
plètement défini par la branche de V/z pour laquelle x << arg z << 21 (sur yo 
la valeur de l'argument doit varier d’une manière continue). Si maintenant on 
conserve fo (z) et les domaines D, et D; et si on remplace l'intervalle ouvert 
va par l’intervalle ouvert Yo: : (1, 2), alors le prolongement analytique de f, (z) 
dans DA est défini par la branche de V/z pour laquelle —n < arg z 1 (à pré- 
sent la valeur de l’argument doit varier d’une manière continue dans l'intervalle 


ouvert Yoi)- Ces prolongements f1 (z) et f1 (z) sont différents. Par exemple 


V + 37 ; V7: 3 
h(—-D=V et et, H(—=V 6e ? =e * 


(ils ne diffèrent que par leur signe). Ainsi, la valeur du prolongement analytique 
peut réellement changer même si on ne modifie que les arcs, éléments de cette 
chaîne. 

Soient maintenant fo (z), Do, Di et Yo avec le même sens que précédem- 
ment; prenons encore un élément de la chaîne D: — D, relié à D: par l'inter- 
valle ouvert Y12: (1, 2); alors le prolongement analytique j2 (z) est défini par 


la branche de V/z pour laquelle 21 < arg z << 3x et, en tout point z de la demi- 
couronne supérieure, les valeurs de /, (z) et f2 (z) sont différentes (de signe con- 
traire). Nous voyons que lorsque les domaines D, et D; se recouvrent partielle- 
ment, en leurs points communs les valeurs de la fonction et de son prolonge- 
ment analytique peuvent être différentes. 


La notion de prolongement analytique permet d'introduire celle 
de fonction analytique complète (en général multiforme). Soit donnée 
dans un domaine D, une fonction analytique uniforme fo (2). Il peut 
se produire que fo (z) ñne soit prolongeable à travers aucun arc de la 
frontière C du domaine D,. Par exemple, soit D, le cercle |z|<et 

I on 
ht)= D #4. (3) 
La fonction fo (z) a une singularité au point z — À, car pour les 
Z = x réels, comme on le voit facilement, lim jo (x) = co. En effet, 
x—1 


0 
Him D a2à — n, donc pour tout n il existe un Ô >> 0 tel que, pour 
X— R= 1 


n 
ZT 1 — &, nous avons DE > n—îlet, a fortiori, fo(x) = 
É=1 
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œ 
k . 
= Ya > n — 1. On a ensuite 
k=1 


_ BE 
h@)=2+ 2) =28+ (2) 
d'où l’on voit que la fonction f (z) a des singularités aux points 
z = WT (c’est-à-dire z — +1). D'une façon analogue, pour tout n 
entier, 
hO=r+A +... Ha + fo (7), 


donc aux points z — 274 qui coïncident avec les sommets d’un 
polygone régulier de 27 côtés inscrit dans la circonférence | z | — 1, 
la fonction fo (z) a des singularités. Ainsi, l’ensemble des points 
singuliers de la fonction fo (z) est partout dense sur la circonférence 
[z | — 1 et fo (z) n’est prolongeable à travers aucun arc de la cir- 
conférence. 

Dans de tels cas nous disons que le contour € est une frontière 
essentielle de la fonction fo (2); Do est appelé le domaine d'existence 
de cette fonction et la fonction elle-même la fonction analytique 
complète. 

Supposons maintenant que fo (z) soit prolongeable dans l'exté- 
rieur de D;,. Considérons tous les prolongements analytiques pos- 
sibles par rapport à toutes les chaînes possibles de domaines. Consi- 
dérons les valeurs de tous ces prolongements comme les valeurs d’une 
même fonction f (2). Nous appelons cette fonction fonction analytique 
complète et les fonctions analytiques uniformes qui la composent 
(prolongements de la fonction fo (z)) ses branches. Le domaine D 
que l’on obtient par la réunion de tous les domaines composant les 
chaînes par rapport auxquelles les prolongements analytiques sont 
réalisés et des arcs qui relient ces domaines est appelé domaine de 
définition de f (2). 

On peut considérer la fonction f (z) non pas dans tout le domaine 
de définition mais dans un sous-ensemble de ce dernier ; nous disons 
alors simplement que f (z) est une fonction analytique. Cette défini- 
tion de la fonction analytique est une généralisation de la définition 
du n° 5, car il est clair qu’elle admet aussi les fonctions multiformes. 
Désormais, lorsqu'il sera question de fonctions analytiques, nous 
aurons en vue l’analyticité dans ce sens plus général. Lorsqu'il sera 
nécessaire de souligner qu'il est question de l’analyticité au sens 
du n° 5, nous dirons que nous avons une fonction analytique uni- 
forme. 

Nous terminons l'exposé de la notion générale de fonction analy- 
tique par la description des points en lesquels l’analyticité est en- 
freinte — les points singuliers de la fonction. Il ne faut pas penser 
que ces points représentent quelque chose d’exceptionnel, d’anormal 
et, pour cette raison, sont de peu d'intérêt pour les applications. 
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Au contraire, les points singuliers représentent un très grand in- 
térêt pour l’étude des fonctions analytiques car ils renferment toute 
l'information fondamentale sur les fonctions. Le lecteur aura l’occa- 
sion de mieux apprécier cette affirmation lorsqu'il prendra connais- 
sance, par exemple, du chapitre V et qu'il verra les points singuliers, 
pour ainsi dire, « au travail ». Pour l'instant nous vous conseillons 
de vous rappeler que, d’après le théorème de Cauchy-Liouville 
(dans l’énoncé du n° 24), foutes les fonctions analytiques, excepté 
les constantes, possèdent des points singuliers, de vous rappeler les 
passages, déjà assez nombreux, de ce livre où, en partant de l'étude 
des points singuliers, des propriétés importantes des fonctions ont 
été mises au jour (théorèmes du n° 23, remarque donnée à la fin 
du n° 19, etc.). Passons maintenant à l’énoncé des définitions exactes. 

Un point a appartenant au domaine de définition d’une fonction 
analytique ou à sa frontière est dit point singulier de la fonction 
f (z) si au moins l’une des branches de f (z) n’y est pas analytique (*). 

Comme au numéro 22 nous nous limitons à la considération des 
points singuliers de type simple, dits isolés. Le point a est dit point 
singulier isolé de la fonction f (z) s’il existe un voisinage 0 << | z — 
— a | << R tel que f (z) soit prolongeable le long de toute chaîne 
de domaines appartenant à ce voisinage. 

Considérons la chaîne composée des domaines D, (k — 0, +1, 
+2, ...) qui sont les couronnes 0 << | z — a [<< R coupées sui- 
vant un rayon Yo, par exemple arg (2 — a) — 0. Soit f, (z) une branche 
de f (z) uniforme et analytique dans D,. Si les valeurs de f, (z) sur 
les deux bords de la coupure y, coïncident, nous disons alors que a 
est un point singulier de caractère uniforme pour la branche consi- 
dérée (dans ce cas, en vertu du théorème d’unicité du n° 20, les 
prolongements analytiques de la branche f, (z) dans les autres cou- 
ronnes D, coïncident avec fo (2)). De tels points singuliers ont été 
considérés au n° 22. 

Si les valeurs de f,(z) sur les deux bords de la coupure ne 
coïncident pas, nous disons alors que le point a est un point 
singulier de caractère multiforme ou point de branchement ou encore 
de ramification. Ici deux cas sont possibles : 

1. Il existe une chaîne Ds, Di, ..., D, de couronnes qui 
se succèdent, par exemple dans le sens positif (c’est-à-dire 
que le bord inférieur de la coupure de D, est réuni avec le bord 


(*) Un point singulier a ne peut appartenir au domaine d'existence que 
dans le cas où, en plus de la branche de la fonction qui possède en ce point une 
singularité, il existe une branche régulière en ce point. Tel est par exemple le 


5 s 1 . : : 
point z—1 pour la fonction w— VAN il est singulier pour la branche de cette 
Z 


VERS pour laquelle V4 = —1 et régulier pour l'autre branche (pour laquelle 
1 = 1). 


7—0149 
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supérieur de la coupure de D;, le bord inférieur de D, avec le bord 
supérieur de D, etc.), de manière que sur Les bords libres des cou- 
pures de D, et de D,_; (le bord supérieur de D, et le bord inférieur 
de D,-_1) les valeurs de fo (z) et fh-1 (z) coïncident. Alors, d’après 
le théorème d’unicité du n° 20, 


În (2) = fo (2), În+1 (2) = Î (2), CEA RE | font (2) = fai (2) 

et, en général, les valeurs de ÿ, (z), pour 4 variant de —oo à +oo, 
répètent périodiquement les valeurs de fo (2), fa (2), . . ., fn-1 (2). 
Dans ce cas nous disons que a est un point de branchement où de rami- 
fication d'ordre fini n. 

Si dans le cas considéré toutes les branches f, (z), lorsque z —+ a, 
tendent vers une limite finie ou infinie, nous disons alors que a est 
un point de branchement ou de ramification algébrique. Tels sont par 


exemple les points z —0 et z — © pour les fonctions f (z) = La 
et f (z) — = Si la limite des f, (z), lorsque z — a, n'existe pas, 
Z 


nous disons alors que a est un point de branchement ou de ramification 
transcendant. Tel est, par exemple, le point z = 0 pour la fonction 
1 


= 
f(z) — eV 7 (z — © est pour cette dernière un point de branchement 
algébrique). 

2. Dans toutes les couronnes D, de la chaîne les valeurs de la 
fonction sont différentes. Dans ce cas nous disons que a est un point 
de branchement ou de ramification logarithmique. Tels sont par exem- 
ple les points z — O et z — o pour la fonction multiforme w = Ln z. 
Les points de branchement logarithmiques sont des points de bran- 
chement transcendants. 

Dans le voisinage d’un point de branchement a, d’ordre fini n, 
la fonction f (z) admet un développement en série entière généralisée : 


CI R 
[= À aa. (D 


En effet, posons z — a — £"; alors à la chaîne de domaines D, (v = 
= 0, 1, ..., n — 1) correspond dans le plan des Ë une chaîne de 


secteurs adjacents A, de la couronne 0 < | £| << p — BR d’an- 
gles au centre 2. Considérons la fonction composée œ (Ë)— f (a + 


+ £?), en outre, nous choisissons dans chaque secteur A, la branche 
correspondante f, de la fonction . Il est clair que la fonction œ (6) 
est prolongeable d’une manière continue de À, dans A4, A, ... 
..., An et ses valeurs sur les bords libres des coupures de A, et 
A1 coïncident. Donc, le point € — 0 est pour cette fonction un 
point singulier isolé de caractère uniforme et, par conséquent, 
œ (£) est représentée au voisinage du point & — 0 par la série de 
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Laurent 


Lee] 


p (6) — : 2 erb". 
1 
En y substituant € — (2 — a)* nous obtenons le développement (4) 
que nous voulions établir. 

Dans le cas d’un point algébrique a le développement (4) con- 
tient un nombre fini de termes avec X négatifs (il se peut que tous 
ces termes soient absents) et dans le cas d’un point transcendant une 
infinité. 

26. Surfaces de Riemann. Pour terminer ce chapitre, donnons 
la notion de surfaces de Riemann des fonctions multiformes. Ces 
surfaces permettent une illustration géométrique du processus de 
prolongement analytique donné ci-dessus, ainsi que de la notion 
même de fonction analytique multiforme. Soit donnée une fonction 
analytique (multiforme) f (z) définie dans un domaine D du plan 
de la variable complexe z. Convenons de considérer comme des feuil- 
lets distincts les domaines D, servant à construire le domaine D 
au cours du processus de prolongement analytique; nous prenons 
autant d'exemplaires que cette fonction à de déterminations dans 
le domaine considéré D. 

Considérons dans le plan des z une chaîne de domaines D, 
D, ..., D, avec des portions de frontières communes os, Vi9, . .. 
s+. Yn-1,n- Supposons que les domaines D, et D; aient des parties 
communes; de plus, dans certaines d’entre elles, les valeurs de 
fo (z) et de f1 (z) coïncident et dans les autres sont différentes. Pre- 
nons les feuillets correspondant à D, et D; et collons-les suivant la 
ligne correspondant à y. Disposons ces feuillets au-dessus de 
Do Yo UD1, de manière que chaque feuillet se trouve au-dessus 

u domaine correspondant et collons leurs parties disposées au- 
dessus des parties communes de D, et de D; dans lesquelles fo (2) 
et f1 (z) coïncident ; les parties collées sont considérées comme une 
même couche. Au-dessus des parties communes des domaines Do 
et D; dans lesquelles les valeurs de f, (z) et f1 (z) sont différentes, 
nous disposons l’une sur l’autre les parties correspondantes des 
feuillets de manière que deux couches se trouvent au-dessus de ces 
parties de D, et Di. Nous convenons de rapporter la valeur de fo (2) 
au point du premier feuillet disposé au-dessus de z, et la valeur de 
1 (z) au point correspondant du deuxième feuillet ; alors la fonction 


fo (2) dans D, 
f(2)= 4 fo(z)—=f(z) Sur Yor, 
fa (2) dans D; 


est uniforme sur l’ensemble des feuillets ainsi collés. 
Exactement de la même façon nous exécutons les mêmes opé- 


7* 
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rations sur le feuillet correspondant au domaine D, (*), ete. Il peut 
se produire que ce collage des feuillets soit impossible sans inter- 
section ; nous convenons de ne pas prendre en considération de telles 
intersections (cf. la fig. 32 où l’on a représenté le voisinage d'un 
point de branchement du troisième ordre constitué par le collage de 
trois couronnes 0 < |z—a|<R munies de coupures; nous ne 
tenons pas compte des intersections obtenues par le collage des 
couronnes D, et D:). On obtient enfin un morceau de la surface en 
général à m feuillets, étalé au-dessus du domaine D5{JYo1 UDiU ... 
UYn-1 » UD. Si nous effectuons les opérations qui viennent 
d’être décrites pour toutes les chaînes de 
domaines définissant la fonction analytique 
f (2), nous obtenons une surface À en général 
à m feuillets, étalée au-dessus du domaine D. 
C'est précisément cette surface que nous ap- 
pelons surface de Riemann de la fonction f (z). 
Il est essentiel de noter que toute fonc- 
tion analytique peut être considérée comme 
uniforme sur sa surface de Riemann. Pour 
cela il suffit de faire correspondre les 
différentes valeurs de la fonction, qu’elle 
prend en un point quelconque z, à différents feuillets de la 
surface de Riemann étalés au-dessus de ce point. Par exemple, nous 


convenons de rapporter les trois valeurs de la racine 'e — Z, au 
point z Æ zo du voisinage de z5 à trois points de la surface (fig 32) 
qui se trouvent au-dessus du point z. 

Si une fonction w = f (z) est l’inverse d'une fonction uniforme 
z — œ (w) (comme dans tous les exemples que nous avons considérés 
dans le paragraphe 3), il est clair qu’elle réalise une transformation 
biunivoque de sa surface de Riemann sur le plan fermé des w 
ou sur une partie de ce dernier. Quant au cas général, w — f(2) 
transforme une surface de Riemann sur une autre. 


Donnons plusieurs exemples de surfaces riémaniennes simples (**): 


4) Surface de Riemann de la racine w = y. Prenons 
pour D; le plan coupé suivant un demi-axe positif: D, est défini 
2kn << 'arg z<2(k-+ 1)n (k — 0, +1, +2, ...). Prenons dans le domaine 
initial Do une branche ÿ, (z) définie par la condition 0  arg z < 2x et pro- 
longeons-la dans les domaines Di, D», . . ., D,_4. Préparons pour cela nr exem- 
plaires de feuillets ayant la même forme que D, et collons le bord inférieur de 
la coupure du domaine D, au bord supérieur de la coupure du domaine D1, 


(*) De plus, des points z peuvent apparaître au-dessus desquels sont dispo- 
sées trois couches de feuillets—ceci se produit dans le cas où Do empiète sur la 
partie commune de D, et de D; dans laquelle les valeurs de f, (2) et f1 (2) sont 
différentes et si les valeurs de f, (z) y sont différentes aussi bien de celles de 
fo (z) que de celles de fi (z). 

(**) Nous recommandons de confectionner les modèles en papier des sur- 
faces de Riemann considérées ici et de suivre sur ceux-ci les raisonnements 
pue nous allons donner. 
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le bord inférieur de la coupure du domaine D, au bord supérieur de la coupure 
du domaine D>, etc. Les valeurs de f, (z) et de f, (2) sur le demi-axe positif (et 
dans le domaine D, — Do) coïncident. Par conséquent, nous devons coller 
(ne tenant pas compte des intersections qui en surgissent) le bord supérieur 
de la coupure du feuillet Do avec le bord inférieur de la coupure de Dh_1, 


les bords qui sont restés libres. Les valeurs de V2 dans les autres domaines De 
ne font que répéter les valeurs dégagées de 
for fts + + +» fn -11 Par conséquent, la surface 
à n feuillets que nous venons de construire 
n’est autre que la surface de Riemann de 


la fonction w — V3. Elle possède des points 
de branchement algébriques d'ordre nr au- 
dessus des points z — Ô et z — o (cf. la 
fig. 33 où n — 4). 

2)Surface de Riemann de 
la fonction w—Lnz. D; sont les 
mêmes que dans 1). Choisissons dans 
D, une branche w — In |z|+ à arg z, 


où O0 <argz<2n, et prolongeons indé- Ÿ 
finiment cette branche dans le domaine D, # 

pour k— +1, +2, ... Ceci correspond à 

réunir un ensemble infini d'exemplaires de FIG. 33 


feuillets ayant la même forme que D; 
d’après la loi suivante: le bord inférieur de 
la coupure de chaque feuillet D, est collé au bord supérieur de la coupure du feuil- 
let D,+,. La surface de Riemann ainsi obtenue est représentée sur la fig. 34. Elle 
a un point de branchement du type logarithmique au-dessus de z— 0 et z— co. 


3) Surface de Riemann de la fonction w — z+VZ — 1, 
inverse de la fonction de Joukovski. Prenons pour les D, le plan coupé 
suivant le segment [—1, 1] et désignons par fo (z) et 1 (z) les branches de la 
fonction qui transforment D, et D; respectivement dans l'intérieur et l’extérieur 
du cercle unité (cf. n° 7). Etant donné que fo (z) et f1 (z) transforment les bords 
inférieur et supérieur du segment [—1, 1} sur la demi-circonférence supérieure, 
nous devons donc coller le bord inférieur de la coupure du feuillet D, au bord 
Date de la coupure du feuillet D. Nous répétons cette construction avec 
le bord supérieur de la coupure de D, et le bord inférieur de D; qui sont trans- 
formés sur la demi-circonférence inférieure. La surface à deux feuillets ainsi 
obtenue n’est autre que la surface de Riemann de notre fonction; elle a des 
points de branchement du deuxième ordre au-dessus des points z — +14 
(fig. 35) (*). Cette surface ne se distingue de la surface de V/z que par des trans- 
formations homographiques complémentaires; en effet, les transformations 
z = 2 et o=tt changent la fonction w — z+ V7? — 1 en la fonc- 
tion © = V6 (cf. n° 31). 

4) Surface de Riemann de la fonction w — Arcsin z. Nous 
avons vu (n° 9) que la fonction z = sin w transforme la demi-bande Im w >> 0, 


—+- < Re w < .. dans le demi-plan supérieur (**), en outre les rayons (1) 


et (4) de la fig. 36, en bas, se transforment en les rayons x << —1 et x > 1; 
du fait que sin w est impair il découle que la demi-bande Im w < 0, 


(*) Au-dessus de z — oo, la surface est composée de deux feuillets qui se 
Superposent, car ce point n’est pas un point de branchement. 
(**) Nous avons interverti les rôles de z et de w. 
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— 5 < Re w <—- , Se transforme dans le demi-plan inférieur, de plus aux rayons 
(2) et (3) correspondent les mêmes rayons x << —1 et x >> 1 (fig. 36). Ainsi, l’une 
des branches de la fonction w — Arcsin z (nous la notons ÿ, (z)) transforme le 
plan des z muni de coupures suivant les segments (— oo, —1) et (1, œ) (nous le 


FIG. 34 FIG. 35 
notons Ds) dans la bande doi < Re w <<, avec correspondance des 
frontières comme il est indiqué sur la fig. 36. Etant donné que sin (w + n) — 


— —sin w, la bande A, S < Re w 2e a pour image par la transformation 


FIG. 36 


z — sin w le même domaine du plan des z; désignons par D; ce domaine et 
par f1 (z) la fonction qui réalise la représentation inverse. La correspondance 
des frontières de A, et D, est indiquée sur la fig. 36. 

Il est clair que la branche f, (2) est le prolongement analytique de fo (z) 
dans D; et par ce prolongement la fonction z — sin w reste continue sur la 
droite Re w — _ Aussi nous devons coller en croix les bords des coupures des 
feuillets Do et D1: (4) avec (11) et (3) avec (2:). Nous obtenons une surface à 
deux feuillets avec un point de branchement du deuxième ordre au-dessus de 
z — 1 et une coupure au-dessus du rayon (— 0, —1) au-dessus duquel se trouvent 
quatre bords des coupures : (7), (2), (31) et (41). En vertu de la périodicité de la 
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fonction z—sin w, l’ensemble des bandes A2 et A3 se transforme sur une surface à 
deux feuillets analogue, composée des feuillets D, et Det possédant quatre 
bords de coupures libres: (72), (22), (33) et (43). Nous devons réunir les deux 
surfaces construites en collant en croix les 
bords libres des coupures des feuillets 
Di et Da: (41) avec (72) et (8:) avec (22). 
Ceci correspond au prolongement continu 
de la fonction z — sin w à travers la 


droite Re we (fig. 36). De plus, un 


point de branchement qui réunit les 
feuillets D, et D2 apparaît au-dessus 
du point z — —1. Continuant cette cons- 
truction indéfiniment à droite et à gau- 
che de la bande fondamentale A,, nous 
obtenons la surface de Riemann à une in- 
finité de feuillets de la fonction w — 
— Arcsin z. Elle a un ensemble infini 
de points de branchement du deuxième 
ordre au-dessus de z — +1 et un point 
de branchement logarithmique (*) au- 
dessus de z — oo (fig. 37). FIG. 37 
Comme le montre notre construc- : 

tion, la fonction z — sin w réalise une 

transformation biunivoque et continue du plan complexe des w sur la surface 
de Riemann. La fonction inverse w — Arcsin z est uniforme sur cette surface. 
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(*) Pour s'en convaincre, il suffit de considérer le mouvement d’un point 
sur la surface étalée au-dessus de la circonférence | z | — 2. Supposons que nous 
partions d’un point de D, situé au-dessus de z — 2 et que nous nous déplacions 
dans le sens positif. Comme le montre la fig. 36, nous nous trouvons tout 
de suite sur le feuillet D; puis, passant au-dessus de z — —2, nous nous 
trouvons sur le feuillet D:, ensuite, au-dessus de z — 2, sur le feuillet D3, etc. 
D'où apparaît le caractère logarithmique de la singularité au-dessus de z — 00. 


CHAPITRE II 


Transformations conformes 


Ce chapitre est consacré aux transformations réalisées par des 
fonctions analytiques qu’il est convenu d’appeler transformations 
(ou représentations) conformes. 

La notion de transformation conforme est l’une des plus impor- 
tantes en mathématiques. Née de représentations physiques, elle 
a de nombreuses applications fondamentales dans les différents 
domaines de la physique : la méthode des représentations conformes 
résout d'une manière concluante les problèmes pratiques d'hydrody- 
namique et d’aérodynamique, de la théorie de l’élasticité, des théories 
des champs électrostatique, magnétique, thermique et autres. 

Certains problèmes concernant les représentations conformes ont 
été résolus par d’'Alembert, Euler et Gauss (1777-1855). En se référant 
à leurs travaux, Bernhard Riemann, dans sa thèse intitulée « Fonde- 
ments de la théorie générale des fonctions d’une variable complexe » 
(1851), a posé la première pierre de la théorie géométrique des fonc- 
tions et a démontré notamment (bien qu'avec des erreurs) le théo- 
rème fondamental de la possibilité de la représentation conforme 
de tout domaine simplement connexe sur un autre. Dans ses recher- 
ches ultérieures, suivant l'exemple d’Euler, Riemann se servait 
des représentations physiques associées aux transformations confor- 
mes. 

À partir du milieu du XIX°® siècle, les représentations conformes 
sont largement appliquées comme instrument mathématique de 
l'étude de la mécanique des milieux continus. Parmi les promoteurs 
de ces applications, citons avant tout NV. Joukovksi et S. Tchaply- 
guine (pour l’hydrodynamique et l’aérodynamique), G. KXolossov 
et N. Mouskhélichvili (pour la théorie de l’élasticité). 


$ 1. NOTIONS GÉNÉRALES. EXEMPLES 
Nous exposerons dans ce paragraphe la notion de représentation 
conforme et les principes généraux de la théorie des représentations 
conformes. N'ayant pas la possibilité d'en démontrer la totalité 
(la démonstration exige l'introduction de propositions qui sortent 
du cadre de ce livre), nous nous limiterons à expliquer l'essence de 
ces principes et à les illustrer par une série d'exemples. 
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27. Notion de représentation conforme. Supposons que soit 
donnée une transformation continue et biunivoque d'un domaine D 
sur un domaine D*: 


w=f(z) = u(x, y) + iv(z, y). (1} 


Supposons encore que les fonctions u (x, y) et v (x, y) sont déri- 
vables dans ce domaine. Fixons un point arbitraire z, de D et rem- 
plaçons, dans un voisinage de ce point, les accroissements des fonc- 
tions w et v par les différentielles. Par la définition de la différen- 
tielle, Les accroissements peuvent être mis sous la forme 


êv ôêv (2) 
D— Vo gr (Et — To) +37 (Y — Vo) + Ar, 


où les dérivées partielles sont calculées au point zo, Ar — 
= Va 20) + (y — y) et 1, n2 tendent vers zéro lorsque Ar 0. 
Le remplacement des accroissements par les différentielles revient 
à négliger dans les relations (2) les termes 1,AÂr et n2Âr qui sont des 
infiniment petits d'ordre supérieur par rapport aux autres termes de 


2 2 2 \ 
ces formules (nous supposons que(®) + (5) et (2) + (S) 
sont différents de zéro). 


Du point de vue géométrique, cette substitution est équivalente 
à la substitution à la transformation w = f (z) de la transformation 


êv êv 
D— Vo 7, (2 — 20) + 37 (Y — Vo), 
appelée partie linéaire principale de la transformation (1). La trans- 
formation (3) peut être écrite sous la forme 


u = ax + by + 1, 
v = cx + dy —. (4) 


ou 
ôu ôu âv ôv 
= — = — = — d——, 
ôx ? ôy ” arr 0y | 5 
RS 
Un ge MOT y Vos MeV 3 0 ay Yo 


ne dépendent pas de x et de y. C’est une transformation linéaire du 
plan des (x, y). 

Enumérons les principales propriétés des transformations li- 
néaires. Chaque transformation linéaire (4) est définie d'une manière 
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univoque dans tout le plan des z; supposons que le déterminant 
A = ad — bc 


soit différent de zéro se de même, la transformation inverse de (4) 


=+ (du—bv—dlbm), À 


F (6) 
y=-(—cu+av+le— am) 


est définie d’une manière univoque dans tout le plan des w. Ainsi, 
pour À 0, non seulement à chaque z correspond un w, mais à 
chaque w correspond un z, c’est-à-dire que la représentation (4) 
réalise une transformation biunivoque du plan des z sur le plan des w. 

Considérons une famille de droites parallèles de coefficient angu- 
laire k — tg p, c’est-à-dire les droites y — kx + C. En y rempla- 
çant x et y d’après les formules (6), nous voyons qu’à cette famille 
de droites correspond la famille de droites parallèles — cu + av + 
+ lc — am = k (du — bv — di + bm) + CA, de coeïficient angu- 
laire 


& c—+ kd 

Il en découle que la transformation (4) transforme les carrés du 
plan des z en parallélogrammes du plan des w. 

Soient zo — Zo + éÿo et Wo = Uo + iv un couple de points qui 
se correspondent par la transformation (4). On peut représenter 
cette transformation sous la forme | 


U— Up = a (x — Zo) + b (y — Yo), 
A (7) 


et la transformation inverse sous la forme 


2— = + (u Uo) À (0— 0), | 


nn 


(8) 
Y — Yo — — + (u— U0) ++ A (2 — Vo) ï 


(pour établir les formules (7) et (8), il suffit de faire x = x0, . .. 
.., V = v, dans les relations (4) et (6) et de retrancher de (4) et de 

(6) les équations obtenues). Tenant compte des formules (8), nous 

pouvons affirmer que la circonférence de centre au point 2: 


œ — 20) + (y — yo) = 


(*) Dans le cas À — 0 on dit que la transformation (4) est dégénérée, 
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se transforme par la transformation (4) en une ellipse de centre au 
point wo et d'équation: 
(@ + ©) (u — wo) — 2 (bd + ac) (u — wo) (0 — vo) + 

LH (B2+ &) (u— vo) = Ant (9) 
Posons-nous la question: à quelles conditions doivent satisfaire 
les coefficients de la transformation (4) pour que l’image d’une cir- 


conférence soit une circonférence ? Il découle de (9) qu'il faut et qu'il 
suffit que les relations 


bd+ac=0, += + (10) 
soient satisfaites. La première donne _ = . = À, d’où a = Ad, 
b — —hc. En les substituant dans la deuxième équation (10), il 
vient À? = À ou À — +1. 

Le cas À — { nous mène aux relations 
a=d, b = —<c. (11) 
Dans ce cas À = ad — bc = a? = > 0. Posons 
a = d — VA cos &, = —b — VA sin &, 
cela est possible puisque (7 ) + EH = {. La tran- 


sformation (4) s’écrit alors sous la forme: 
u = VA (cos œex — sin œ-y) + l, 
v = VA (sin œ-x + cos œ-y) + m. 
Ces relations peuvent être écrites sous la forme complexe comme suit : 
u + iv = V'A (cos a + isin œ) (x + iy) + l' Lim, 
et elles nous mènent à une fonction linéaire de la variable complexe 
w — Az + B, (12) 


4 


où 
A —VAeië, B=—1l+ im. (13) 
On voit que, avec les conditions (11), la transformation linéaire 
(4) se ramène à une translation du plan des z de vecteur B = 1 + im, 


à une rotation d'angle « — Arg À et à une dilatation de coefficient 
VA = I])A I] (cf. fo 4). 


Dans le cas À — —1 nous avons 
a=—d, b=c (14) 
et Ag? p?<0. En répétant les calculs qui viennent d’être 


faits, nous voyons que la transformation (4) peut être écrite comme 
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suit 

w = —Aeïiaz + B. (15} 
Donc, avec les conditions (14), il faut ajouter aux transformations 
qui viennent d’être énumérées la transformation de z en z, c’est-à- 
dire une symétrie par rapport à l’axe réel (cf. n° 1). 

D'après l'interprétation géométrique des transformations (12} 
et (15) il est clair qu'elles conservent les figures semblables et, en 
particulier, les angles formés par deux droites, qu’elles transforment 
les carrés du plan des z en carrés du plan des w, etc. Les transforma- 
tions linéaires qui jouissent de ces propriétés sont dites orthogonales. 
Ainsi, les conditions (10) sont les conditions d’orthogonalité (*) pour 
la transformation (4). Il est clair que la transformation (12) conserve 
le sens de parcours sur les contours fermés (autrement dit conserve 
l'orientation) tandis que (15) inverse ce sens (change l'orientation). 
Ainsi, les conditions (11) caractérisent les transformations orthogo- 
nales qui conservent l'orientation et les conditions (14) les trans- 
formations orthogonales qui changent cette orientation. 

Revenons aux transformations arbitraires. Une transformation 
biunivoque 


w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) (1) 


d’un domaine D sur un domaine D* est dite conforme si dans un voi- 
sinage de tout point de D la partie linéaire principale de cette trans- 
formation est une transformation orthogonale qui conserve l’orien- 
tation (**). Deux propriétés fondamentales des représentations con- 
formes découlent de cette définition: 

1) La représentation conforme transforme les circonférences infi- 
niment petites en circonférences aux infiniment petits d'ordre supé- 
rieur près (caractère circulaire). 

2) La représentation conforme. conserve les angles des courbes en 
leurs points d'intersection (propriété de conservation 
des angles). 

La première propriété signifie que pour des r petits la circonfé- 


rence C:[z— z9| —r a pour image une courbe C* telle que 
la distance d'un point quelconque de celle-ci à la circonférence 
| w — w5 | = p menée par un point quelconque de la courbe C*, 


image de C par la transformation considérée, est un infiniment petit 
d'ordre supérieur par rapport à r. La deuxième propriété signifie 
LL 


(*) Remarquons qu’on aboutit aux mêmes conditions d'’orthogonalité 
si l’on exige que l’angle de rotation 8 — æ de tout rayon arg z — y ne dépende 
pas de l’angle 

(**) La transformation w = f (z) est dite transformation conforme de deuxiè- 
me espèce si sa partie linéaire principale est une transformation orthogonale qui 
change l'orientation. 
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que l’angle au point zs de deux courbes arbitraires li et l'> est égal 

à l’angle au point w, des images l'* et l'? de ces courbes (*) (fig. 38). 
Tenant compte des formules (5) et (11) nous pouvons écrire les 

conditions pour que la transformation (1) soit conforme: 


Ou dv êu ov 
0x 0j" y x! (16) 
en outre, on doit avoir 
êu \2 êv \2 ; 
A=(+) +(4) =1f GP #0, (17) 


car si À — 0, la partie linéaire principale de la transformation w = 
— (2) est dégénérée, ce qui est en contradiction avec les conditions 


FIG. 38 


d’après lesquelles la transformation est conforme. Ainsi, ces con- 
ditions coïncident avec les conditions de Cauchy-Riemann (n° 5) de 
différentiabilité (analyticité) d'une fonction f (z) dans un domaine D, 
de plus l'inégalité (17) montre que la dérivée f’ (z) doit être partout 
différente de zéro. 

Nous avons encore 


TE êu PE 
ce 37 = VAcosa, = 7 —VAsina, 


d'où il est facile d'obtenir l'interprétation géométrique de la dé- 
rivée d’une fonction de la variable complexe. Nous avons 
If(I= VA; argf(=a, (18) 
c'est-à-dire que le module et l'argument de la dérivée f’(z) sont res- 
bectivement le coefficient de dilatation et l'angle de rotation de la partie 


(*) Pour démontrer cette ponte il suffit de remarquer que l’angle de 
deux courbes est par définition l’angle de leurs tangentes et que la partie linéaire 
Principale d’une transformation dérivable transforme la tangente d’une courbe 
Tk en la tangente de son image T%. 
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linéaire principale de la transformation w — f (z) au point z ou, autre- 
ment dit, le coefficient de dilatation et l'angle de rotation de la trans- 
formation w — f(z) au point z. 

Les raisonnements que nous venons de donner nous conduisent 
à la conclusion suivante: 

Pour qu'une fonction w = f (z) réalise la représentation conforme 
d'un domaine D, il faut et il suffit qu’elle soit dans ce domaine Â) uni- 
valente, 2) analytique et 3) que partout dans D la dérivée f' (z) soit 
différente de. zéro. 

Remarquons que si f’(20) — 0, alors au voisinage du point 2, 
le développement taylorien de la différence f (z) — w, est de la forme 


1 (2) — wo = € (Z — 20)" + Cn+1 (2 — Zo)" *1 + ..., (19) 


oùr > 2etc, = 0 (cf. n° 20). Il en découle que pour des | z — z, | — 
— r petits la représentation réalisée par la fonction f (z) diffère 
de la transformation 


W — Wg = Cn (Z — Zo)" (20) 


par des infiniment petits d’ordre supérieur. Mais la transformation 
inverse de (20) a en w, un point de branchement d'ordre n, c’est-à- 
dire que la transformation (20) n’est pas univalente dans le voisinage 
du point z9. Par conséquent, la transformation w = f (z) n’est pas 
univalente dans le voisinage de z,. Aïnsi, la condition 3) qui vient 
d'être énoncée peut être rejetée, car elle découle de la condition 1) (uni- 
valence de la transformation). 

Remarquons de même que, inversement, la condition f (20) 0 
assure l’univalence de la transformation dans un voisinage suffisam- 
ment petit du point z0, Ce qui se démontre de la même façon que 
la proposition précédente. Cependant, si la condition f' (2) Z 0 
est satisfaite en chaque point d’un domaine D, il n’en découle pas 
encore que la transformation est univalente dans tout ce domaine, 
même si ce domaine est simplement connexe. Par exemple, dans 
la demi-couronne 1 << |z|<2, 0 < argz< 1, la transformation 


w = 4 est évidemment non univalente, mais en tout point de la 
demi-couronne ae = 423 Æ0. 

Pour terminer nous dirons quelques mots sur les transformations 
réalisées par les fonctions uniformes non univalentes dans un domaine 
D. Nous avons vu (n° 26) que ces fonctions w — f (z) réalisent une 
transformation biunivoque d’un domaine D sur la surface de Rie- 
mann À de la fonction inverse z = @ (w). Soit P un point de la surfa- 
ce À se trouvant au-dessus du point w, et distinct d’un point de 
branchement et supposons qu'au point P corresponde un point 
du domaine D. Ceci signifie qu’il existe une branche @, (w) de la 
fonction multiforme œ (w) telle que @ (w05) — z5. Au point zo la 
dérivée f1 (0)  O, car, dans le cas contraire, comme on le voit du 
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développement (19), P aurait été un point de branchement de la 
surface À. Ainsi, la fonction f (z) réalise la transformation biunivo- 
que d’un voisinage suffisamment petit de z, sur un voisinage du 
point w,. Il est clair que cette transformation est conforme. 
Ainsi, la fonction w — f(z), uniforme, non univalente dans un 
domaine D, réalise la représentation conforme dans un voisinage suffi- 
samment petit de chaque point z9 en lequel f'(20) = 0. Les points en 
lesquels f’(z) — 0 ainsi que leurs images sur les surfaces de Riemann 
sont dits points de branchement ou de ramification (par exemple la 


: 1 1 : 
fonction de Joukovski w — 3 (z + —) a les points z — +1 comme 
points de branchement, la fonction w — sinz les points z — 


= (2k +1)5 , ete.). 


28. Problème fondamental. Ayant une fonction analytique quel- 
conque nous pouvons considérer différentes représentations con- 
formes réalisées par celle-ci. Tout domaine D, dans lequel cette fonc- 
tion est univalente, peut être transformé conformément à l’aide de 
cette fonction sur un domaine D*. Ainsi, nous pouvons obtenir dif- 
férents exemples de représentations conformes qui illustrent géo- 
métriquement la fonction considérée. En fait, nous nous sommes déjà 
occupés de ce problème au $ 3 du chapitre précédent où toutes les 
transformations considérées étaient univalentes dans les domaines 
correspondants et réalisées par des fonctions analytiques (elles. 
étaient donc conformes). 

Cependant, en pratique, un grand intérêt est suscité par le pro- 
blème inverse, beaucoup plus difficile, qu’il est convenu d’appeler: 

Problème fondamental de la théorie des 
représentations conformes. Etant donnés deux do- 
maines D et D*, on demande de construire une fonction réalisant la 
représentation conforme de l’un de ces domaines sur l’autre. 

Tenant compte de ce qu’il n'existe pas d’algorithmes suffisam- 
ment simples pour résoudre ce problème, la théorie des représenta- 
tions conformes se développe dans les directions suivantes: 

1) élucider les conditions générales d’existence de la représenta- 
tion conforme et de son unicité; 

2) définir différentes classes particulières de domaines dont les 
représentations peuvent être réalisées à l’aide de combinaisons de 
fonctions élémentaires ; 

3) étudier, à l’aide des propriétés générales des fonctions analy- 
tiques, différentes propriétés des représentations conformes en fonc- 
tion de la forme des domaines à transformer ; 

4) élaborer des méthodes approchées de représentations con- 
formes. 

Arrêtons-nous sur le premier problème. Avant tout, il est clair 
que le problème fondamental de la représentation conforme est irré- 
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soluble sous la forme générale énoncée ci-dessus. Ainsi, un domaine 
multiplement connexe ne peut être transformé d’une manière biuni- 
voque et continue sur un domaine simplement connexe. Sans nous 
arrêter sur la démonstration complète, nous indiquerons les raisons 
pour lesquelles cette transformation est impossible, Supposons qu’une 
telle transformation d’un domaine multiplement connexe D sur 
un domaine simplement connexe D* existe. Prenons dans D une cour- 
be fermée C contenant à son intérieur des points extérieurs ou frontiè- 
res de D (une telle courbe existe toujours). L'image de € par la trans- 
formation considérée est une courbe fermée C* appartenant à D*. 
Si, en restant dans D*, on réduit d’une manière continue la courbe C* 
à un point wo de D*, alors, en vertu de la continuité de la trans- 
formation, la courbe C, tout en restant dans le domaine D, se réduit 
d’une manière continue à un point de D, ce qui évidemment est im- 
possible puisqu'il existe à l’intérieur du contour C des points qui 
n’appartiennent pas à D. 

De plus, par exemple on ne peut transformer d’une manière con- 
forme le plan fermé ou le plan ouvert des z sur un domaine borné 
D* du plan des w. En effet, s’il existait une pareille transfor- 
mation, la fonction w = f (z), qui établit cette transformation, se- 
rait alors analytique dans tout le plan ouvert et bornée en même 
temps puisque toutes ses valeurs appartiendraient au domaine D*. 
Mais alors, d’après le théorème de Cauchy-Liouville (n° 17), f (2) 
devrait être constante, ce qui est absurde. 

Néanmoins, pour deux domaines simplement connexes quelcon- 
ques dont les frontières contiennent plus d’un point, il s'avère pos- 
sible de transformer d’une manière conforme l’un des domaines sur 
l’autre et cela par un nombre infini de procédés, notamment on peut 
arriver à faire se correspondre deux points fixes quelconques et deux 
directions quelconques issues de ces points. En d’autres termes, on 
a le théorème suivant connu sous le nom de théorème fon- 
damental de la théorie des représentations 
conformes: . 

Théorème. (B. Riemann, 1851). Quels que soient les domaines 
simplement connexes D et D* (de frontières composées de plus d’un 
Point) et quels que soient les points z0 de D et w, de D* et le nombre réel 
@o, il existe une et une seule représentation conforme 


w = f (2), (1) 
du domaine D sur le domaine D*, telle que 
f()=w0, arg f (20) = &. (2) 


La démonstration de l'existence des représentations conformes 
exige un instrument spécial sortant du cadre de ce livre et pour cette 
raison nous l’omettons. Ne tenant compte que de l'existence, dé- 
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montrons l’unicité de cette représentation conforme lorsque les 
conditions de normalisation (2) sont données. 

Considérons d’abord un cas particulier lorsque les domaines D 
et D* sont les cercles unités | z | 1, | w | << 1, et zo = wo = &5 = 
— 0. Nous devons montrer dans ce cas que si w — f (z) réalise la 
représentation conforme du cercle | z | << { sur le cercle | w | 1, 
avec f (0) = 0 et f’ (0) => 0, alors 


fG) = 2. 


La démonstration est basée sur le lemme de Schwarz (n° 15). Puis- 
que pour |z | << Â nous avons | f (z) [<< À car w = f (z) transforme 
le cercle | z | << 1 sur le cercle | w | << 1, d’après ce lemme, on a 


PRORESERE 


Appliquant ce même raisonnement à la fonction inverse de 
f (z) nous obtenons: 
EARSFAURE 


Donc, |f(z)|= |z|et, d’après ce même lemme, 
f(z) = ei z. 


Or, par hypothèse f’ (0) > 0, donc & = 0 et f (2) =. 
Passons au cas. général. Supposons qu'il existe deux représen- 
tations conformes de D sur D*: 


w—fi(z), w=f(2), 
qui vérifient les conditions 
fi (Go) = f2 (20) = wo, arg fi (20) = arg f: (20) = &o. 


Transformons d’une manière conforme le cercle | | << 1 sur le 
domaine D à l’aide de la fonction 


2 = @p(t); p(0) =, (0) > 0, 
et le domaine D* sur le cercle | © | 1 à l’aide de la fonction 
o = vÿ(w); YP(wo)—=0, arg d (w6) = —&. 
Il est clair que les fonctions 
o = F0) =vplña(e (OO) © = F2(0 — [fe (O)] 


réalisent les représentations conformes du cercle | 6 | < 1 sur le 
cercle | & | 1, avec 


F1 (0) = F3 (0) =0, arg Æ° (0) = arg F, (0) = 0. 


D'après ce qui vient d’être démontré, F1 (6) = F; (6), mais alors 
hi (2) = f2 (z) et l’unicité de la transformation est démontrée. 
8—0149 
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Pour terminer, donnons une généralisation du théorème de Cau- 
chy-Liouville (n° 17), qui est une conséquence immédiate du théo- 
rème de Riemann. 

Si une fonction w — f (z) est analytique dans le plan ouvert et 
si elle ne prend pas les valeurs appartenant à un arc de courbe y, elle 
est alors constante. 

En effet, soit © — @ (w) une fonction qui réalise la représenta- 
tion conforme de l'extérieur de l’arc de courbe y sur l'intérieur du 
cercle unité (cette fonction existe d’après le théorème de Riemann 
et, évidemment, n’est pas constante). Considérons la fonction com- 
posée © = @ [f (z)] — g (z); elle est analytique dans le plan ouvert 
et toutes ses valeurs sont intérieures au cercle unité, donc, 
d’après le théorème de Cauchy-Liouville (n° 17), cette fonction est 
constante. Mais si g (z) est constante, alors la fonction j (z) est aussi 
constante. Ce qui achève la démonstration. 

En particulier, la fonction f (z) est par exemple constante si elle 
est analytique dans le plan ouvert et si toutes ses valeurs appar- 
tiennent à un demi-plan (elle ne prend pas alors les valeurs qui appar- 
tiennent à un arc de courbe quelconque du complémentaire de ce 
demi-plan). 

29. Correspondance des frontières. Donnons les principales pro- 
positions concernant la correspondance des frontières qui s'établit 
pendant la représentation conforme des domaines. Pour plus de 
commodité, introduisons sur la frontière C du domaine D un paramè- 
tre réel s, longueur de l’arc de courbe comptée à partir d’un point 
fixe de la courbe C, de manière que l’on ait sur € & = € (s). Soit f (z) 
une fonction continue sur un domaine fermé D, nous posons alors 
sur la frontière C de ce domaine: 


FE (s)} = p(s), 
p (s) est appelée la fonction frontière de la fonction f (z). 

Donnons sans démonstration le théorème de la cor- 
respondance des frontières. 

Théorème 1. Soit w = f(z) une fonction qui réalise la re- 
présentation conforme des domaines à frontières bornées D et D*. Alors 

1) f (z) est continue sur la frontière du domaine D et la fonction 
frontière w — f(E) = œ@(s) donne une correspondance continue et bi- 
univoque entre Les frontières des domaines D et D* ; 

2) si les frontières de D et de D* ont en chaque point une courbure 
continue (donc boïrnée), la fonction frontière @ (s) est continûment 
différentiable. 

De plus, on suppose partout que les points frontières multiples 
sont comptés autant de fois que l'indique leur ordre de multipli- 
cité ; ainsi sur la fig. 39 les points des deux bords des coupures cd 
et de sont considérés distincts (à ces bords correspondent différents 
arcs frontières c*d* et d*e*), les points b* et f* aussi (il leur cor- 
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respond aussi des points différents b et f). Si l’on n’exige pas dans 
la première partie du théorème que la frontière de D* soit bornée, 
alors la fonction œ (s) est continue en tous les points de la frontière 
de D qui correspondent aux points à distances finies. Pour les points 
qui correspondent au point à l'infini de la frontière de D* (il peut 
y en avoir plusieurs si ce 
point est multiple) la fonc- 
tion —— est continue. 


pts) 


Donnons encore, tou- 
jours sans démonstration, 
plusieurs résultats plus 
précis qui concernent l’exis- 
tence de la dérivée de la 
représentation conforme sur 
la frontière du domaine. 
Le premier d’entre eux a été 
obtenu par C. Carathéodory 
en 1929: 

1) Si une fonction w —  : (z), f (0) = 0, réalise la représentation 
conforme du demi-plan supérieur sur un domaine D dont la frontière 
C, au voisinage du point w =— 0, est une courbe continue et si, de 
plus, il existe des circonférences passant par w = 0 dont l’une est 
complètement intérieure à D et l’autre complètement extérieure 
à D, alors, lorsque z — 0 par les points du demi-plan supérieur, la 
limite : 


existe. 

En 1931, ce résultat a été amélioré par M. Lavrentiev et P. Bes- 
Sono. 

2) Si au voisinage du point w — 0 la frontière C est rectifiable (*) 
et se trouve entre les deux courbes v = + |[u |, 0<a<îi, 
2 s) 


et lim —— = 1, où w (s) est l’abscisse d’un point courant de C, dont 
s—0 
la db suivant € au point w — Ü est égale à s, alors la limite: 
lim LLC 0<y<oo, 
20 Z 
Imz>0 
existe. 


En pratique le résultat de O. Kellogg est suffisant. Pour l’énon- 
cer on convient d'appeler arc de courbe de Liapounov un arc de courbe 
rectifiable qui possède en chaque point une tangente telle que 
l'angle 8 de cette tangente avec l’axe des x, comme fonction de la 


(+) C'est-à-dire que chaque arc de courbe possède une longueur déterminée. 
8* 
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longueur d’arc s, satisfait à la condition de Hôlder 
FO (2) — D (4) [<< EX [82 — a fe, 


où À est une constante et 0  & < 1. On a le théorème suivant. 

Théorème. Si une fonction w = f (z) réalise la représenta- 
tion conforme d'un domaine D, dont la frontière contient un arc de 
courbe de Liapounov c, sur un domaine D* et si, de plus, c est trans- 
formé en un arc de courbe de Liapounov c*, alors la dérivée f (z) existe 
sur c, ne s'annule pas et satisfait à la condition de Hôülder. 

Le lecteur trouvera la démonstration du théorème de Kellogg 
dans le livre de G. Golouzine [6], p. 468. 

Remarquons encore que les conditions de normalisation (2), 
dans le théorème fondamental du n° 28, qui contiennent trois para- 
mètres réels zo, Yo (Zo + Vo — 20) et &o, peuvent être remplacées 
par une condition sur la correspondance de trois couples de points 
appartenant aux frontières de D et D*: 


fa) = ux (= 1, 2,3), (1) 


pris arbitrairement mais en conservant leur ordre de succession lors- 
qu’on décrit les frontières (*). Nous démontrerons cette proposi- 
tion plus loin (n° 35). 

Dans la pratique des représentations conformes l'important théo- 
rème suivant est dans un certain sens la réciproque du théorème 1 
connue sous le nom de principe de la correspon- 
dance des frontières: 

Théorème 2. Soient donnés deux domaines simplement con- 
nexes D et D* de frontières C et C*, de plus le domaine D* est borné. 
Si une fonction w = f (2) 

1) est analytique dans D, continue sur D et 

2) réalise la transformation biunivoque de C sur C* avec conser- 
vation du sens de parcours, 
elle réalise alors aussi une représentation conforme (univalente) du 
domaine D sur le domaine D*. 

Pour démontrer ce théorème nous aurons recours au principe 
de l'argument (n° 23). Pour toute valeur complexe w, que f (z) ne 
prend pas sur la frontière € du domaine D, le nombre des w,-points 
de la fonction f (z) dans D est égal à 


N (wo) = 37 Ac arg {f (2) — un}, 


où Ac arg {f (2) — w,} est la variation totale de arg {f (z) — wo} 
lorsque z décrit le contour C (cf. formule (13) du n° 23; la fonction 
f (z) n’a pas de pôle dans le domaine D puisque f (z) est continue). 


(*) Les conditions (1) ainsi que les conditions (2) du n° 28 renferment trois 
paramètres réels, car la position d’un point sur la frontière d'un domaine est 
définie par un paramètre. 
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En vertu de la correspondance biunivoque et continue entre les 
points des contours € et C*, nous avons: 


Ac arg {f (2) — wo} = Ac arg (w — wi). 


Mais il est clair que Ac: arg (w — wo) est égale à 2x pour tous les 
points w, intérieurs à C* et nulle pour tous les points extérieurs 
à C*. Donc pour tous les points w, intérieurs à C*, N (wo) = À, 
et pour tous les points extérieurs à C*, NV (wo) — 0. Aïnsi, la fonc- 
tion w = f (z) prend dans D une fois et seulement une fois toute 
valeur de D* et ne prend aucune autre valeur, c’est-à-dire qu'elle 
réalise la représentation univalente de D sur D*. Le théorème est 
démontré. 

Le fait que le domaine D est borné n’est pas utilisé dans la dé- 
monstration. Cependant, si le domaine D* n’est pas borné, c’est-à- 
dire s’il contient à son intérieur (*) ou sur sa frontière le point à 
l'infini, le principe doit être précisé. Nous devons avant tout dans 
son énoncé rejeter la condition de continuité de f (z) sur D puisque 
f (z) cesse d’être continue au point qui correspond à w — oc. Mais 
alors, sans restriction complémentaire, ce principe cesse d’être vrai. 
Par exemple, la fonction w — 73 réalise une correspondance continue 
(excepté au point z — œ) et biunivoque entre les points de l’axe 
des x et les points de l’axe des u avec conservation du sens de par- 
cours, mais, toutefois, elle n’est pas univalente dans le demi-plan 
supérieur. En effet, par cette transformation le demi-plan supérieur, 
c'est-à-dire l’angle d'ouverture x, se transforme dans un angle d’ou- 
verture 3x qui recouvre deux fois le demi-plan supérieur (et une 
fois le demi-plan inférieur). 

Le cas d’un domaine D* non borné est important en pratique; 
étudions-le maintenant en détail. On a deux théorèmes (nous con- 
servons les notations introduites ci-dessus et la condition 2) imposée 
à la fonction f (z)). 

Théorème 3. Soit D* un domaine qui contient à son inté- 
rieur le point à l'infini. Le principe de la correspondance des frontières 
reste en vigueur si l’on remplace la condition 1) par la condition 


1") f (2) est continue sur D et analytique dans D, sauf en un certain 
point intérieur 2, en lequel elle a un pôle du premier ordre. 

Pour démontrer ce théorème nous aurons de nouveau recours au 
principe de l’argument. D'après ce principe, pour chaque point w 
qui n'appartient pas à C* le nombre des w,-points de la fonction f (z) 


(*) Si un domaine D contient à son intérieur le point z — oo, il faut alors 
définir la notion de transformation conforme en ce point. Cette définition peut 
être obtenue au moyen de la projection stéréographique, en passant sur la sphère 
de nombres complexes. Cf. aussi n° 31 où cette question sera étudiée en détail. 
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vérifie la relation 
1 1 
N (w5) — 1 — Ac arg {f (z) —wo} — Se Acx arg (w —w5) 


(à l'intérieur du contour C* il y a exactement un pôle du premier 
ordre). 

Puisque le domaine D* contient le point à l'infini, C* est alors 
parcouru dans le sens négatif, c’est-à-dire que Ac+ arg (w — w5) 
est égal à —27 si wo se trouve à l'intérieur de C* et à 
O0 si wo est extérieur à C*. Ainsi V (wo) — 1 pour tous les 
points intérieurs du do- 
maine D* et N (wo) = 0 
pour tous les points ex- 
térieurs, ce qu'il fallait 
démontrer. 

Le théorème suivant 
concerne le cas des do- 
maines contenant le point 
à l’infini sur la frontière. 
Comme le montre l’exem- 
ple de la fonction w = 7 
donné ci-dessus, pour 
que le principe de la 
correspondance des fron- 
tières soit conservé, il 
faut imposer dans Ce cas des restrictions supplémentaires. 

Supposons d’abord que le domaine D* n'ait qu'un seul point 
pareil, c'est-à-dire que w — soit un point simple de la frontière 
C* ; supposons encore que les branches de C* s’éloignant à l'infini 
possèdent des asymptotes (*). Désignons par Br (0<B<2) l'angle 
formé par ces asymptotes et mesuré comme l'indique la fig. 40 
(sur cette figure les cas B — 0 et B — 2 sont représentés séparément ; 
le complémentaire du domaine est hachuré). Supposons que le point 

= oo correspond au point 6 du contour C'; nous désignons par 
an (0 << x < 2) l'angle des tangentes au contour C en ce point. 
Supposons encore qu'au voisinage du point Ëo la fonction f (z) soit 
un infiniment grand d’ordre u, c'est-à-dire qu'il existe une constante 
À Æ 0, oœ telle que lorsque z tend vers le point &o par les points 
du domaine D, la limite 


im {/(z)(c0—&)"}=A (u>0) 2) 


260 


FIG. 40 


existe. 


(*) Pour le point à l’infini cette condition est l’analogue de la condition qui 
dit qu'une courbe est une fois continûment différentiable par morceau. 
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Dans le cas considéré, le principe de la correspondance des fron- 
tières ne peut être appliqué directement vu que f (z) devient infinie 
sur le contour C. Il s’avère que pour que le principe soit conservé, 
il faut imposer une restriction sur l’ordre de croissance u de la fonc- 
tion réalisant la représentation. On a dans les conditions et nota- 
tions adoptées ci-dessus : 

Théorème 4. Le principe de la correspondance des frontières 
reste en vigueur si l’on remplace la condition 1) par la condition 


1") La fonction f (z) est analytique dans D et continue sur D partout 
sauf au point Co et elle est un infiniment grand d'ordre u avec 


2 
p< He eo 
dans son voisinage appartenant à D. 


Pour démontrer ce théorème retranchons du domaine D le cerclel z — 6ol <P 
de rayon petit et de centre au point &; nous désignons par y, l’arc de cir- 
conférence appartenant à D, la partie restante du contour C par C, et le contour 
Cr y par C. Le principe de la correspondance des frontières est applicable 
au domaine D de frontière C. 

Soit w, un point quelconque du domaine D*. Puisque w, est fini et que 
f () —+ o lorsque z + Ëo, on peut alors choisir 1c rayon r aussi petit que l’on 
veut pour que Îa partie du domaine D que l’on a retranchée ne contient aucun 
w,-point de la fonction f (z). Alors N (w0), le nombre des w,-points de la fonc- 
tion f (z) dans le domaine D, est égal au nombre des points semblables du domai- 
ne D, et, d’après le principe de l’argument, nous avons 


1 1 1 
N (0) = 37 AS arg {f (G)—w0}= 5 Act 5x Avr (4) 


Pour calculer le premier terme, remarquons que lorsque le point z décrit Cr, 
le point correspondant w décrit dans le sens positif la courbe C'* sauf un certain 
arc se trouvant dans un petit voisinage du point w — ©. Donc 


Ac, = Act arg (w — wo) = (2 — f) x + O (r), (5) 


où C* est l’image de l’arc de courbe C; et O(r) désigne une quantité qui tend 
vers zéro avec r (ultérieurement, au cas de besoin, nous utiliserons ce symbole, 
il désignera aussi bien des quantités réelles que complexes). 

Pour calculer le second terme, utilisons la condition (2) en représentant 
f (z), au voisinage du point £,, sous la forme 


He A0) 


(2— 60)" 
On peut alors affirmer que 
A+0 (GE) 
(z— 60)" 
car la quantité w9 (z — 69), un infiniment petit lorsque r —+ 0, peut être in- 


cluse dans le symbole O(r). Puisque À + 0 et est une constante, le premier 
terme tend donc vers zéro lorsque r +0; il résulte de la fig. 40 que 


À,,— A, arg —A,,arg {440 (}— A, arg (z— Lo), 


120 NS CH. 1I. TRANSFORMATIONS CONFORMES 


Ay, arg (z — 60) = —an + 0 (r), donc 

Ay, = aux + 0 (r). (6) 
Substituant les expressions (5) et (6) dans la formule (4), nous trouvons N (w;) — 
4 ue + O (r), d'où, lorsque r +0, il vient 


N (on) = 1+ EE Éè (7) 


Or d’après la restriction (3) sur la croissance de j (z) on a au — $ << 2 et nous 
déduisons de la formule (7) que N (w5) 2; d'autre part, N (wo) — 


=+ (2 — 6 + au) = 0, puisque au > 0 et B < 2. Mais l'intervalle ouvert 


(0, 2) ne contient qu’un seul nombre entier, à savoir 1, donc N (wo) = 1. 

Nous avons démontré que toute valeur w, du domaine D* est prise une 
fois et seulement une fois par la fonction f (z) dans D. Si le point w, appartient 
à l'extérieur du domaine D*, alors nos raisonnements restent encore vrais si 
l’on remplace (2 — $) x par —fn dans la formule (5), et à la place de la for- 
mule (7) nous avons alors 


N (9 = b. @) 


C'est pourquoi, dans ce cas nous avons —1 << N (wo) << 1 et, par conséquent, 
N (wo) — 0, c'est-à-dire que la fonction j (z) ne prend dans le domaine D aucune 
valeur qui n’appartienne pas à D*. Ainsi la fonction w — f (z) réalise la repré- 
sentation univalente de D sur D*, et le théorème est démontré. 


Remarquons que dans les conditions du théorème démontré nous 
avons U — Ê (cela découle des formules (7) ou (8)), c’est-à-dire qu’au 
voisinage du point Go 


À 
OT 
Supposons en particulier & = ff — 1, c'est-à-dire que & et 
w — © ne sont pas des points anguleux. Alors l'inégalité (3) devient 
u << 8. Ainsi, la fonction f (z) doit être un infiniment grand d'ordre 
inférieur à trois au voisinage du point £o. L'exemple de la fonction 
w — 23 qui précède le théorème 3 montre que, dans le cas considéré, 
le théorème est exact, c’est-à-dire qu’un infiniment grand d’ordre 
trois n’assure déjà plus l’univalence de la transformation. 

Donnons enfin la proposition suivante: 

Si w — oœ est un point multiple d'un contour C*, alors, pour que 
le principe de la correspondance des frontières reste valable, il sujfit 
que la condition (3) soit satisfaite au moins en un point (*) Co du con- 
tour C, image du point w = oo. 

En effet, retranchons de D les cercles voisinages | z — &, | rx 
(k = 0,1,2, ..., nr —1, où n est l’ordre de multiplicité du point 


{1+0 (r)}. (9) 


(*) Ces points sont en nombre égal à l’ordre de multiplicité du point fron- 
tière w — co du domaine D*. 
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w = œ) de tous les points £;, images du point w = oo, et désignons 
par D le domaine ainsi obtenu. Pour toute valeur w, n’appartenant 
pas à C* (donc finie) choisissons r; aussi petit pour que le nombre des 


w,-points de la fonction f (z) dans les domaines D et D soit le même. 
Faisons tendre maintenant ro vers zéro en conservant ri, Fo, . .. 

… ln lixes. Ici on peut répéter textuellement la démonstration 
du théorème précédent, par conséquent, N (wc) = 1 pour tous les. 
points de D* et N (ws) — 0 pour tous les points w, n’appartenant 
pas à D*, ce qui achève la démonstration. 

Nous allons donner (n° 30) plusieurs exemples où l'on applique 
le principe de la correspondance des frontières. 


30. Exemples. 1) La fonction 
4z 
PET Fr 


Lei? 
(1+ ei9y2 cost À 


Elle établit donc une correspondance biunivoque entre les points de la circon- 
férence unité et les points du rayon w >> 1, v — 0. Cette correspondance est. 
partout continue, excepté au point £o — —1, au voisinage duquel 
DT lee. A 
TA 

Ici on peut appliquer le théorème 4 du n° 29, puisque a = 1, B — 2, et 
la condition (3) est satisfaite. Par conséquent, la fonction (1) réalise une repré- 
sentation conforme univalente du cercle | z | 1 sur le domaine obtenu'en. 


prend les valeurs w— sur la frontière du cercle unité. 


FIG. 41 


retranchant du plan des w le rayon u > 1, v — 0. On a représenté sur la fig. 44 
es réseaux de courbes qui se correspondent par la transformation considérée ; 
dans le plan des w ce réseau est orthogonal puisqu'il est l’image conforme d’un 
Téseau orthogonal du plan des z (les circonférences | z | — const et leurs rayons). 
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2) Considérons un cas plus général. La fonction 


nr> z 
= VE —————— (2) 
ren 
pour n — { coïncide avec la fonction de l’exemple précédent. Elle prend les 
eiP < 1 


RFr7 : 2 sur 
valeurs w— y'4 sur la circonférence unité. Portons 


PC PE UT UN 
(ein PHA4)2/7 (cos) {nn 


FIG. 42 


sur la FRSODIRTence unité les sommets d’un polygone régulier à n côtés: Az — 
> T : T 

= #1 net les milieux des arcs qu’ils engendrent: B,—e FR age 

— 1, 2, ..., n) (fig. 42). La quantité © — cos décroît de 1 à 0 sur l’arc 


de circonférence 412, (nous prenons arg & — 0 sur cet arc); sur l'arc de cir- 


conférence 8,42 elle varie de O0 à —1 (sur cet arc nous prenons arg © — —x); 
sur l’arc de circonférence 42B, de 1 à 0 (nous prenons comme pour l’arc B;,42 
arg © — —x); sur l’arc de circonférence B,4, de O0 à 1 (nous prenons arg © — 


— —2n), etc. (fig. 42b). D'après ce qui vient d’être dit, sur l’arc de circonfé- 
rence A:1B1, le module du point image w croît de 1 à + et l'argument est 
nul ; sur l’arc de circonférence B;,42 le module de w décroît de +o à 1 et 


z , 25 , : à : 

l'argument est égal à _. ; sur l’arc de circonférence A42B; le module de w croît 
2 

de 4 à +oo (comme pour l’arc B142 arg o—+) ; Sur B:43, le module de w 


TE & 27 424 : PE : 
décroît de + co à { et arg © — 2 , etc. Ainsi le point w décrit successivement 
des n rayons 


argo—(k—1) #, Jwl>1 (k=1,2,...,n), (3) 
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chaque rayon étant parcouru deux fois dans des sens opposés (fig. 42c). L’image 
de la circonférence | z | — 1 par la transformation considérée a le point w — 
comme point multiple d'ordre nr auquel correspondent les points B, (k — 
= 1, 2, ..., n) de la circonférence. Puisque chaque point B, est un zéro 
R 
(G—B3)°/" 


D'après le principe de la correspondance des frontières (théorème & avec a; =, 


simple de z*+ 1, dans son voisinage w Æ , où C} est une constante. 


Ê =+), la fonction (2) réalise la transformation conforme univalente du 


cercle | z | < 1 sur le plan des w duquel on a retranché les rayons (3). 


! 
| 
| 
) 


f 
| 
| 


'e 


FIG. 43 


3) Réalisant la transformation complémentaire w — 7 du plan des w 
1 
nous obtenons la transformation 


2 
ñ 
__ 1 (+1) 
Lau PE (4) 
du cercle unité sur l'extérieur d’une « étoile » composée de nr rayons 
lw|<1, argo—(x—1) # (h—1,2, ...,n) (5) 


(fig. 43; nous écrivons de nouveau w au lieu de w,). Pour n — 2 nous avons 


ee (+) , c’est-à-dire que nous retrouvons la transformation de Jou- 


kovski (cf. n° 7). 
4) Considérons maintenant le cercle unité |z|< 1 duquel on a retranché 
des segments de longueur a 


1—a<|iz|<1, argz—(k—1) À {x—1,2,...,n) (6) 
(fig. 44a). On vérifie facilement à l’aide de la méthode donnée ci-dessus que 
la fonction 
1 (+1) 


PA 


À 
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de l’exemple précédent transforme ce domaine sur l’extérieur d’une « étoile » 
dont la longueur des rayons est 


1 [Ua +172 


Î+a A 12 (7) 
et semblable à l’«étoile» (5) (fig. 44b). L'homothétie 2 — = donne une 
étoile dont la longueur des rayons est égale à l'unité, alors la fonction 

w=g(a)=[5°+V2 1], (8) 


inverse de la fonction (4), transforme l'extérieur de cette « étoile » sur l’inté- 
rieur du cercle unité. Ainsi, la fonction 


we (50) (9) 


réalise la représentation conforme du cercle unité duquel on a retranché n seg- 

ments (6) sur l’intérieur du cercle unité. 
Sous forme développée la formule (9) est assez volumineuse, c’est pourquoi 
il y a intérêt à obtenir une formule approchée, commode pour les calculs. Sup- 
posons que la quantité a est petite; alors, il vient de (7), en négligeant les infi- 
niment petits d'ordre supérieur à 4?, et en utilisant la formule de Taylor que 

2 
sen = : 
«1 [ane +200 æ | +a+a? —1= Hs 
Æ e 


Z* 


On trouve d’une manière analogue, en négligeant les infiniment petits d’ordre 
supérieur à &, que 


a=p 1 7 Ua) (5) 


27 


et d’après la formule (8) 
2 
# na \ z+1 (27 + 1)2 ñ 1+zn 
222 


Substituant la valeur de a, trouvée plus haut, nous avons: 


was (1+% HT). (40) 


4 1—2r 
Cette formule est valable pour les points qui ne sont pas trop voisins de 
21 
À (R—1)— 


points Ag = e %. Pour a — 0, on a w = z, ce qui devait avoir lieu. 
5) Considérons la fonction 


w — z +ez. (11) 


Posant. 2=2+ iy, w — u + iv, nous avons! u — x + eT COS Y, 0 = y + 
+ e* sin y, d’où il découle que sur les droites y — -kn, limitant la bande 
— TH << y <a, on à les relations u — x — e*, v — -n, c'est-à-dire que ces 
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droites se transforment en les rayons —00 << u << —{, » — -kn, parcourus 
deux fois (la fonction u — x — e* atteint son maximum uw — —1 pour x — Ü). 
Le principe de la correspondance des frontières ne peut être appliqué, mais 
l'analyse directe de la fonction montre qu'elle réalise une représentation con- 


forme de la bande —n << y << n sur un domaine qui s'obtient du plan des w 


FIG. 45 


en y retranchant les deux rayons —0o0 << w << —1, v = +n. On a représenté 
sur la fig. 45 la correspondance des courbes par cette transformation (on a donné 
es moitiés supérieures des domaines, la transformation des moitiés inférieures 
est symétrique). 

6) La fonction exponentielle 


w = € (12) 
transforme les droites parallèles y = k (x — a), y = k (x — a2) (k - 0, co) 


1kR(x—a,,) : % : 
en les courbes w — e*e Ÿ (v=1,2). Introduisons les coordonnées polaires 
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w — peig dans le plan des w; nous avons p — e*, 0 — % (x — ay), soit encore 


P=puer, (13) 


OÙ Py — eV (v = 1, 2). Ce sont deux spirales logarithmiques semblables. 
Si & (az — a) < 21, alors, dans le plan des z, la longueur des segments verti- 
caux, compris entre les droites, est inférieure à 2x, et la transformation est. 


FIG. 46 


univalente dans la bande comprise entre celles-ci (cf. n° 8). En faisant varier 
a de a; à a, on peut se convaincre que la fonction exponentielle réalise la trans- 
formation de cette bande sur la bande comprise entre les deux spirales loga- 
rithmiques (fig. 46). Si k (az — as) — 2n, alors les deux spirales coïncident et 


7 
FIG. 47 FIG. 48 


aous obtenons la transformation sur le plan duquel on a retranché cette spirale. 
Pour k (az — a) > 2n la transformation n'est pas univalente. 
7) La fonction 


1 
w—=In = (14) 
1 1 .T— 5 
prend les valeurs w—In ——=In Li sur la frontière du cercle 
1— ei? . P 2 
2sin 3 


unité; posant w — u + iv et éliminant le paramètre @ nous obtenons l'équation 
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de l’image de la circonférence unité: 


(15) 


Cette équation est celle de la chaînette d’égale résistance (fig. 47). D’après 
le principe de la correspondance des frontières, nous trouvons que la fonction 


FIG. 49 


(14) réalise la représentation conforme du cercle unité sur l’intérieur de cette 
courbe. 
8) La fonction 
w — 2 (16) 
où encore, en coordonnées polaires, p = r?, 0 — 2, transforme la circonfé- 
rence r — cos en la cardioïde 


p= cost à = _ (1- cos 8) (17) 


(fig. 48). D'après le principe de la correspondance des frontières, la fonction 
(16) réalise la représentation conforme de l’intérieur de cette circonférence sur 
l’intérieur de la cardioïde. 

9) La fonction 


w — V/2, (18). 
ou encore p—V/r, 0— + où p — arg z varie de + à D transforme la 


circonférence de l'exemple précédent en la branche de la lemniscate p — V/cos 26 
(fig. 49). D'après le principe de la correspondance des frontières, la fonction 
(18) réalise la transformation de l’intérieur de cette circonférence sur l'inté- 
rieur de la branche de droite de la lemniscate. 
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Ce paragraphe est consacré aux méthoodes les plus simples de 
résolution du problème fondamental de la théorie des représentations 
conformes : le problème de la détermination des fonctions qui réali- 
sent la représentation conforme d’un domaine donné sur un autre. 
On y donne suffisamment d'exemples pour que le lecteur prenne 
Connaissance des procédés qui permettent de résoudre ce problème 
en choisissant d’une manière convenable les combinaisons de fonc- 
tions élémentaires (si cela est possible). Ce choix suppose une con- 
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naissance parfaite de la géométrie des fonctions élémentaires, c’est 
pourquoi on recommande de revoir le $ 3 du chapitre I avant d’en- 
treprendre la lecture des numéros 33 et 34. Nous accordons égale- 
ment une grande place aux méthodes particulièrement importantes 
pour la pratique, qui permettent d'obtenir des formules approchées 
des représentations conformes. 

La manipulation des représentations conformes simples exige 
que l’on ait fréquemment recours aux fonctions homographiques. 
Nous entreprenons à présent l’étude de leurs propriétés géométriques. 
Notons que les transformations réalisées par les fonctions homographi- 
ques sont très intimement liées à la géométrie de Lobatchevski ; cepen- 
dant, nous ne nous arrêterons pas sur ce lien (*). 

31. Transformations homographiques. C’est ainsi que nous appel- 
lerons les transformations réalisées par les fonctions homographi- 
ques 


a (0 

où a, b, c et d sont des constantes complexes, avec ad — bc =£ 0 (**). 

La fonction (1) est définie dans le plan fermé des z (sa valeur 

au point z = — _ est égale à co et au point z — oc à lim w = —). 
Puisque la dérivée 

= Re (2) 

existe partout pour z Æ — 2 , la fonction (1) est donc partout analy- 


tique dans le plan fermé des z, excepté au point z = — qui est 
un pôle d'ordre un de cette fonction. L’équation ({) est résoluble 
d’une manière unique par rapport à z 

ne @) 
en outre, la fonction (3) est définie dans le plan fermé des w 
(sa valeur au point w — + est égale à oo et au point w— oc à — 2) | 


C’est pour cette raison que la fonction homographique réalise une 
représentation univalente du plan fermé des z sur le plan fermé des w. 

1! est facile de voir que la fonction homographique est l’unique 
fonction qui possède cette propriété. Notamment, on a le théorème 
suivant. 


(*) Cf. Markouchévitch [2], pp. 111-118. 
(**) Pour ad — bc — O0 nous avons + == + , et la fonction (1) se réduit 


à une constante. 
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Théorème 1. Si une fonction f (z) est partout univalente et 
analytique dans le plan fermé des z, excepté au point C, elle est 
alors une fonction homographique. 

En effet, C ne peut être un point singulier essentiel pour la fonc- 
tion f (z), car alors, d’après le théorème de Sokhotski (n° 22), f (z) 
serait évidemment non univalente. D'après le théorème de Cauchy- 
Liouville (sous la forme donnée au n° 24) C ne peut être un point 
singulier éliminable. Ainsi, le point C est un pôle, de plus, il est 
du premier ordre, puisqu’au voisinage d’un pôle d'ordre supérieur 
la fonction n’est pas univalente. Si C co, alors la partie princi- 
pale de la fonction f (z) dans un voisinage du point € a la forme E. } 
retranchant cette partie principale de f (z) nous obtenons une fonc- 
tion  (z) = f (z) — > qui n’a pas de singularités dans le plan 
fermé (l’unique point singulier pour œ@(z) aurait pu être le 
point C, mais il est un point singulier éliminable car l’on a retranché 


de œ(z) la partie principale). Par conséquent, œ (z) = À est cons- 
tante et la fonction 


B 
f(=A4+ 


est une fonction homographique. Si € = o, alors la partie princi- 
pale de la fonction j (z) est de la forme Az, et de la même manière 
on montrerait que f (z) — Az + B, c'est-à-dire qu’elle est une fonc- 
tion linéaire entière. Le théorème est démontré. 

La formule (3) montre que la fonction inverse d'une fonction 
homographique est encore une fonction homographique. Il est facile 
de vérifier que la fonction composée de fonctions homographiques 
est encore une fonction homographique. 

Etudions les propriétés géométriques de la fonction homographi- 
que. 
Si c — 0, alors la fonction (1) se réduit à une fonction linéaire 
entière dont les propriétés géométriques ont déjà été étudiées (n° 4). 
Pour étudier les propriétés géométriques de la fonction (1), lorsque 
c =£ 0, représentons-la sous la forme 


B 
RTE (4) 
où À, Bet C sont des constantes (*) et considérons cette transforma- 
tion comme la transformation composée des transformations: 


@)z—2—C; (ba 2; (c)w—A+Bz. (5) 


21 


. .(*) Pour pouvoir représenter la fonction (1) sous la forme (4) il suffit de 
diviser dans l’expression (1) le numérateur par le dénominateur suivant les règles 
de la division des polynômes. 


S—0149 
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La transformation (a) se ramène à une translation, la transforma- 
tion (c) à une translation et une rotation suivie d’une dilatation. 
Il reste à étudier la transformation (b) qui, en changeant les nota- 
tions, s'écrit sous la forme 
Avec les coordonnées polaires z— re, w — pe® la transformation (6) 
s'écrit sous la forme 
1 | 

Pr, Ve. (7) 
Il est commode de considérer la transformation (7) comme composée 
de deux transformations plus simples du point de vue géométrique : 


1 
(@) Pi: Bi; (B) P—=Rp4, O— —06:. 


La transformation (B) est une transformation de symétrie par 
rapport à l’axe réel. La transformation (x) est une inversion, c’est- 
à-dire une transformation de symé- 
trie par rapport à la circonférence 
unité (cf. n°2). 

En général, nous dirons que les 
points z et z* sont symétriques par 
rapport à la circonférence 
Co: 1Z2—20 | = Rosi 

1) ils se trouvent sur un même 
rayon passant par Z; 

2) 12 — 20 112% — 20 | — À. 
(Le procédé de construction des 
points symétriques exposé au n° 2 

FIG. 50 reste valable dans le cas général.) 

La transformation qui fait cor- 

respondre à chaque point z du plan le point z* symétrique par 

rapport à la circonférence C, est appelée symétrie par rapport à cette 
circonférence ou inversion. 

Démontrons la propriété fondamentale des points symétriques : 
les points z et z* sont symétriques par rapport à la circonférence Co 
si, et seulement si, ils sont les sommets d’un faisceau de circonférences 
orthogonales à la circonférence Co. 

En effet, soient z et z* des points symétriques par rapport à Co 
et Tune circonférence arbitraire passant par z et z* (fig. 50). Menons 
par le point z0 la tangente à la circonférence T. D’après le théorème 
bien connu, le carré de la longueur de cette tangente |z° — z9 |? 
est égal au produit de la sécante | z* — zQ | par sa partie extérieure 
1z — 2 |, c’est-à-dire 


12 — 20 P = 12 — 20 112% — 20 |. 
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Puisque z et z* sont symétriques par rapport à Co, ce produit est 
égal à R? et, par conséquent, | 7° — z5 | — Ro. Ainsi, la tangente à 
T'est un rayon de la circonférence C5, c’est-à-dire que Test ortho- 
gonale à Co. 

Inversement, si z et z* sont les sommets d’un faisceau de circon- 
férences {T°} orthogonales à la circonférence C,, ils se trouvent alors 
sur une droite passant par Z, puisque cette 
droite appartient au faisceau (*). La tan- 
gente Z,z à une circonférence quelconque 
T est un rayon de la circonférence C; et, 
d’après le même théorème, | z — z9/+| 2*— 
— 29 | = R3, c'est-à-dire que z et z* sont 
symétriques par rapport à Co. Ainsi, la 
propriété est démontrée. 

Il découle entre autres de cette pro- 
priété que, dans le cas où la circonférence 
Co dégénère en une droite, la symétrie 
par rapport à la circonférence devient une FIG. 51 
symétrie ordinaire. ‘ 

L’inversion par rapport à une circon- 
férence quelconque C, est une transformation conforme de deuxième 
espèce (qui ne conserve pas l'orientation). En effet, soient z, et Ro 
le centre et le rayon de la circonférence C5, alors, pour le point 
z* symétrique du point z par rapport à C,, on peut écrire la formule 


et NULS (8) 


car il en découle que | 2* — 2, | | 2 — z9 | — ÆR5 et arg (2* — 25) — 


— arg (z — z0). Par conséquent, l’inversion ne diffère de la trans- 
formation conforme 


R$ 
2— 20 
que par une symétrie supplémentaire par rapport à l’axe réel dans 


le plan des w, c’est-à-dire qu'elle est une transformation conforme 
de deuxième espèce. 


Montrons que l'inversion transforme toute circonférence C du plan 
fermé en circonférence (caractère circulaire). 

En effet, soit d’abord C une circonférence qui passe par le centre zo 
de la circonférence C, par rapport à laquelle on fait l’inversion 
(fig. 51). Construisons une droite C* perpendiculaire à la droite des 


2 
centres des circonférences Coet C et distante de pa de zç (Ro et R sont 


W = 2o+ 


(*) Dans le plan fermé on considère les droites comme un cas particulier 
des circonférences : ce sont des circonférences passant par le point à l'infini. 


9* 
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les rayons de Co et €). La similitude des triangles z4*z* et 


| F3 201 _ JE] 
zo24 (fig. 51) nous donne Tea EU ou | Z— 2, |X 
X 12% — 20 | = |E — 20 [| É* — 2 | = 2R>5E — R5. Par consé- 


quent, les points z et z* sont symétriques par rapport à Co. Ainsi, 
nous avons démontré que le point symétrique d’un point quelconque z 
de la circonférence C se trouve sur la droite C*, c’est-à-dire que C* 
est la transformée par inversion de la circonférence C. Si, en parti- 
culier, C est une droite passant par zo, alors la transformée de cette 
droite par inversion coïncide évidemment avec cette dernière. 

Soit maintenant C une circonférence ou une droite qui ne passe pas 
par le point z,. Construisons le point z, symétrique de z, par rapport 
à C et considérons le faisceau de circonférences {T°} de sommets en 
Zo et Z. Puisque toutes les circonférences Î passent par z,, d’après 
ce qui vient d’être démontré, par inversion par rapport à Co le 
faisceau {T'} se transforme en un faisceau de droites {T*}. Le sommet 
de ce faisceau coïncide évidemment avec le point z° symétrique du 
point z, par rapport à Co. D'après la propriété des points symétriques, 
toutes les circonférences {T'} sont orthogonales à C, et comme l’in- 
version conserve les angles (nous avons démontré ci-dessus qu’elle 
est une transformation conforme de deuxième espèce), l’image C* 
de la circonférence C est orthogonale au faisceau de droites {T*}. 
Ïl en découle que C* est une circonférence. La propriété est démon- 
trée. 

On démontre de la même manière une autre propriété importante 
de l’inversion: l’inversion transforme tout couple de poinis z et 22 
symétriques par rapport à une circonférence arbitraire C en un couple 
de points 2 et > symétriques par rapport à la circonférence C*, image 
de la circonférence C (propriété de conservation des points symétri- 
ques). 

En effet, construisons le faisceau de circonférences {l'} de som- 
mets en z et z. Par inversion il devient un faisceau de circonféren- 
ces {T*} de sommets z' et z;. Puisque les circonférences l sont ortho- 
gonales à C, les circonférences l'* sont orthogonales à C*. Il en dé- 
coule que z* et z sont symétriques par rapport à C*. La propriété 
est démontrée. 

Puisque la transformation w — _ est composée de deux symétries 


{symétrie (4) par rapport à la circonférence unité et symétrie (B) 
par rapport à une droite), elle jouit aussi bien du caractère circu- 
laire que de la propriété de conservation des points symétriques. 
Or, comme les autres transformations qui composent toute transfor- 
mation homographique (transformations (a) et (c) de la formule (5), 
c'est-à-dire une translation et une translation et une rotation suivie 
d’une dilatation) possèdent évidemment ces propriétés, celles-ci 
sont vraies aussi pour toute transformation homographique. 
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Démontrons que toute transformation homographique (1) con- 
serve les angles dans le plan fermé des z. 


à L d 
Cela est évident pour tous les points z, excepté z — ——etz = co, 
car en ces points _ = 0 existe (cf. (2)). Pour parler de conservation 


des angles aux points z = — 2 et 3 — co, il faut introduire la notion 


d'angle au point à l'infini, de plus, on peut évidemment se limiter 
à la définition de l’angle de 
deux droites. Par angle au 
point à l'infini entre deux 
droites on comprend l’angle 
au second point (à distance 
finie) d’intersection de ces 
droites pris avec le signe 
contraire (sur la fig. o2a 
l'angle à l'infini formé par 
les droites I et II est néga- 
tif). Il est évident que les 
transformations (a)et (c) con- FIG. 52 
servent partout les angles. 

Il reste à montrer que la transformation (b) ou, ce qui revient 


a) 


a : 1 ; 
au même, la transformation w — - conserve les angles aux points 
3 = 0et z — oo. Mais ceci se voit directement de la fig. 52 et de la 


définition qu’on vient de donner (la transformation w = _ fait 


correspondre à la droite arg z — œ la droite arg w = —). 

Nous énonçons sous la forme du théorème suivant les propriétés 
fondamentales des transformations homographiques qu'on vient 
de démontrer dans ce numéro. 

Théorème 2. Toute transformation homographique 


__az+b 
[ cz+d”? 


réalise la représentation conforme univalente du plan fermé des z sur 
le plan fermé des w. Cette transformation 

1) transforme toute circonférence du plan fermé des z en une 
circonférence du plan fermé des w (caractère circulaire); 

2) transforme tout couple de points symétriques par rapport à une 
Circonférence C en un couple de points symétriques par rapport à l'image 
de C (propriété de conservation des points symétriques). 

Pour terminer donnons, sans les établir, les formules d’après 
lesquelles on peut calculer l’image des droites et des circonférences 
par une transformation homographique (1). 


ad—be=Æ 0, 
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a) Aux droites Re (Az) — «&, qui ne passent pas par le point 
Zz = — _ (x = —Re (2. 2) correspondent les circonférences | w — 
— Wo | = 6, où 
_ 2aac+ ad À + bch 
2a | «(2 + 2 Re (cd à) ” 
, | (ad — bc) À | 
2al c[2+2Re(ca À) l° 


9 


5m 
(9) 


b) Aux droites Re (Àz) — — Re (à 2), qui passent par le point 


z — +, correspondent les droites 
ad—bc , — ad— bc a 
Re { = lv) — Re ( = 12). (10) 
c) Aux circonférences |z—z|—7r, qui ne passent pas par le 
point z2— — £ (rÆ|a+< Je correspondent les circonférences 
[w—uw|—p, où 
__ (azo+-b) (20 + d) — acr? _ r|ad—bc| 
M fmpaiteen  PTæpan-ppe (1) 
d) Aux circonférences |z—2,| —|2+£ correspondent les droites 


ad—be —\  [ad—bc|2+ 2 Re {c (azo+-b) (ad —bc)} 12 
(re v) - Te (ro + a) CR) 
On établit ces formules par un calcul direct. 

Exemple. Trouvons l’image de la droite y — x + 2 par la transfor- 


mation w— it ; puisque la droite ne passe pas par le point z — 1, elle se 


transforme en une circonférence de centre et de rayon calculés d’après les for- 


mules (9): 
2—i i+1 3 
a 
ici a — b — c — 1, d — —1, et comme l'équation de la droite s'écrit sous la 
forme Re {(—i — 1) (x + iy)} = 2, on à À = —i — 1 et a — 2). 


32. Cas particuliers. Etudions d’abord les conditions qui déter- 
minent une transformation homographique. Comme le montre la 
définition (1) du n° 31, ces transformations sont définies par 4 coeffi- 
cients a, b, cet d. Etant donné qu’au moins un de ces coefficients est 
différent de zéro et qu’on peut donc le supposer égal à l'unité, divi- 
sant par ce coefficient le numérateur et le dénominateur de la frac- 
tion, la transformation homographique dépend pratiquement de 
trois paramètres complexes ou de six paramètres réels. 
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11 est donc clair qu'une transformation homographique se dé- 
finit par des conditions qui conduisent à six relations indépendantes 
entre Les parties réelles et imaginaires des coefficients. Ces conditions 
sous la forme la plus simple consistent à donner dans les plans des z 
et des w deux triplets arbitraires de points z,, 22, Z3 et WU, Wo, Wa qui 
se correspondent par la transformation. 

Pour construire la transformation qui vérifie cetle condition, 
considérons un plan auxiliaire des & et construisons les transforma- 
tions homographiques des plans des z et des w sur ce plan transfor- 
mani les triplets de points donnés en 0, 1 et æ. Ces transformations 
sont faciles à écrire: 

LD — 04 Us — 3 
223 %—% De WW; WoW (1) 

Eliminant £ nous obtenons la transformation homographique 
du plan des z sur le plan des w, qui fait correspondre respectivement 
aux points Z, Z et 2, les points w,, w: et w2:; cette transformation 
s'écrit comme suit: 


W—U1  Vy—W3 2— ZA Ze (2) 
W—W3z Wa — Wi Z— 23 Zo — 21 


Démontrons que la transformation donnée par la formule (2) 
est l’unique transformation homographique qui vérifie la condition 
imposée. En effet, s’il existe deux transformations distinctes w — 
= {, (z) et w — l2 (2), alors en appliquant la seconde transforma- 
tion (1) que nous désignons par & = Z (w), nous obtenons deux trans- 
formations homographiques distinctes 


== L(, = 1 (Ge Le, 


faisant correspondre aux points z, (4 — 1, 2, 3) les points 0, { et co. 
Considérons maintenant la transformation 


= Le [Lst (EM, 


où Z;! est la transformation inverse de Z;. Elle est homographique, 
on peut donc la mettre sous la forme 


=. (8) 
La transformation (3) conserve évidemment les points 0, 1 et oo. 
Vu la correspondance des points à l'infini, il vient c — 0 et, par 
conséquent, &" — _ E + 
La correspondance entre deux autres points donne les conditions 


5=0, £ 1. Ainsi, € La [LP (E)]= &', c'est-à-dire que La! 
est l'inverse de Z, et Li = L2:. Mais alors nous avons aussi L = D, 
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ce qui démontre notre affirmation sur l'unicité de la transformation 
(2). 
# Il est aisé de se convaincre de ce que la formule (2) conserve son 
sens aussi dans le cas où l’un des points z, ou w, est le point à l'infini, 
si dans cette formule on remplace par l'unité le numérateur et le 
dénominateur de la fraction où participe ce point (dans la formule (2) 
chaque point participe une fois au numérateur et une fois au dénomi- 
nateur). En effet, soit, par exemple, w3 — oo, z: — oo, alors la 
formule (2) prend la forme 


W — w4 4 __£4—Z 
1 ‘ww  2—z3 1? 
: 3—2] , . . 2 Je S 
ou w = wi + (wW2 — wi)- r et l'on voit immédiatement que 
Z2— 723 


la transformation obtenue résout le problème. Ainsi, on a démontré 
le théorème suivant : 

Théorème 1. Il existe une et seulement une transformation 
homographique du plan fermé des z sur le plan fermé des w, qui fait 
correspondre à trois points arbitraires 2, trois points arbitraires w,. 

De ce théorème découle le théorème 2. 

Théorème 2. Tout cercle du plan fermé des z peut être 
transformé par une transformation homographique en un cercle quel- 
conque du plan fermé des w. 

En effet, prenons sur la frontière C du cercle du plan des z trois 
points z, numérotés dans le sens positif de parcours de ce cercle. 
Si l’on prend sur la frontière C* du cercle du plan des w trois points 
arbitraires w, et si l’on construit, d’après la formule (2), une trans- 
formation homographique, alors cette dernière, en vertu du caractère 
circulaire, met en correspondance les circonférences C et C*. Ainsi, 
d’après le principe de la correspondance des frontières, elle trans- 
forme le cercle À de frontière C sur l’un des deux cercles de fron- 
tière C*. 

En effet, soient X et K* les cercles donnés respectivement dans 
les plans des z et des w et de frontières C et C*. Choisissons sur C 
trois points z, numérotés dans le sens positif de parcours de X et 
trois points w, numérotés dans le sens positif de parcours de K* 
sur C*. Si l’on construit maintenant, d'après la formule (2), une trans- 
formation homographique, cette dernière, en vertu du caractère cir- 
culaire, met en correspondance les circonférences C et C* et, d’après 
le principe de la correspondance des frontières, le cercle K avec l’un 
des cercles de frontière C*. Mais comme les transformations con- 
formes conservent l'orientation (cf. n° 27) et que les points w, sont 
disposés par rapport à K* de la même manière que les points z4 
par rapport à X, À se transforme précisément sur X*. Le théorème 
est démontré. 
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Donnons un cas limite de la formule (2). Proposons-nous de ré- 
soudre le problème de la construction d’une transformation homo- 
graphique si l’on se donne deux couples de points qui doivent se 

u ; | , Pre dw 
correspondre, à savoir Z, Z et w, et w2, et si la dérivée a = ie 
au point z; est donnée. Pour résoudre ce problème, remplaçons la 


FIG. 53 


dernière condition par la condition de correspondance des points 
Z3 = 22 + hk et wa = w2 + ah; alors la transformation est donnée 
d’après la formule (2) 
w— wi — ah :—2 — h 
W—Wo— ah  Wo—Wi  Z2—2—h Z9—2 


Simplifiant les deux membres par —h et passant à la limite lorsque 
hk—- 0, nous obtenons la transformation cherchée 


W—W __ W—W] Z—24 (4) 
W—W>  Zo— 241 2—2 


Considérons maintenant plusieurs exemples importants de trans- 
formations homographiques. 

4) Transformation du demi-plan supérieur sur le 
cercle unité. Donnons-nous un point a dans le demi-plan supé- 
rieur, qui correspond au centre w — 0 du cercle (fig. 53). D’après la 


propriété de conservation des points conjugués, au point a symétrique 
du point a par rapport à l’axe réel doit correspondre le point w — 
symétrique du point w — 0 par rapport à la circonférence unité. 
Donc la transformation cherchée doit avoir la forme 

Z—4«a 


DR, (5) 


Z—€@ 


où k est un facteur constant. Pour k arbitraire cette fonction trans- 
forme le demi-plan supérieur sur un cercle de centre w — 0, puisque 
le point w# — doit être symétrique du point w — 0 par rapport à 
la circonférence de ce cercle. Choisissons À de manière que le cercle 
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soit unité. Pour cela il suffit d'exiger que le point z — 0 corresponde 


à un point de la circonférence unité : | &= | — | 4 | — 1. Ainsi, on 
a 
peut poser À — eït et la fonction 
w = 6% ET. , (6) 
Z—4a : 


avec « un nombre réel quelconque, résout notre problème (changer « 
signifie faire subir une rotation au cercle par rapport au centre w = Ü). 

D'après les propriétés des transformations homographiques, à 
un faisceau de rayons du cercle | w | 1 (c’est-à-dire aux arcs des 
circonférences passant par les points w — 0 et w — co) correspondent 
des arcs des circonférences (appartenant au demi-plan supérieur) 
passant par les points a et a. A la famille de circonférences de centre 
au point w — 0 correspondent des circonférences ayant a et a comme 
points symétriques (cf. fig. 53). 

Voyons encore la transformation inverse de (6), à savoir la trans- 
formation du cercle unité sur le demi-plan supérieur. Supposant 
pour simplifier a = ih purement imaginaire nous obtenons la for- 
mule 


iq 
s=ih Te, (7) 
ee —w 
Posant ici w = e® et multipliant le numérateur et le dénomi- 


ES : | 

nateur par e , nous établissons une correspondance entre les 
points de la circonférence unité et les points de l’axe des x donnée 
par la transformation (7): 


z—hctg 5 : (8) 


La dérivée frontière 
|] Eh RE (9) 
du lie À one = 7 1—cos (8—x) 


est partout continue sur la circonférence, excepté au point w = eix 
qui correspond au point z — co (comparer avec le théorème { du 
n° 29). 

2) Transformation du cercle unité sur lui-même. 
Donnons-nous un point a dans le cercle | z [1, qui doit avoir pour 


image le centre du cercle | w | < 1. Le point a* — symétrique 
a 


s 


de a par rapport à la circonférence unité, doit avoir pour image le 

point w = co; donc la transformation cherchée doit être de la forme 

Z—a Z—a 
= k; 


w = k 
z—a* 


1— a" 
où k et 4, sont des constantes. Choisissons k#; de manière que le cercle 
dans le plan des w soit unité. Pour cela il suffit d’exiger que le point 
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z = À corresponde au point de la circonférence unité: kr = 
= | ki | — 1. On peut donc prendre #1 = eïit, et la fonction 
we T, (10) 
1— az 


avec & un nombre réel quelconque, résout notre problème. Puisque 


[5] = gra 1 re 

: dz Z=a 1—| a (? 

et [a | < 1, géométriquement « est l’angle de rotation de la trans- 
formation (10) au point a: 


= [ar . (11) 


2z—a 


Remarquons que la dilatation de la transformation (10) au point a 


ler (12) 


tend vers l'infini lorsque le point a tend vers la frontière du cercle 
unité. 


FIG. 54 


On a indiqué sur la fig. 54 les courbes qui se correspondent par 
cette transformation. Le réseau dans le plan des z est une partie 
du réseau de la fig. 53. 

Donnons encore la relation qui relie les arguments des points 
correspondants des circonférences unités z — eï® et w — eï (pour 
plus de simplicité nous supposons que & = 0 et posons a = reï®): 


(+72) cos (p— po) —2r 4 
1—2r cos (®— po) + r? QE (13) 


cos (8 <- Po) — 


(*} Pour obtenir la relation (13) il suffit de substituer les expressions de z, 


w et a dans la formule (10), de multiplier les deux membres par e"® et de sépa- 
rer les parties réelles. 
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Passons à un cas plus général. Remarquons que si le rayon du 
cercle dans le plan des z est égal à À, la fonction w = f (z) qui trans- 
forme ce cercle sur le cercle | w | 1, avec les conditions f (a) = 0, 
arg f” (a) — «, a la forme 


w= ein RE 8), (14) 
R2— az 
Cette formule s'obtient de la formule (10) en remplaçant z par F 
ta par 
et a par +. 


3) Transformation du demi-plan supérieur sur 
lui-même. Trouvons la forme générale de ces transformations. Cha- 
que fonction homographique w — l (z) qui réalise la représentation 
du demi-plan supérieur des z sur le demi-plan supérieur des w peut 
être obtenue de la formule (2) en se donnant deux triplets de points 
qui se correspondent, 2, = TZ», Wn — Ux, des axes réels des xet u. 
Puisque les nombres z, et w, sont réels, après transformation, la 
formule (2) se met sous la forme 

_ az--b 
TT cz+d”? 


où a, b, cet d sont des nombres réels. Inversement, toute fonction 
(15) avec des coefficients réels transforme l’axe des x sur l’axe des & 
et, par conséquent, le demi-plan supérieur des z sur l’un des demi- 


plans, supérieur ou inférieur, des w. Nous obtenons le demi-plan 


US - : PR A ; : ie 
supérieur si l’on exige que la dériveé Gr Sur l'axe réel soit positive 


dw ” ad —bc 
Etes ar > 0, 
d’où ad — bc >> 0. Ainsi, la formule (15) avec des coefficients réels 
vérifiant la condition ad — bc > 0 donne la forme générale des 


transformations homographiques du demi-plan supérieur sur lui- 
même. 


(15) 


. 33. Exemples. Donnons quelques exemples de transformations conformes 
réalisées à l’aide de combinaisons de fonctions élémentaires. 
1) Transformation d'une bande sur le cercle 


unité. Soit donnée dans le plan des z la bande D + < Rez <T qu'on 
demande de transformer conformément sur le cercle | w | << 1 avec correspon- 
dance de trois points frontières: f (+5) = +1, f(ico) = i (io désigne le 
point à l'infini dans la direction de l’axe imaginaire du plan des z). Nous fai- 
EN Le une rotation d’un angle droit et nous dilatons de deux fois notre 

ca z — is, (1) 
puis en remarquant que la fonction exponentielle 


PE (2) 
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ue 
à 


; 6 y z 
D, sur le demi-plan de droite Re 2: > 0 ( en effet, zo — e*t 7 Es par conséquent, 


T 


transforme la bande — -- << Im z, < 5 sur laquelle la fonction (1) transforme 


s pe Ne ne 4 AUS à 
1% | = et varie de zéro à l’infini et arg 22 — y, de— 7 à 3) . Il reste à trans- 


former ce demi-plan sur le cercle unité de manière que les points 22 = i, —i, 0 


IS 

T 

A) 64 
4 } 
CA Q u 

FIG. 55 
È 2 : 4 4 . s 
qui correspondent respectivement aux points TE D aient pour 


images les points w — 1, —1, i. Ce problème se résout à l’aide de la formule (2) 
du n° 32 (nous changeons les notations qui y ont été admises) : 


= (Li = fat 
w—i 22 
ou 1 
_ À 2— 
Ti mt+i" (3) 


En substituant dans (3) les expressions (2) et (1) nous trouvons la solution du 
problème 


W=— —— —=tgz (4) 


(cf. n° 9). Etudions la correspondance des courbes par cette transformation. 
Par la transformation (1) la famille des droites verticales Re z — const a pour 
image la famille des droites horizontales que la transformation (2) transforme 
en la famille des rayons arg z2 — const, c’est-à-dire en la famille des « circon- 
férences » passant par les points z2 — 0 et z — oo. Par la transformation homo- 
graphique (3) les images de ces points sont w — i et w — —ài, donc les rayons 
que nous avons considérés se transforment en la famille des circonférences qui 
passent par les points w — —+i. La famille orthogonale des segments Im z — 
= const se transforme en la famille des circonférences qui ont w — -i comme 
Points symétriques (fig. 55). 
La fonction inverse 
1 1 A+ iz 


w = arctg z— Hi 


142 CH. II. TRANSFORMATIONS CONFORMES 


réalise la transformation inverse du cercle sur la bande. Remplaçant ici iz 


ñ L 
par z et iw par -— w1, nous avons la transformation du cercle | z | << À sur 


2H 
la bande de largeur AH: À <imv<T . Elle est de la forme 
ni here. (5) 
1—7z ñ 


(nous omettons les indices de z et de w). La transformation (5) fait correspondre 


aux points z — +1 les points w — + et au point z = à le point w — iT 9 
Sa dérivée 


dw 2H 1 
dz x 41—2? 


n’est infinie qu'aux points z — +1. 

2) Transformation du demi-plan duquel on a 
retranché un segment sur le demi-pla n. Supposons que 
l’on retranche du demi-plan Im z > 0 le segment (a, a + ih). Pour obtenir 
la transformation cherchée nous aurons recours à la transformation w = 7? 
qui double les angles à l’origine des coordonnées et, par conséquent, qui « rec- 
tifie » l'angle entre le segment retranché et l’axe des z. 

Nous faisons donc subir une translation de vecteur a vers la gauche au demi- 
plan des 2: z, — z — a, et appliquant la transformation z: — 2? nous obtenons 
le plan duquel on a retranché le rayon —h? < Re 22 << ©, Im z — 0. Nous 
déplaçons ensuite de vecteur k? vers la droite le plan des 22: 23 — 22 + h?. 
Appliquant finalement la transformation z4 — V/z:, nous obtenons le demi- 
plan supérieur. Ainsi, la transformation cherchée est de la forme 


Z4 —= VG— a +R. (6) 


Effectuant une translation de vecteur a vers la droite du plan des z de 
manière que le point z — a + ik ait pour image le point a, nous obtenons 


w = Wiz = a} +R + a. (7) 
La dérivée de la transformation (7) 


dm _ 2e ; 
Verre “ 


s’annule aux points B et D (en lesquels z — «) et devient infinie au point C 
(en lequel z — a + ih). Aux droites v — vw — const correspondent les courbes 


du quatrième degré 
h2 
= EURE = 9 
y=v J arr PP (9) 


symétriques par rapport à la droite x — a sur laquelle leurs ordonnées attei- 
gnent leur maximum. Pour les grands w, les courbes (9) diffèrent très peu des 
droites (fig. 56). 

Pour k — 0 la transformation (7) se réduit à la transformation identique 
w =— 2. Trouvons la partie principale de la transformation (7) pour les petits A. 
Pour cela nous transformons la formule (7) en négligeant les puissances de h 
supérieures à 2. Appliquant la formule approchée de la racine carrée bien con- 
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nue nous avons 
V4 PE a (10) 
RE MUR USE 
La formule approchée (10) cesse d’être vraie pour les points z voisins du point 
2 


a, car pour éeux-ci la quantité - 


cesse d’être petite. 


3) Transformation du cercle duquel on a re- 
tranché un segment de rayon sur le cercle unité 
(fig. 57). Supposons que l’on ait retranché du cercle | z | < 1 le segment de 


droite [(1 — h) et, 4]. La transformation du domaine ainsi obtenu sur le 


FIG. 57 


cercle unité peut être ramenée à la transformation précédente (7) à l’aide de 
transformations homographiques complémentaires. Cependant, il est plus 
facile d'utiliser les propriétés de la fonction de Joukovski (n° 7). Faisant subir 
une rotation d’angle —a et appliquant la fonction de Joukovski E— 
À 14 
nr: (++) au domaine du plan des z, nous transformons ce domaine 
e 
h2 


sur l'extérieur du segment [—1, 1 + 2h;], où h;=- (*). La trans- 
2h 


idé Va) En us l'image du point z — (1 — h) ia par la transformation con- 
Sidérée est le point 


1 1 h2 
Bag (int) tte 
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ia 
formation analogue o=+ (+5) transforme le cercle du plan des w 


sur l'extérieur du segment [—1, 1]. 11 est facile de voir que la transformation 

on 
E 1+: 
dans les plans des © et des Ë; remplaçant w et & par leurs expressions, nous en 
déduisons la transformation cherchée : 


Uno ( +) (— re (11) 


e 1/7 


transforme l’un sur l’autre les domaines obtenus 


linéaire © — CES A 


Pour h — 0 nous avons k; — 0 et w = z. Trouvons la partie principale de 
la transformation (11) pour les petits k. Pour cela substituons w — z + © 
dans (11) et négligeons les infiniment petits du second ordre par rapport à h4, 
remarquant de plus que © et k, sont du même ordre (de manière que les quan- 
tités d'ordre w? peuvent être négligées). Nous trouvons: 


n ic “ 2 eit 
ab [RS (12) fear, 


e Z e z 
ou 
oO) et z ex 
à 2 + hi p + + 2) & 0, 
ex z ex Zz 
d’où 
ia : 
e z 
© & 42 —— co 
e"t__z 


.. Ainsi, pour les petits »1 et pour les points z pas trop voisins du point 
ex, notre transformation conforme peut être représentée sous la forme 
approchée suivante 

eix +7 
w & 2-+ 32 RTS (12) 


. Dérivant la relation (12) nous trouvons la partie principale de la 

dérivée 

dw eit+z 2hyzeia 

z et __z (e"% — 7)2 
Notons encore le lien qui existe entre les arguments des points z2—eiv et 
w=—ei8 des circonférences qui se correspondent par la transformation (11). 
Séparant dans (12), après avoir fait z—eîp et w—ei0 , les parties réelles et 
posant 0—@p—+Aw, cos 8 & cos g— Ag:sinp nous trouvons (*) : 


ce) : p—a 
—— = —hisinqct ; 
eia — eip 1e 09 8 2 


—sin p-Ag & h-Re {is 


d’où 


0—=9+ Ag = ph: ctg TS ‘ (14) 


{*) Nous prenons les deux premiers termes de la formule de Taylor de 
cos 6 au point 6=@%. 
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4 Transformation du plan duquelonaretranché 
des rayons sur la bande 0 < v < 1H (fig. 58). Pour fixer les idées, 
exigeons que le rayon de gauche se transforme sur le bord inférieur de la bande 
et le rayon de droite sur le bord supérieur (*). Par la transformation homo- 
graphique 

z+-a 
AT 7 a 


nos rayons ont pour image le rayon (0, o), puis l’axe réel à l’aide de la trans- 


formation 
=, zLa 
Zo —= 7/3 = ee “ 
= Va  —. 


Le domaine considéré se transforme alors dans Le demi-plan supérieur. Pour 
obtenir la correspondance désirée des points, transformons ce demi-plan sur 


FIG. 58 


lui-même par une transformation homographique de manière que les images 
des points à l'infini À et C du domaine initial dans le plan des z (c’est-à-dire 
les points 2: — +1) correspondent à 0 et à 


142% _ _k RTS 
ETS TU+Vz a?) 


(4 est une constante positive arbitraire). Il reste à avoir recours à la fonction 


Z23— k 


logarithmique v= + In z; pour obtenir la transformation sur la bande avec 


la correspondance désirée des frontières 
win (+ VA) + Hite = À arch E+ Hie, (15) 


ici + In—— est une constante réelle arbitraire. La transformation (15) 
a 


fait correspondre dans le plan des z aux deux familles des droites u — const et 
v — const les familles des ellipses et des hyperholes de foyers +u. 


(*) Ces conditions ne définissent que deux paramètres réels de la trans- 
formation (elles se ramènent à la donnée de deux couples de points frontières 
qui se correspondent), le troisième restant arbitraire (comparer avec la for- 
mule (15)). 


10—0149 
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5) Transformation de la bande 0<y<2H munie 
de la coupure —o<zr<a, y = H sur la bande 0<v<2H 
(fig. 59). La fonction 

LE 
a=e@8 
transforme la bande ainsi coupée sur le demi-plan supérieur coupé suivant 
ar 


le segment (0, bi) de l’axe imaginaire, où b—e74, La fonction (7) de l’exem- 
ple 2) 


VV ALT He er 


(il faut faire a = 0, À = b dans la formule (7)) transforme ce dernier domaine 


D 
VAUT 
G 
D B 
Â 


FIG. 59 


sur le demi-plan. Ayant recours à la fonction logarithmique nous trouvons 
la transformation cherchée 


6) Transformation 
de la coupure 0O<y<h, r—a sur 


FIG. 60 


(fig. 60). La fonction z — ex (z—a) transforme la bande ainsi coupée sur le 


demi-plan supérieur coupé suivant un arc de circonférence unité. La transfor- 
mation 


_A— 1 _ ri (z— a) 
2 Z1 + Â a ‘h 2 
transforme cet arc sur Je segment (0, bi) de l'axe imaginaire, où b = rs = th = = 
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Utilisant encore une fois la fonction (7) de l'exemple 2) nous trouvons la 
transformation du domaine donné sur le demi-plan supérieur: 


/ Le 
se VAE = J/ 9 pige Et, 


Par cette transformation les points 4 et ÆE ont pour images les points 


F 1+ te = + 1 ; par la transformation homographique 
cos — 
1+ 73 cos ee 
Z4 = 


1 — 23 cos se 
$ 2 


ces derniers ont pour itnages les points 0 etc, puis nous avons recours 
à la fonction logarithmique 


25 —— ]n 44. 
= 4 


Nous obtenons ainsi la transformation sur la bande nécessaire. Le point C cor- 
respond évidemment au point 3; — 0; pour le faire correspondre au point a 
de l’axe réel il faut faire subir à cette bande une translation de vecteur a. Ainsi, 
la transformation cherchée a la forme: 


1 a 


2 2 sh 
DRM Fene arth (cos 2) +a, 
1 — 23 cos — 
2 
ou enfin 
2 sh 9 T(z— a) 2, À |: 
pese {eos 7/ th D  Eie  } 4e (17) 


Pour les petits k l'expression qui se trouve entre accolades et que nous 
notons # se transforme de la manière suivante: 


sue n?h2 ñ (2— a) nr Lo a 
tæ (1 | th EE {14 are 


8 
us. T(:—a) nr? 27% (z— a) } 
RE fa ES (che D 4) 


(nous remplaçous cos, tg et V par leurs expressions approchées et nous négli- 
geons pendant la multiplication les infiniment petits d'ordre supérieur à h?). 
Usant des formules élémentaires des fonctions hyberboliques nous avons: 


niz—a), nh? 


1 
tæth 5 z Hat —a* 


Cherchons maintenant la formule approchée de la transformation conforme 
(7). Remplaçons pour cela dans le second membre de la formule (17) arth £ 
par les deux premiers termes de sen développement taylorien au voisinage du 


10* 
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point É9 = th + (z — a): 


arth & & arth £o+ F2 Œ— Go). 


Substituant les valeurs & et {o dans le second membre nous trouvons 


2h2 2 _ 
1 n2h pi eth TE a) 


2 
DS 2+— z 2 . 


PENTE =; 4sh x (2— a) Lu 


(18) 


7) Transformation d'une couronne circulaire 
excentrique sur une couronne concentrique. Consi- 
dérons d’abord le cas où chaque circonférence frontière de la couronne se trouve 


FIG 61 


à l'extérieur de l’autre circonférence (fig. 61). Construisons sur leur tangente 
commune, comme diamètre, la demi-circonférence l'; elle coupe la droite des 
centres des circonférences de la couronne en deux points a et b qui sont simul- 
tanément symétriques par rapport aux deux circonférences Ci et C2, car la 
droite des centres et la demi-circonférence qui passent par a et b sont ortho- 
gonales aux deux circonférences. D’après les propriétés des transformations 
homographiques la fonction 
2—a 


Der (19) 


transforme les circonférences C; et C: en deux circonférences CŸ et C$ par rap- 
port auxquelles les points w — 0 et w — ©, qui correspondent aux points 
z = aetz — b, sont symétriques. Donc le point w — 0 est Île centre commun de 
C* et de C$. La couronne excentrique qui se trouve entre C; et C, se transforme 
donc en une couronne circulaire concentrique qui se trouve entre CX et C*. 
On à aussi indiqué sur la fig. 61 la correspondance des lignes par cette transfor- 
mation. Le réseau dans le plan des z est une partie du réseau de la fig. 58. 
Par une transformation complémentaire 


wi — In w = In p + i6, (20) 


où 6 varie de —x à +-x. nous transformons la couronne obtenue sur la bande. 
Ceci n’est pas en contradiction avec ce qui a été dit au numéro 28 sur l’impossi- 
bilité de transformer les domaines doublement connexes sur les domaines sim- 
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plement connexes, car la fonction (20) qui réalise cette transformation est mul- 
tiforme. De plus, la fonction (20) donne la représentation univalente du domaine 
sur sa surface de Riemann étalée au-dessus de la couronne sur la bande, et il 
est clair que ce domaine est simplement connexe. 

Le cas où une des circonférences de la couronne se trouve à l’intérieur de 
l'autre se ramène au cas considéré à l’aide de la transformation homographique 


complémentaire z — où c est un point arbitraire qui se trouve entre les 


deux circonférences. 


34. Transformations des lunules circulaires. On appelle lunuie 
circulaire tout domaine limité par deux arcs des circonférences du 


D 


plan fermé (c’est-à-dire, en particulier, par des segments de droite). 
Les exemples que nous allons donner jouent un rôle important 
tant dans les applications que pour le développement ultérieur 
de la théorie. 

1) Transformation de l'extérieur d'un arc de 
circonférence sur l'extérieur d'un cercle. (C’est un 
cas dégénéré : les deux arcs de circonférence frontière de la lunule 
coïncident.) Supposons que les deux extrémités de l'arc AB dans 
le plan des z coïncident avec les points +a et que le cercle dans le 
plan des w passe par ces mêmes points. Supposons encore que le 
milieu de l’arc coïncide avec le point z — ik et le centre du cercle 
avec le point w — ih, de sorte que la tangente à l’arc au point 


2 — a fait l'angle a — 2 arctg À avec l’axe négatif des x et la tangente 


« 7 L TT [e2 
la circonférence au point w — a l'angle B — 7-7 avec l'axe 


à 
positif des w (fig. 62). Nous transformons à l’aide de la fonction 
homographique 

Z—a 


= (1) 


Zi — 
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l'extérieur de l'arc AB sur l'extérieur d'un certain rayon. Puisque 
[&] > 0, l'angle de ce rayon avec l’axe négatif est égal à &. 
_ 


Cherchons ensuite la transformation de l'extérieur du cercle donné 
dans le plan des w sur l'extérieur du rayon obtenu. Pour cela nous 
avons encore recours à la fonction homographique 


w, _ ww —& 
w+a 
qui transforme le cercle sur un demi-plan et sa circonférence sur une 
certaine droite. Puisque [Se pa 0 l'angle que forme cette 
droite avec l’axe positif est égal à B. La transformation 
nef) @ 


transforme donc notre cercle sur l'extérieur du rayon formant l'angle 
2B — n — & avec l’axe positif. Ainsi, ce rayon coïncide avec celui 


FIG. 63 


obtenu par la transformation (1); éliminant z; entre les relations ({) 
et (2) nous trouvons la transformation cherchée 


nel es 


Nous tirons de cette dernière équation 


2 —— 
2=g(w+T), w=2+Vz æ, (3) 

Par la transformation considérée une circonférence arbitraire C” 
tangente à la circonférence C au point w = a se transforme en une 
courbe fermée contenant à son intérieur l'arc AB et ayant au point 
B (2 = a) un point de rebroussement ; cette courbe rappelle le profil 
d’une aile d'avion (fig. 63). 
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La fonction (3) réalise la représentation conforme de l'extérieur 
de cette courbe sur l’extérieur du cercle dont la frontière est la cir- 
conférence C’. 

C'est sur cette remarque qu'est basée la méthode proposée par 
N. Joukovski pour obtenir des classes de profils d'ailes d'avion de 
calcul particulièrement simple (profils Joukovski). 

La forme des profils Joukovski dépend de trois paramètres: a, 
caractérisant la corde de l'aile, À, caractérisant sa courbure et d, 
distance entre les centres des circonférences C et C’, caractérisant 
Y “po de l'aile (fig. 63). 

2) Transformation du demi- plan duquel on a retran- 
ché un segment circulaire sur le demi-plan. La 


fonction z: re transforme le do- 


maine donné (fig. 64) sur le secteur 
&œ ZT arg Z CT. Par conséquent, la 
fonction 


RS NS 5 
22 = (e—*%z;) (= 


FIG. 64 


transforme ce domaine sur le demi- 
plan supérieur. Donnons-nous encore les conditions: w (œ)=— 0, 
w' (oo)—1; puisque pendant la transformation précédente le point 


Z—oo avait pour image le point 2 — 1, ïil faut faire une 
transformation linéaire complémentaire 
k2o k 
PLER on! 


a LI nu ° À 
= (122) 
où la constante k est déterminée par la deuxième condition ci-des- 
œ 
sus. Eu effet, D _— = {1 — (1 — 2j ( = ns 
A Z ! 


d’où, en développant 1: rhône d se trouve entre accolades, nous 
trouvons pour les grands |z |: 


dw ka ELA a \—2 a\T-@ q 
ee (4 
dz i—a \n—a z Zz zè 


Par conséquent 


! (00) = k [TT ) et k="—, 


Enfin nous avons 


w = fi (2247 D (4) 
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où C est une constante réelle arbitraire. Pour trouver la partie prin- 
cipale de la transformation (4) lorsque a et & sont petits, utilisons 
les premiers termes des développements tayloriens. Nous avons: 


T 


Se te 


a œu a? a? 


a aa? aÿ 
mo (+ + er — n2z ++.) (9, 


EE e  . 


et en multipliant cette dernière expression par 


ax 


na 4 (+547 


nous obtenons : 


2 2 2 
w=z (++ ones] +C A 24 const. (5) 


Calculons l’aire o du segment circulaire. Nous avons: 6 = œr? — 


a = a gs qe 
—ZrCosa, oùr— Ts est le rayon du cercle. En négligeant les 
s 13 : , FE a? œ 
infiniment petits d'ordre supérieur nous trouvons: 6 = 2 Van 

a? MAS : Le 
— ctg a) RT : Ainsi, la formule (5) s'écrit sous la forme 
[e] » 
WS3+-—+const. (6) 
Hr4 


Ayant recours à une translation nous obtenons un résultat un peu 
plus général : la fonction 


w æ 24% + const (w (c)= 00, w'(oo)—1) (7) 


réalise la représentation conforme du demi-plan y > 0 duquel on 
a retranché une aire ©, de frontière le segment (b, b + a) et l'arc de 
circonférence de faible courbure, sur le demi-plan v >> 0. 

3) Transformation du cercle duquel on a retranché 
une lunule sur le cercle. Supposons que les points anguleux 
de la lunule soient voisins de eï* et que l'aire © de la lunule soit petite 
(fig. 65). Faisons les transformations homographiques complémentaires 
. L— we ta 

——_——— , W=i —————— 
1+ ze % A+we 

(*) Ici et dans la suite les points de suspension désignent les termes infi- 
niment petits du quatrième ordre. 


$ 2. REPRÉSENTATIONS CONFORMES SIMPLES 154 


des cercles unités des plans des z et des w sur les demi-plans supérieurs 
& et ©. 


2 
La lunule 6 a pour image La lunule o* — ia*O == _ 
z=C 
adjacente au point 6 =: 0. D'après la formule (6) de l'exemple pré- 


cédent nous avons alors 
o* ] 
PO ES SC 
wat © 0: PET 


ou, en revenant aux variables z et w, 


w= ete 
io 

41— ü + : 

LS ta é— 4anë : ce'% (t+-2e "48 
; 5 TO 8 13e 1% 
i+6+ ZE 

(8) 
{nous négligeons partout les infiniment petits FIG. 65 


d’ordre supérieur à 6). Par cette transforma- 

tion le point z—0 a pour image le point w,= Las 

formation homographique complémentaire w, =" qu cercle 
— DD 

sur lui-même de manière que le point wç ait pour avé le point 0, 

nous trouvons 


; faisant la trans- 


ce 
7 8x ô NUE s 
Di ———— à& w (we it — eix), 
1 Aou ed 5x (w°e eia) 
1— w 
8x 


Après la substitution à w de sa valeur approchée (8) et après des 
transformations simples (pendant lesquelles nous négligeons les infi- 
niment pelits d'ordre supérieur à 6) nous avons: 


vies {te LE (00 (9) 


(nous écrivons w au lieu de w,). La transformation (9) établit 
la correspondance suivante entre les points des circonférences 
z= ei et w— eï0 : 


(0 Es ME px 
e &1- 2x ctg D 


Ou (si l’on prend les parties imaginaires et si l’on néglige les 
infiniment petits d'ordre supérieur) 


+ p+- ctg = ‘ (10) 
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Pour le module de la dérivée frontière de la transformation nous 
avons : 


Ge let (11) 


EL sin? LT 


et pour la dérivée à l’origine des coordonnées 
f(O0)# 


4) Transformation d’une bande de laquelle on 

a retranché une lunule sur une bande. Supposons que 
l’on ait retranché de la bande 0 < 

4 << y <AÂ le segment circulaire © de 

À frontière le segment (0, a) de l'axe réel 


(12) 


et l'arc de circonférence de petite cour- 


: — bure (fig. 66). Réalisant les transforma- 
tions complémentaires & = e%7, © = et” 
des bandes sur les demi-plans supé- 

TE , æ rieurs et appliquant la formule (7) 
Y 4 C4 
o* {1 (o] 
DER 
FIG. 66 RUB A 


d£ [2 } 
— -«o—n?o est l'aire de 
dz z=0 


l’image du segment (*), nous trouvons la transformation cherchée 


où 6*— 


1 
= — In o & + — 
ELA PACA | 
(nous avons négligé partout les infiniment petits d'ordre supérieur 
" à ( 
à o). Effectuant la translation de vecteur + du plan des w nous avons: 
6 et?+1 


DR EE 34 Reth Le. (13) 


Par une translation supplémentaire du plan des z nous obtenons un 
résultat plus général: la fonction 


Si+TC euh 2 ) + const (14) 


réalise la représentation conforme de la bande 0 y << 1, de la- 
quelle on a retranché un segment circulaire & qui s'appuie sur le 
segment (b, b + a), sur la bande 0  v << 1. Elle établit la corres- 
pondance suivante entre les points des droites y = 0, y — 1 et ceux 


* 


(*) Dans la formule! (7) b = 1 et const — 2 


$ 2. REPRÉSENTATIONS CONFORMES SIMPLES 155 


des droites v = Ô, v = 1: 
x (7—b) 
2 
mt (x —b) 
2 

5) Formule donnant la valeur de la dilatation 
engendrée par la transformation d'une lunule 
circulaire sur une bande. Supposons que la lunule D ait 
pour frontière les arcs de circonférence C et C; qui se coupent aux 
points —+a et soient —ih; et —ih; les points d'intersection de ces 
deux arcs avec l’axe imaginaire 
(fig. 67), Utilisant Ja fonction 
(5) de l’exemple 1) (n° 33) on 
construit facilement la représenta- 
tion conforme de la lunule D sur 
la bande 0O<v<k: 


u=x- + cth + const, 


(15) 


u=2- th + const. 


w = f (e)= 
- k az : 
= {nm +} , (16) 
où lu = 2 arctg À, k—1,2(*),. Dérivant l'expression (16) nous 
trouvons : 
2ah 
AO (17) 


(M — A) (a2— 22) 


On peut obtenir à partir de la formule (17) une formule appro- 
chée très importante pour les applications. Soient z, un point de 
C2, n un segment de la normale à la circonférence C; en ce point appar- 
tenant à la lunule D, 8 l’angle entre les tangentes à Ci et C2 aux 
extrémités du segment n et k;, k, les courbures de C1 et de C: (fig. 67). 
Supposons que *, k; — k: et n soient infiniment petits du premier 
ordre et que les courbures k;, et k, soient bornées. On peut alors affir- 
mer que 
ki kèn2 


LP Ge {14 He 4 BEL) En (18) 


(*} Pour obtenir la formule (16) il suffit de remarquer que la fonction (5) 


du n° 33 dans laquelle on remplace z par " réalise la représentation de la lunule 


donnée sur une bande horizontale dont la frontière passe par les points 
DUR In a ihn — 2i eu arct L' PL (comparer avec les formules (11) 
x a+ ik I 8 Fa 


H 
du n° 9). La largeur de cette bande est k — A (4 — À) ; d'où l’on trouve A. 


Il reste à déplacer la bande de manière que son bord inférieur coïncide avec 
l'axe réel, et ainsi nous établissons la formule (16). 
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où n peut être représenté sous la forme d’un polynôme homogène 
du troisième degré en n, Ÿ, ki — k, à coefficients bornés. 

Pour établir la formule (48) à partir de la formule (17) il faut 
exprimer dans cette dernière les paramètres &, A1, À», Z9 en fonction de 
n, Ÿ, k1, k2, puis développer | f’ (zo) | 
suivant les puissances de n, Ÿ, k, — k, 
jusqu'aux termes du second ordre 
compris. Cependant, en pratique cela 
conduit à des calculs laborieux. C’est 
pourquoi nous établirons la formule (18) 
en partant du cas particulier lorsque la 
circonférence C, coïncide avec l'axe Ox, 
c'est-à-dire lorsque 4; — 0 (fig. 68). Dans 
ce cas la formule (17) donne 


2ah 1 
POER er 
où À, — 2 arctg est la moitié de 
FIG. 68 l’angle au centre de l'arc Ci (fig. 68). 
D'autre part, nous avons  Ai— 
in Ÿ 
—=arcsin ak; —ak;+ Lai +2 sn = ST _— ie , donc 
1 1 1 
! . 4 
[F(@)I= Be ne ide Meme 
aki+ ki LAN 1 
__h 1 Eten 
nn: nl sin?g ‘‘: 
D LE a3K3 = 
ak; + & ask? ak: TR 


Ensuite nous avons aux en, petits du quatrième ordre près 
2nk, = 2 (cos Ÿ — cos Às) EM — 92 1 LES (M — 8) 
2 1 1 
& atki — ge + a4ki + "ES LE (19) 
et 
1 in? Ÿ 1 {1 
(ak++ ak) (ak— TE ) LS (1+-5 ext) (ak — 047 64\ æ 


Re ak ++ 08 atgt— À attde, 


Divisant le premier de ces développements par le deuxième nous 
trouvons, aux infiniment petits du second ordre inclus, que 


di , kid? 1 
fier {1+(< + 7 |: 
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Usant de la relation 2nk1 — 2 (coslt — cos A1) & a?kf —6?, vraie avec 
le même ee de précision, nous trouvons: 


rte À fr (HE db) ES CR fr ni ge 
(20) 


ce qui coïncide avec la formule (18) lorsque k2 = 0. 
Pour passer au cas général lorsque k,: - 0, considérons le plan 
auxiliaire des £ et la lunule D* de frontière un segment C* de l'axe 


FIG. 69 


réel et l’arc de circonférence C* de courbure 4*; désignons par n* 
le segment de l’axe imaginaire appartenant à la lunule D* et par à 
l'angle formé par l’arc CŸ et la perpendiculaire à l’axe imaginaire 
au point de leur intersection (fig. 69). Transformons d’une manière 
conforme le demi-plan inférieur des & sur l'extérieur de la circonfé- 
rence C2: de courbure 2: 


4 i : 
DÉPOT à PS eyes cu [ER (21) 


Par cette transformation la lunule D* a pour image la lunule D 
de frontière l'arc C2 et l'arc de circonférence C; de courbure ki, 
l’axe imaginaire a pour image l’axe réel et le segment n* le segment n 
de l’axe réel, de plus 


__ 1 1+n* 4 2n* 
TR nr R H(i—r%) ? 
kon kon 1 
n* — es , 22 
2+ kon 2 ee He ( ) 


et la circonférence C; forme avec la Le à l’axe réel 
au point z de leur intersection l'angle Ÿ (fig. 69). 

Trouvons maintenant le lien qui existe entre 4, et les autres para- 
mètres. Pour cela désignons par ds l'élément de longueur de l'arc Ci, 


par & (s) l’angle de la tangente à C et de l’axe des x (on compte s à 
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partir du point z, de manière que & (0) = & + 5) et par ds* l’élé- 


3 d 
ment d'arc de C* correspondant à ds. Nous avons k— _e . Or un ac- 


croissement infiniment petit de l’angle « peut être mis sous la forme 


Fo. 


où le 7 terme d arg — F = Im d In désigne l’accroissement 


Ta 
de arg F sur l’arc dt — eï$ds* de la circonférence C* adjacent au 
point &, —= —n*i. Cet accroissement, en vertu de la formule (21), 
eids* _ 2cos® 
Anti  1—n 


est égal à —2 Im - ds*, et nous avons pour la cour- 


bure : 
a 2cos ® \ ds* 2cos Ÿ | (1—n+)2 
he = = (RH + 14 — +.) ds & (+ nn ) 57 — Eee 
car selon cette même formule (21) —- se L 2 (4 — n*}°, 
dé |t 


De cette équation et de la seconde formule (21), d’après laquelle 


kon ; : 
er D? nous trouvons: 
k 2 2 cos À kon kon 
EE HSE = Re (148 3 ee) —2c0s 8 (1+2 À +). 


(23) 


Supposons que la fonction w = f (z) réalise la représentation 
conforme de la lunule de frontière les arcs de circonférence C; et C2 
sur la bande de largeur k. D’après la formule (21) nous avons au 


point z9 = - correspondant au point 6 — 0: 
a d 
| f' (&)|= | 


La quantité Ë 


_ dw | 
C=—0 Z=2q t—=0 _ ° 


Æ ee sn être calculée d’après la formule (20) 
en y remplaçant nr et 4, par n* et 47. Usant des valeurs de n* et k* 
données par (22) et (23) nous obtenons aux infiniment petits du se- 
cond ordre un 


ke lt se +3) 


ie ï, LÉ ee) { % : (1+ AE) HE cos +} — 


{ 
h 2 kin kon k1kon2 kèn? Ê? ) 
Cr CR A PR DT TERRES 
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Or, par hypothèse la différence k; — k; est un infiniment petit, donc 
kikon? = kèn? avec le même degré de précision et nous obtenons la 
formule cherchée 


| f' Go + (1+# far de en 


ie 


Le + +7). 
$ 3. PRINCIPE DE SYMÉTRIE ET TRANSFORMATION 
DES POLYGONES 


Ici nous allons étudier des méthodes qui jouent un rôle important 
dans la construction pratique des représentations conformes. La pre- 
mière de ces méthodes est basée sur le principe de symétrie qui a été 
énoncé par B. Riemann et fondé par H. Schwarz. Cette méthode, 
comme nous le verrons (n° 36), permet dans certains cas de simpli- 
fier suffisamment la résolution du problème de la détermination des 
transformations conformes. 

La seconde méthode est particulièrement importante pour les 
applications, car elle permet d'écrire (il est vrai, en général sous 
la forme d'une intégrale) la fonction qui réalise la représentation 
conforme du demi-plan supérieur sur un domaine arbitraire dont la 
frontière est un polygone. 

35. Le principe de symétrie donne dans un cas particulier une 
condition suffisante simple d'existence du prolongement analytique 
de la fonction qui réalise la représentation conforme. 

Théorème 1 (B. Riemann, H. Schwarz). Supposons que la 
frontière d'un domaine D; contienne un arc de circonférence C et soit 
w = f1 (z) une fonction qui réalise la représentation conforme de ce 
domaine sur un domaine DŸ de manière que l'arc C ait pour image la par- 
tie C* de la frontière de D*, qui est également un arc de circonférence. 
Dans ces conditions la fonction f, (z) admet un prolongement analytique 
f2 (2) à travers L’arc C dans le domaine D, symétrique de D par rapport 
à C, de plus la fonction w — ÿ: (z) réalise la représentation conforme 
du domaine D2 sur le domaine DŸ symétrique de DŸ par rapport à C* 
et la fonction 

f1(z) dans D,, 
w=f(z)= 4 fi(z)=f2(2) sur C, 
f(c) dans D; 
réalise la représentation conforme (*) du domaine Di CUD: sur le 
domaine D{JC* U D3. 

Pour démontrer ce théorème nous réalisons les transformations 

homographiques 


b #0 3 p* 


(*) Pour que cette transformation soit nes il faut que les domaines 
Di et D; ainsi que D* et D# ne se coupent pas. 
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transformant € et C* en les segments l'et F* des axes réels des plans € 
et w:; les domaines D; et DŸ ont pour images les domaines A; et Af 
et la fonction w — f; (z) se transforme en la fonction «© — 
Fa fil (&) — ® (Ë): qui 
réalise La représentation 
conforme de A; sur Af 
(fig. 70) (*). Désignons par 
A2 le domaine symétrique 
de À; par rapport à l. Cons- 
truisons dans A: la fonc- 
tion 


o — 2 (€) = qi (€) 


et montrons qu'elle est le 
prolongement analytique de 
a (6). Avant tout la fonction 2 (£) est analytique dans le domaine 


A2. En eîffet, pour tous points Ë et £ + AE de A2 nous avons: 


A 


où Ë et AE sont des points de A4. En vertu de l'analyticité 
de :() dans A, le second membre a une limite lorsque 
AË— 0, par conséquent, la dérivée 


Pa (€) = ps (0) (2) 
existe en tout point € du domaine A;, c’est-à-dire que œ2 (£) est 


analytique dans A2. Par construction les valeurs frontières sur le 
segment [de la fonction 2 (Ë) existent 


pr AË)— pt) _ pré +AD—pE ( pi + AC) — pi (€) ) 
AË AË _ 


ge(x)— lim q2(6)=lim pi (6), (3) 

Cx Ex 

car d’après le théorème de la correspondance des frontières dans 

une représentation conforme (n° 29) lim qi (Ë) — qi (x) existe. 
Ex 

La relation (3) prend la forme @2 (x) — @; (x), mais comme les 


valeurs de ®, (x) sont réelles (T* par hypothèse est un segment de 
l’axe réel), sur le segment l'on a 


Pa (x) = Qu (x). (4) 


D'après le principe du prolongement continu (n° 25) on peut done 


affirmer que œ2 (6) est un prolongement analytique de ; (6) à tra- 
vers T. 


(*) Pour ce cas le principe de symétrie a été énoncé par Euler en 1777. 
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J1 découle de la construction de la fonction  (£) qu’elle réalise 
la représentation conforme du domaine A, sur le domaine AË symé- 
trique de A par rapport à F*. La fonction  (£) composée de m1 (6) 
et de son prolongement analytique > (Ë): 


P1(£) dans A; 
p(É)= 4 1(0)— (8) sur F, 
@2(€) dans A, 


réalise la représentation conforme de Ai LU A2 sur AU TU A5. 

Revenons maintenant aux anciennes variables z et w à l’aide 
des substitutions inverses de (4). En vertu des propriétés des trans- 
formations homographiques, nous obtenons dans le domaine D», 
symétrique de D; par rapport à l’arc C, une fonction f,(z) qui pro- 
longe analytiquement j, (z) à travers l’arc C et qui réalise la repré- 
sentation conforme du domaine D, sur le domaine DS symétrique 
de D par rapport à l'arc C*. Le théorème est démontré. 

Donnons un exemple d'application du principe de symétrie 
en démontrant un théorème d’unicité des représentations conformes 
lorsque la correspondance de trois points frontières est donnée (n° 29). 

Théorème 2. {l existe une et seulement une représentation 
conforme w — f (z) d'un domaine D sur un domaine D* qui fait cor- 
respondre à trois points frontières z, du domaine D trois points fron- 
tières w, du domaine D*. Les points 2, et w, sont donnés arbitrairement 
mais en conservant l’ordre de succession lorsqu'on décrit les frontières 
des domaines. 

Considérons d’abord le cas où D et D* sont des cercles unités. 
D'après la formule (2) du n° 32 on peut construire une transformation 
homographique du cercle | z | 1 sur le cercle | w | 1 avec les 
conditions f (24) — wx. Démontrons l’unicité de cette transformation. 
Soit w — g(z), g (2x) — w, une autre transformation du cercle 
{2 << 1 sur le cercle | w | << 1. La fonction g (z) vérifie les condi- 
tions du principe de symétrie et, par conséquent, elle est prolongea- 
ble analytiquement dans le domaine symétrique du cercle | z | << 1 
par rapport à la circonférence | z | = 1, c’est-à-dire dans l’exté- 
rieur du cercle | z | > 1. La fonction w — g (z), ainsi que son pro- 
longement, réalise la représentation univalente du plan fermé 
des z et, d’après le théorème 1 du n° 31, elle est une fonction homo- 
graphique. Mais alors on peut affirmer que g (z) = f (z) car, d’après 
ce qui a été démontré (n° 32), la transformation homographique est 
complètement définie par la donnée de trois points qui se corres- 
pondent. 

Le cas général se ramène très simplement au cas considéré. En 
effet, soient & — œ (2), br — @ (2x) et © =  (w), ©x — 4 (wx) les 
transformations conformes des domaines D et D* sur les cercles uni- 
tés |[É|<iet [wo |<let © = F(6), F (£x) — ox la transforma- 
11—0149 
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tion du cercle | 6 | << { sur Le cercle | © |  { (son existence et son 
unicité ont été démontrées plus haut). Il est clair que la transforma- 
tion du domaine D sur le domaine D* avec les conditions données 
est réalisée par la fonction 


w = Fe (:) = j (2), 


où "1 est la transformation inverse de 4. L'existence d’une seconde 
transformation w — g(z) du domaine D sur le domaine D*, avec 
les mêmes conditions, aurait conduit à l'existence d’une seconde 


transformation 
o = pgp! (©) — G (6) 


du cercle | 6 | << 1 sur le cercle | © | << 1, avec les conditions 
G (Ëx) = @©z3, ce qui contredit les résultats obtenus plus haut. Le 
théorème est donc démontré. 

Considérons encore une application du principe de symétrie 
au problème d’existence des transformations conformes des domaines 
multiplement connexes. D’après le théorème fondamental du n° 28, 
deux domaines simplement connexes arbitraires peuvent être trans- 
formés d’une manière conforme et univalente l’un sur l’autre. D’au- 
tre part, nous avons vu qu'il est impossible de transformer un do- 
maine simplement connexe sur un domaine multiplement connexe. 
La question se pose de la possibilité de transformer l’un sur l’autre 
des domaines d’un même ordre de connexion. Il s'avère que cette 
question en général se résout négativement. En effet, même dans 
les cas simples de couronnes concentriques on a le théorème suivant : 

Théorème 3. Pour qu'il existe une représentation conforme 
w = f(z) d'une couronne ri << |z|<<r, sur une couronne 01 < 

lw | 


<< << P2, il faut et il suffit que la condition 
Pr = 72 
p1 r1 &) 


soit satisfaite. 

Pour démontrer la nécessité de la condition (5) remarquons que 
la fonction f (z) vérifie les conditions du principe de symétrie et, 
d’après ce principe, elle se prolonge analytiquement dans les domai- 


nes . <z|<rnetr<|2|< _ , symétriques de la couronne 
ri << |2 | << r, respectivement par rapport aux circonférences | z | — 
= r, et |z | —=r2 La couronne dilatée . <|z2|< È est trans- 
formée par la fonction f (z) (avec son prolongement) sur la couronne 
ni <|w| <f. Appliquant donc encore une fois le principe de 


symétrie à la fonction f (z)}, on peut la prolonger dans la couronne 
2 2 : GRR 
ri () <|z|<r (=) . En réalisant indéfiniment ce prolonge- 
2 4 
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ment, nous obtenons que f (z) donne la représentation univalente du 
domaine 0 < | z|<< © sur le domaine 0 << | w | << œ, de plus soit 
lim f (2) = 0, limf(z) = co, soit lim f (2) — o, limf(z) = 0, 
z=>0 20 z—0 z—0 

selon que la circonférence | z | — r; correspond à la circonférence 


[uw | = p1 ou à | w | — p2. On en déduit que jf (z) est une fonction 
homographique de l’une des deux formes 


f{G)=az, f(=<+, (6) 


où a est une constante complexe. Dans les deux cas l'égalité (5) 
est évidemment satisfaite. La condition (5) est suffisante: en effet, 
si elle est satisfaite, les couronnes sont semblables et peuvent être 
transformées les unes sur les autres par dilatation. 

Pour compléter le théorème que nous venons de démontrer indi- 
quons que tout domaine doublement connexe peut cependant être 
transformé sur une couronne ps << | w | << p3. En outre, si Le rayon p: 
est donné, le rayon p, est défini d’une manière unique pour le domai- 
ne donné. On peut transformer de la même manière tout domaine 
d'ordre de connexion » sur un certain domaine qui s'obtient en re- 
tranchant du plan n cercles. Le lecteur trouvera la démonstration 
de ces propositions dans l’article de M. Keldych [7] ou dans le livre 
de R. Courant [5]. 

Pour terminer donnons une généralisation du principe de symé- 
trie dans le cas où les frontières des domaines qui se correspondent con- 
tiennent des arcs de courbe analytiq'ies. L’arc de courbe C est dit 
analytique si on peut le donner par des équations paramétriques 


= xt), y=y(t), a<t<B, 


où æ (£) et y (t) sont des fonctions analytiques de la variable réelle t 
dans l'intervalle fermé (œ, B), c’est-à-dire des fonctions dévelop- 
pables au voisinage de chaque point #, de cet intervalle fermé en 
série entière suivant les puissances de £ — t5. De plus, on suppose 
qu’en aucun point de cet intervalle fermé les dérivées x’ (4) et y’ (t) 
ne s’annulent simultanément (c'est-à-dire que C ne possède pas de 
Points singuliers). La courbe C peut également être fermée si x (œ) — 
= x (B), y (a) — y (B). 

On a le principe du prolongement analytique: 

Théorème 4 (H. Schwarz). Soit w — f (z) une fonction qui 
réalise la représentation conforme d'un domaine D, dont la frontière 
contient un arc de courbe analytique C, sur un domaine D*, de plus à 
l'arc C correspond un arc analytique C* de la frontière du domaine D*. 
Dans ces conditions, la fonction w — f (z) peut être prolongée analy- 
tiquement à travers l'arc C. 

En effet, soient z, un point arbitraire de l'arc €, z — z (t) — 
= xt) + iy (t) l'équation de cette courbe et 34 — z (f). Puisque 


11% 
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par hypothèse C est un arc de courbe analytique, alors dans un voi- 
sinage | é — to | << 8 la fonction z — z (t) peut être développée en 
série suivant les puissances de £ — #,; d’après le théorème d’Abel 
cette dernière est convergente aussi pour les valeurs complexes de #, 
que nous désignons par &, dans le cercle | ËÊ — i5 [<< 8. On a donc 
défini une fonction analytique z — z (£) dans ce cercle. Puisque 
2! (to) 0, diminuant 6, s’il est nécessaire, on peut supposer que 
la transformation z — z (£) est conforme. Par construction z = z (£) 
transforme le diamètre du cercle | £ — #9 | << 6 sur un are de courbe C 
qui contient le point z,; nous supposons que le demi-cercle supé- 
rieur se transforme sur l’intérieur du domaine D et le demi-cercle 
inférieur sur son extérieur. 

Exactement de la même manière, si w — w (t) est l'équation de 
la courbe C*, nous pouvons construire la représentation conforme 
w = w(w) d'un cercle | © — to | 81, de centre sur l’axe réel, 
sur un voisinage du point wo = w (to) = f (20), qui transforme le 
diamètre de ce cercle sur un arc de courbe C*. Nous supposons encore 
que le demi-cercle supérieur se transforme sur l’intérieur du domaine 
D* et le demi-cercle inférieur sur l'extérieur. 

La fonction w = f (z) réalise la représentation conforme 

o = © {j [z(0)1} = p (0) 

(o = & (w) est la fonction inverse de w — w (w)) du demi-cercle supé- 
rieur | 6 — {0 | << 8 sur une partie du demi-cercle supérieur | © — 
— To < 81, de plus le diamètre du premier demi-cercle a pour image 
une partie du diamètre du second. D'après le principe de symétrie 
qui vient d’être démontré (théorème 1), la fonction œ (£) admet 
un prolongement analytique dans le demi-cercle inférieur et (avec 
son prolongement) réalise la représentation conforme du cercle entier 
[6 — to | << 6 sur une partie du cercle [& — to | 1, qui contient 
un segment du diamètre. 

La fonction ainsi construite & — ç (€) engendre le prolongement 
analytique de la fonction f (z) à travers un arc de courbe C. En effet, 
dans la partie de l’extérieur du domaine D qui correspond au demi- 
cercle inférieur | 6 — {9 | << 6 la fonction w = w {p [£ (z)]} (8 (2) 
est la fonction inverse de z (&)}), dont les valeurs frontières sur l'arc 
de courbe C coïncident avec les valeurs frontières de f (z), est analy- 
tique. D’après le principe du prolongement continu, cette fonction 
est le prolongement analytique de f (z). Puisque z, est un point arbi- 
traire de la courbe C, on peut affirmer que f (z) est prolongeable ana- 
lytiquement à travers tout l'arc de courbe €. Le théorème est dé- 
montré. 

En particulier, si les frontières € et C* des domaines donnés 


sont des courbes analytiques, alors f (z) est prolongeable analytique- 
ment à travers toute la frontière du domaine D (et, par conséquent, 


analytique sur le domaine fermé D). 
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Nous allons donner maintenant plusieurs exemples de représen- 
tations conformes dans lesquels nous appliquons le principe de symé- 
trie, 


36. Exemples. 1) Transformation de l'extérieur d’une 
croix sur l'extérieur du cercle unité (fig. 71). Menons une 
coupure auxiliaire FAB (en pointillé) suivant l’axe imaginaire et considérons 
dans la moitié de droite de la figure la transformation z;, — z? qui transforme 
cette moitié sur le plan des z;, muni d’une 
coupure suivant le rayon joignant les points À A 
À (— ©) et D (a?) suivant l’axe réel. Nous 1 : | 
appliquons ensuite la transformation | B{bé) B{gr) 


2 = VA — à — V2 — où (1) 


qui transforme le domaine obtenu sur le 
demi-plan de droite. De plus, la coupure F 
auxiliaire se transforme en un segment de © © 
l'axe imaginaire joignant le point F(—fi), 
où f—Va + «7, au point 8 (gi), où g — Fc) FFE) 
=Væ + BP? (fig. 71), et contenant le 
point oo. 

La fonction 2 — V2 —a? satisfait aux 
conditions du principe de symétrie, elle FIG. 71 
admet donc un prolongement analytique Û 
à travers FAB dans le demi-plan de gauche 
et réalise, avec son prolongement analytique que nous notons de nouveau 


22 — V2? — «2, la transformation de l'extérieur de la croix considérée sur 
l’extérieur du segment BF de l'axe imaginaire du plan des 22. 
Il reste à transformer ce dernier domaine sur l'extérieur du cercle unité. 
; LR NA 2i — 
Pour cela, appliquons la transformation linéaire z3— FA 2 PE transfor- 
(4 
D 


mant l'extérieur du segment BF sur l'extérieur du segment de longueur 
unité, puis la transformation inverse de Joukovski (ct. n° 7): 


w= —i (+ Van 
= (VV aie or Ve ei). © 


OAV 


A A 
_— - D{a)— D 


SES 
KES 


En particulier, pour b—c—a nous avons w=— 


d’où 


a Vus+i 


= ———> ———— 3 
Ve» (3) 
(comparer avec n° 30, exemple 3). 

2) Transformation de l'extérieur du cercle unité 


duquel on a retranché les segments 1<]l:1<1+a, 


2k 
arg 2 = (k = 0, 14,...,n—1) sur l'extérieur du cercle 


unité (fig. 72). Menons des points B, et B,, jusqu’à l'infini, suivant le pro- 
longement des rayons du cercle des coupures auxiliaires et construisons la 
représentation conforme du secteur ainsi obtenu sur un secteur semblable mais 

e manière que les points B, et B; aient pour images les points 4; et A2. À cet 
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n 


effet, on transforme, à l’aide de la transformation z — 22 , le secteur sur le 
demi-plan supérieur duquel on a retranché un demi-cercle, puis à l’aide de la 


. é 1 : 7 : 
fonction de Joukovski = (a+) sur le demi-plan supérieur. Les points 
1 
B; et B, ont pour images les points 


+(+ap= ++ {a+ ++ 7} . (4) 
Z2 


1 + a 


la transformation inverse de Jouk ovski: z4— 23 + V/z23 — 1. Nous obtenons 


Nous contractons ensuite le demi-plan: z:— et nous appliquons 


 C J secteur 


\ 
NX 


1 secteur 


FIG. 72 


de nouveau le demi-plan supérieur duquel on a retranché le demi-cercle unité 
mais les points B1 et B, ont à présent pour images les points +1. Il reste à 
2 


appliquer la transformation w—z° pour obtenir la transformation cherchée 
ppliq : 


du secteur sur le secteur : 


2 a ———î" 7 —_—_—_— 
n : 


te) T5, 50 VS a 
= a 7:27 { FD D 
| A {274 2.4 (2° —2z F8 Bas —dat } : (5) 
La fonction (5) satisfait aux conditions du principe de symétrie ; appliquant ce 
principe, nous trouvons que cette fonction est prolongeable à travers le rayon 
B,C et réalise, avec son prolongement, la transformation de l’ensemble du 
premier et du deuxième secteur du plan des z sur l’ensemble du premier et du 
deuxième secteur du pee des w (fig. 72). Le prolongement ainsi obtenu est 
de nouveau prolongeable à travers le rayon B:C, et le nouveau prolongement 
transforme le troisième secteur du plan des z sur le troisième secteur du plan 
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des w (de manière que le point B; appartienne à la circonférence). Répétant 
ce raisonnement, nous trouvons que la fonction (5) réalise, avec ses prolonge- 
ments analytiques, la transformation cherchée. 

On a indiqué sur la fig. 72 les parties des images réciproques des circonfé- 
rences | w | — p par la transformation considérée dans le cas n — 8 et a — 
— 0,25; on voit que pour p — 1,8 et plus grand les segments enlevés n’ont 
aucune influence pratique — les images réciproques ne se distinguent pas des 
circonférences. 

Pour a — 0 nous avons aussi a — 0, par conséquent la formule (5) se 
transforme en la formule w = z. Trouvons la partie principale de la transfor- 


2,2 
mation (5) pour les petits 4. De la relation (4) nous trouvons : & = En. Négli- 


geant les infiniment petits d’ordre supérieur à a?, de la formule (5) nous obte- 
nons la formule approchée de notre représentation conforme : 


4 2 nr n n n 4 2 
a CE MONS ONE ET 1 — 
es (1 ) {e em 
(a? —2 22 
2 

=: (12 “) (1 ui FE 

" n zu , 
ou finalement 

na? 7m +1 


{cf. la formule (10) de l'exemple (4), n° 30). La formule (6) est valable pour les 
points pas trop voisins des racines n-ièmes de l’unité. 

3) Transformation du demi-plan supérieur du- 
quel on a retranché les segments 0O<y<h, x— ka 
( — 0, +1, +2, ...) sur le demi-plan supérieur. Menons 
à partir des extrémités des segments vers l'infini (en traits mixtes sur la fig. 73) 
les coupures auxiliaires À _,C et A,C et transformons la demi-bande ainsi obte- 
nue CB_4B,C sur une demi-bande semblable mais de manière que les points 
A et À, aient pour images les sommets de cette demi-bande. Pour cela, trans- 


formons d’abord notre demi-bande dans le demi-plan : = 008 (cf. n° 9). 


Contractons ce dernier : 2: — : z (de manière que les points 44 et 4 
ch— 
a 


aient pour images les points z,— +1) et utilisons la transformation inverse de 

ON a “£e . z 
la première: w — 7 2FCCOS 22. Ainsi, nous obtenons la transformation cherchée 
de la demi-bande sur la demi-bande : 


we arccos ( J cos =). (7) 
T x 


Appliquant une infinité de fois le principe de symétrie à la fonction obte- 
nue nous trouvons qu’elle réalise la transformation cherchée de notre domaine 
sur le demi-plan supérieur. 

On a indiqué sur la fig. 73 les images réciproques des courbes uw — const 
et v — const par la transformation considérée pour h — 0,5 et a — 2; on voit 
que pour v > 2 les segments enlevés n’ont pratiquement aucune influence, les 
images réciproques considérées ne se distinguent pratiquement pas des droites. 
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& Transformation du plan duquel on aretranché 
les segments —a<z<a, y — kH (k — 0, +1, +2, ...) sur le 
plan duquel on a retranché des segments de l’axe 
réel (fig. 74; les deux domaines sont à connexion infinie). 

Menons une coupure auxiliaire (en pointillé) suivant l’axe imaginaire et 
transformons l’un des deux domaines ainsi formés, par exemple celui de droite, 
sur le demi-plan supérieur. Pour cela, nous faisons subir au plan des z une rota- 
tion de 90° et nous utilisons le ré- 


sultat de l’exemple précédent: la ÿ 
fonction Â 
Li 04 ’ 2HE 
w = arccos { ch} (8) 4, me À, 
ch H ; D24 
ali : ; À 
réalise la représentation conforme F Î 1B9 7 F 
de la moitié de droite du domaine ; 0'Co 
donné sur le demi-plan supérieur. AGE g —— 
De plus, le point A, (z—a) a pour or © 
image le point w — arccos 1 — 0; A! nl 
le point B_1(z—0) le point w— 7 —Hi ui 
— arccos ME — b; le point pv 
H À, EG k, 8, €, À,E, 
Cu(2= —iH) le point w—= --2--- = nm Ül 
er] -b 0 6 TN Mb @ 
— arccos ne —7n—b;A_;apour 
ch n FIG. 74 
image —n; B_: a pour image 
n + b, et en général 44 a pour image le point w — —kn et les segments 


BC, les segments [—(4 + 1) n + b, — kn — b] (k— 0, +1, +2, ...). 
Conformément au principe de symétrie nous prolongeons la fonction (8) à 
travers l’ensemble des segments B,C; et nous obtenons que cette fonction 
réalise, avec son prolongement, la représentation conforme du domaine donné 
sur le plan des w coupé suivant les segments (kx — b, kn + b) (k — 0, +1, 
+2, ...). Le problème est résolu. 

5) Transformation des domaines dont les fron- 
tières sont des courbes du second degré. 

a) Parabole. Supposons que l’origine des coordonnées coïncide avec 


le foyer de la parabole y? — 2p (+ + +) (fig. 75). 

1) A l’aide de la fonction © — V/z l'extérieur de cette parabole est trans- 
formé sur le demi-plan Im w > pe . En effet, posant z = x—+iy, w—u<iv, 
nous trouvons: 

zu? — n?, y — 2uv, (9) 


d’où l’on voit que les droites v — c se transforment en les paraboles y? — 


= 4c? (x+ ec?) ; pour =) . nous retrouvons la parabole donnée. Ainsi, la 


»= Vi ? (10) 


fonction 
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réalise la représentation conforme de l’extérieur de la parabole sur le demi-plan 
supérieur. À l'intérieur de la parabole, la fonction (10) a un point de branche- 
ment. 

2) Pour trouver la transformation de l’intérieur de la parabole, faisons une 
coupure suivant la demi-droite BFG (fig. 75) et remarquons que la moitié supé- 


rieure du domaine considéré se transforme à l’aide de la fonction z — Vz sur 


la demi-bande 0 < y; V2 , 0 <'zr, < ©. A l’aide de la fonction z:— 


— COS 1Æ Ttéz1 } cette demi-bande se transforme sur le demi-plan supérieur, 


FIG. 75 FIG. 76 


de plus à la demi-droite BFG correspond la demi-droite —1 < x << 0. Appli- 


quant le principe de symétrie, puis faisant la transformation w — i W1 + 2, 
nous trouvons la transformation cherchée de l’intérieur de la parabole sur le 
demi-plan supérieur : 
w=i |/2cos et Vicha)/ (11) 
V2p 2p 

b) Hyperbole.1) Pour trouver la transformation conforme du domai- 

ne compris entre les branches de l’hyperbole 
2 y? 
a 
(fig. 76) sur le demi-plan supérieur, nous menons une coupure BD suivant l’axe 


—=1 


è : 1 =—+ 
réel et nous remarquons que la fonction z — —G+VA-&), où c— 


= Va? + b?, transforme la moitié supérieure du domaine donné sur le secteur 
À <'argz La — À, | z | > 1, où Ÿ — arcsin _ (cf. n° 7). A l’aide du prin- 


cipe de symétrie, cette même fonction réalise la représentation conforme du 
domaine donné sur le secteur à << arg z << 1 — 8. Ainsi, la fonction 


x JT 
FR )Te 


_te-i0 
w—=(e " 21) - 


: (12) 
ce 
réalise la transformation conforme du domaine compris entre les branches de 
l’hyperbole sur le demi-plan supérieur. 

2) Pour trouver la transformation de l’intérieur de la branche de droite 
de l’hyperbole, menons une coupure suivant la demi-droite D FG et remarquons 
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1 arch£ | 
que la fonction A=— {a+ V2 )— e réalise la transformation 


conforme du demi-domaine supérieur sur le secteur 0 << arg z, << 8, | z | >> 1. 
ELA UA 


x F er T 
La fonction = (4 ë + 21 F7 ) =ch (5 
le demi-plan supérieur, de plus à la demi-droite D FG correspond la demi-droite 
(—1, oo) de l'axe réel. Appliquant le principe de symétrie, puis une transfor- 
mation complémentaire w — VI + z,, nous trouvons la transformation cher- 


chée de l’intérieur de la branche de droite de l’'hyperbole sur le demi-plan supé- 
rieur : 


Z 
arch 2) transforme ce secteur sur 


x z z ELA z 
w—=i V/1+æ (5 arch — ) =iV2c ES arch } : (13) 
c) Ellipse. La transformation conforme de l'extérieur de l’ellipse 


x? y? 


at 1 


sur l'extérieur du cercle unité est donnée par la fonction 


_2+Vz—c? (14) 
E a+-b 7 
oùc— Va? — b (cf. n° 7). A l'intérieur de l’ellipse, cette fonction a des points 
de branchement (fig. 77). | 

Pour trouver la transformation de l’intérieur de l’ellipse, nous faisons une 


w 


2 0 : 4 —— 
coupure suivant le grand axe et nous utilisons la fonction z— m (a+ V2 — ct). 


Nous avons alors la transformation de la 

demi-ellipse supérieure sur la demi-couronne À 
2 . A Imz >0, de 
plus la coupure correspond aux segments 
A F1, F2C de l’axe réel et à la demi-circon- 
férence unité. La fonction z2 — ]1n z trans- 
forme cette demi-couronne sur le rectangle 
O<LRezs<d, 0<Imz<n, où d — 
a : 


supérieure 1 < | 4 | < 


= ]n Le principe de symétrie n’est 


pas applicable car l’image de notre coupure 
est la ligne brisée à trois côtés AF,F,B; il 
faut préalablement transformer le rectangle FIG. 77 

sur le demi-plan supérieur pour que cette 

ligne brisée ait pour image un segment. La 

transformation du rectangle sur un plan ne peut être obtenue à l’aide d’une 
combinaison de fonctions élémentaires, elle est réalisée par une fonction el- 
liptique (cf. n° 39, exemple 1), et par suite, la transformation de l’intérieur de 
l’ellipse sur le demi-plan ne s'exprime pas à l’aide de fonctions élémentaires. 


37. Transformation des polygones. Avant d'établir la formule 
donnant la transformation du demi-plan sur un polygone (*), étu- 
dions le comportement de la transformation conforme au voisinage 


(*) Cf. n° 44 pour une démonstration plus constructive de cette formule, 
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des points anguleux du domaine. Pour plus de commodité, suppo- 
sons que la frontière du domaine A soit composée de segments 
de droite au voisinage du point anguleux w,; nous désignons 
par ax, en supposant 0 << & < 2, l’angle formé par ces segments 
de droite (fig. 78). Soit w — f(z) la fonction qui réalise la 
représentation conforme du demi-plan supérieur sur le domaine A, 
de plus au point anguleux w, correspond le point z, de l’axe réel. 


FIG. 78 


Introduisons la variable auxiliaire © — (w — w,)* pour étudier 
le caractère de la fonction f (z) au voisinage du point z,. La fonction 
composée 


1 
& = {f (2) — wo}® = © (2) (1) 


réalise la représentation conforme d’une partie du voisinage du 
point z appartenant au demi-plan supérieur des z sur une partie du 
voisinage du point © = 0 appartenant à l’un des demi-plans, de 
plus au segment de l’axe réel du plan des z correspond un segment 
de droite (fig. 78). D’après le principe de symétrie la fonction © (z} 
admet un prolongement analytique dans tout le voisinage du point Z 
et, par conséquent, elle est développable en série de Taylor 


@ (2) = €4 (2 — 20) + €, (2 — 20) +... 


Dans cette série le terme constant est absent, car & (z0) = 0, mais 
c; = ©’ (20) Æ 0 puisque la fonction réalise une transformation 
biunivoque. Revenant à la fonction f (z) à l'aide de la relation (1) 
nous trouvons qu'au voisinage du point % la fonction jf (z) peut 
être représentée sous la forme 


À (2) = wo + (2 — 20) {ci + ci (2 — 20) +. . .}e. 


Puisque l’expression qui se trouve entre accolades est différente de 
ZÉTO pour z — Z, on peut choisir une branche analytique uniforme 
de la fonction {ci + ce (2 — 20) + .. .}# dans un certain voisinage 
de z9. Développant cette branche en série de Taylor, nous aboutis- 
sons à la représentation de la fonction f (z) au voisinage du point z,: 


F2) = wo + (2 — 20) {co + © (2 — 20) + . . .}. (2) 
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‘On voit que lorsque & > 1, la dérivée f’(z) — 0 et lorsque & < 1, 
nous avons f'(z9) — ©. Pour la transformation inverse z — @ (w) 
nous avons par contre @'(wo) — 0 lorsque & << 1 et œ’ (w5) — oo 
lorsque à > 1. 

On voit de la même relation (2) que z, est un point de branche- 
ment de la fonction f (z) lorsque & 1, 2. 

Dans un cas plus général, remarquons que si la frontière du do- 
maine À, au voisinage d’un point wo, est composée d’ares une fois 
<ontinûment différentiables ou même analytiques, qui se coupent 


FIG. 79 


au point w, en formant un angle d'ouverture an, la conclusion pré- 
cédente n’est en général pas vraie. Dans ce cas, la fonction qui réa- 
lise la représentation conforme n’a pas obligatoirement la forme (2): 
des facteurs qui tendent vers zéro et l'infini plus lentement que toute 
puissance de z — z, peuvent apparaître dans le terme principal de 
‘son développement. 

Considérons, par exemple, dans le demi-cercle supérieur | 3 | << 
<r, y Z>0 la fonction 


w=zm—, w(0)=0, (3) 


où la branche du logarithme est caractérisée par la condition 0 < 
< arg z 1. [l est facile de voir que pour r suffisamment petit, 
elle transforme le segment (0,r) de l’axe des x sur le segment 


(0, rin +} de l’axe des u, le segment (—r, 0) sur l’arc de courbe y: 
u =xln — , V= — —. et la demi-circonférence |z | =7r, 0< 
< ® < 7, sur un arc de courbe de forme voisine d'une demi-circon- 
férence (fig. 79). D’après le principe de la correspondance des fron- 
tières, pour les petits r, la fonction (3) transforme d'une manière 
univalente et conforme ce demi-cercle sur le domaine D représenté 
sur la fig. 79. 


; 1 
Le raccordement de l’arc de courbe y au segment (0, r in —) au 


point w — 0 s'effectue d’une manière lisse, donc & — 1. Néan- 
moins, le terme principal du développement est « altéré » par le fac- 
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1 z | ; 
teur In ee On observe un phénomène analogue pour la fonction 


Z 


w=—, w(0)=0. (4) 


Passons à la transformation des polygones. Soit donné dans le 
plan des w un polygone fermé A;42 ... À, sans points multiples 
et ne contenant pas le point à l’infini (au numéro suivant nous nous 
libérerons de cette restriction). 

D'après le théorème fondamental de Riemann (n° 28), il existe 
une fonction w — f (z) qui réalise la transformation conforme du demi- 
plan supérieur des z sur l’intérieur A de ce polygone. Donnons-nous 
la correspondance entre trois points de l’axe réel (p. ex. &1, &: et a3) 
et trois points de la frontière de À (p. ex. les sommets 41, A, A3); 
d’après le théorème 2 du n° 35 la fonction j (z) est définie d’une maniè- 
re unique. Supposons d’abord que cette fonction soit connue. En par- 
ticulier, les points a, . .., a, (*) de l’axe des x qui ont pour images 
les sommets À4,, ..., À, du polygone sont connus. Nous devons 
trouver l’expression analytique de cette fonction. 

Etant donné que dans tout tronçon (a, ax+1) de l’axe réel la 
fonction w — f(z) prend des valeurs appartenant au segment de 
droite Ax4z41, d’après le principe de symétrie, cette fonction est 
prolongeable analytiquement à travers ce segment de droite dans 
le demi-plan inférieur. Le prolongement analytique de cette fonction 
réalise la représentation conforme du demi-plan inférieur sur le poly- 
gone À’ symétrique du polygone A par rapport au segment de droite 
AxAn41. Ce prolongement analytique peut de nouveau être prolongé 
à travers tout segment (4x, @x:-1) dans le demi-plan supérieur des z, 
de plus le nouveau prolongement analytique réalise la représentation 
conforme du demi-plan supérieur des z sur le polygone A” symétrique 
du polygone A’ par rapport au segment de droite Ax-Ar. 

Supposons que nous ayons réalisé tous les prolongements analy- 
tiques possibles du type décrit ci-dessus. On obtient en général une 
fonction analytique à une infinité de déterminations w = F (2) 
pour laquelle la fonction de départ f (z) est une des branches uni- 
formes dans le demi-plan supérieur. 

Soient w —= f, (z) et w — f,4 (z) deux branches arbitraires de 
la fonction F (z) dans le demi-plan supérieur. D'après notre cons- 
truction, ces branches réalisent la représentation conforme du demi- 
plan supérieur sur les deux polygones A* et A** qui diffèrent l’un 
de l’autre par un nombre pair de symétries par rapport aux côtés. 
Mais comme tout couple de symétries par rapport à deux droites 
quelconques se ramène à une translation et à une rotation, partout 


(*) On suppose pour le moment que 4x = oo (k— 4, ..., n). 
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dans le demi-plan supérieur on a f,, (z) — ei“ f, (2) + a, où a et « 
sont des constantes. La même chose est vraie pour toute branche 
de la fonction F (z) dans le demi-plan inférieur. 
La fonction 
F” (2) d | ; 
EG) Fo a M (2) 
est analytique dans le demi-plan supérieur puisque f’(z), en tant 
que dérivée de la fonction qui réalise la représentation conforme, 
ne s’annule pas. En vertu de la remarque précédente sur les branches 


de la fonction F (2) (nous avons: ff, (2) — eiaf, (2), fe, (z) = ei f5 (2) 


Tux (e) _ 14 (2) 
7 feet) fa (2) 
pour tous les prolongements analytiques possibles de f (2). 
Ainsi, nous pouvons dire que g (z) est une fonction uniforme, 
analytique partout dans le plan fermé des z, excepté aux points 
z = ax qui correspondent aux sommets du polygone. L'analyticité 
de g (z) à l'infini découle de ce que z — © correspond à un point 
d’un côté du polygone et non à l’un de ses sommets. 
Pour étudier le caractère de la fonction g (z) au voisinage du 
point z = a,, considérons une branche quelconque f (z) et utilisons 
la formule (2). Nous avons 


f (2) = An + (2 — en)" {co + e (2 — @) +. ..}, 


d’où on déduit facilement le développement en série de Laurent 
de g(z) au voisinage du point z — 4;,: 


et, par conséquent 


) cette fonction g (z) est uniforme 


e(=120 (on 1) où 60 (ea) 
(2) Re CN e 
—1 Ca £ 
ue —. + co +c1(2— ax) + .. 


On voit de ce développement que le point z — a3 est pour g (z) un 
pôle du premier ordre de résidu a, — 1. 

Ainsi, dans le plan fermé, la fonction g (z) n’a que n points 
singuliers. Retranchant de g (z) la somme des parties principales 
de son développement au voisinage de ces points nous obtenons la 
fonction 

a—1 Cta—1 An — {| 


G(2)= (2) ————-— 2 — ...— 


Z— ai Z— Z— An 


qui est régulière dans le plan fermé, donc constante (cf. l'énoncé 
du théorème de Cauchy-Liouville du n° 24). Puisque f (2) est régu- 
lière au point z — æ, dans le voisinage de ce point 


(= d+Le+ Tr... 
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et 
d 
due. nel 
= ptit la +... 
g (2) Hp = 7 pile ma 
Re en 

Par conséquent, g(oo) et, par suite, ce sont nulles. “h 

d ; œi — 

g()=7 hf (:) — ls F0 Pr Re (5) 


Intégrant l'expression (5) suivant un chemin quelconque appartenant 


au demi-plan supérieur puis se débarrassant de logarithmes, nous 
trouvons: 


f = C(z— a) (2 — gp), (2 — a), (6) 


Intégrant une seconde fois, nous trouvons TE cherchée de 
f(z). Ainsi, nous avons démontré le théorème: 

Théorème 1. (H. Schwarz, E. Christoffel (*) 1867-1869). Si une 
fonction w = f(z) réalise la représentation conforme du demi-plan 
supérieur Im z >> 0 sur l'intérieur d'un polygone borné À d'angles ax;n 
(0 <a L2, k = 1,2, ., h) aux sommets, de plus si on connaît 
les points | ax de r axe réel (oo <a Las LL... << An L ©) qui 
correspondent aux sommets de ce polygone, alors la fonction f (z) est 
donnée par l'intégrale 

Zz 


fG)=C | (aa) (2 a). (2— an)" dz + Ci, (7) 
Zo 
où 20, C et C1 sont des constantes. 

L'intégrale de Schwarz-Christoffel a été obtenue avec la condi- 
tion que les points 4, qui correspondent aux sommets du polygone, 
sont connus. Cependant, dans les problèmes de représentations con- 
formes, on ne se donne que les sommets À, du polygone et les points az 
restent inconnus. D’après ce qui a été dit (n° 29), trois d’entre eux 
(par exemple a;, a et az) peuvent être donnés arbitrairement tandis 
que les autres points et les constantes C et C, doivent être déterminés 
par les conditions du problème (**). Cette circonstance est la diffi- 
culté principale dans les applications pratiques de l'intégrale de 
Schwarz-Christoffel. 

Les procédés de détermination des constantes a;, € et C; seront 
indiqués plus loin. La possibilité de principe de les déterminer dé- 
coule en substance de la démonstration du théorème 4 que l’on vient 
de donner. En effet, supposons que le polygone A soit donné. D’après 


(*) Elwin Christoffel (1829- -1900). 

(*#) La constante z, peut être fixée une fois pour toutes, par exemple en 
posant z, == 0. C’est pourquoi, dans la suite, nous ne la considérerons pas comme 
un paramètre inconnu dans la formule (7). 
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le théorème fondamental, nous pouvons affirmer qu’il existe une 
seule représentation conforme w — f(z) du demi-plan Imz>>0 
sur le polygone À qui fait correspondre à trois points donnés «1, 
a et aa de l’axe réel trois sommets de A, par exemple, 41, 4 et Aa. 
D'après ce qui vient d’être démontré plus haut, la formule (7) est 
valable pour cette fonction si 
l’on choisit convenablement 
les constantes ay, . .., an, C 
et C1. Ainsi, pour les trois a 
donnés, les autres constantes 
sont déterminées et de plus 
d'une manière unique. Remar- 
quons encore que, d’après la 
formule (6), sur l’axe réel du 
plan des z, lorsque z=x>a,, 
nous avons arg (x — 43) x"! =0 
et, par conséquent, arg f’ (x) = 
— arg C, et comme le segment 
(ar, a) (qui contient z — co) 
a pour image le segment de 
droite 4,41 par la transforma- 
tion w — f(z), arg C est égal à l’angle 6 que ce segment de 
droite fait avec l’axe des uw (sur la fig. 80, « — 8 — x). La cons- 
tante C1 se détermine par la donnée de La position d’un des som- 
mets. Pour déterminer les constantes a, et C on peut utiliser les 
longueurs connues des côtés du polygone 


And | lf(a)lde  (G=1,2,...,n—1), (8) 
ax 


bien que cette méthode ne soit pas toujours applicable en pratique, 
et on a fréquemment recours aux méthodes approchées pour déter- 
miner les constantes a, et C; le lecteur pourra faire connaissance 
avec celles-ci dans le livre de P. Filtchakov [10], les articles de 
G. Polojy [12] et de N. Sténine [8]. 

38. Remarques complémentaires. Considérons plusieurs cas que 
nous n'avons pas étudiés au numéro précédent. 

4) L'un des sommets du polygone est l’image du 
point à l'infini. Soit par exemple a, — oc. Pour ramener ce 


Aer ne : sup 1 
Cas au cas considéré, réalisons la transformation linéaire & = — #2 + da 


du demi-plan Im 3 > 0 sur le demi-plan Im & > 0, qui fait corres- 
pondre les points @i, 42, . .., @, — 00 aux points ai, @, . .., än, tous 
12—0149 
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à distance finie (*). Appliquant la formule (7) du n° 37 nous avons: 


€ 
w=C" | TETE RECU à RTS (ee à Re 
Co 


Réduisons chaque parenthèse au même dénominateur et sortons de 
chaque parenthèse le facteur a,—ax(k—1,2, ...,n—1); nous 
avons 


Z 
w—=C | ta na 0 ni Te 
20 


dz 
X Ze +Gr+...Fan-n+2 +Cr 
L 1 A 
OÙ GR — —— 7 SOnt des constantes réelles et € une constante com- 
R = R 


plexe (qui contient tous les termes mis en facteur). D'après une 
proposition de géométrie élémentaire sur la somme des angles d’un 
polygone à n côtés: 

U+a+...+a = n — 2, (1) 
nous trouvons 


w=C ( CT Re MO TE) MS CR) 
20 


Ainsi, si l’un des sommets du polygone À correspond au point à l'infini, 
alors le facteur associé à ce sommet disparaît dans la formule de Schwarz- 
Christoffel. 

Cette circonstance est utilisée en pratique pour simplifier l’inté- 
grale de Schwarz-Christoffel (cf. n° 39 et les suivants). 

2) Un ou plusieurs sommets du polygone 
coïncident avec le point à l'infini. Supposons que le 
sommet À; du polygone À coïncide avec le point à l’infini. Prenons 
sur les droites Ay_14n et AxAp+1 des points arbitraires À; et A; 
et joignons-les par un segment de droite. Considérons le polygone 
A’ de n + 1 côtés (fig. 81). D’après ce qui précède, la fonction qui 


—1 


(*) Si l’un des points ag — 0, alors on prend &— - + an, où a diffère 


— a 
de tous les ax. 
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transforme le demi-plan sur le polygone A’ est donnée par la formule 
Z 

= c| CE DE ee ee 
20 


ra) dE Cs. (8) 


où a? ét ax sont des nombres indiquant respectivement combien de 
fois x est contenu dans les angles aux sommets À; et À, a et ax les. 
points de l’axe des z correspondant 
à ces sommets. 

Supposons. que le segment de 
droite A,A% s'éloigne à l'infini tout 
en restant parallèle à lui-même; les 
points ax et a; se réduisent au 
même point a, Correspondant au 
sommet Az, et à la limite les termes 
en a; et ax de la formule (3) devien- 
Sant (— a) 2. Désignons par 
ann l’angle, pris avec le signe moins, 
de l'intersection en un point à 
distance finie AÀ% des demi-droites 
Ay1Ap et Ap+r1A4n Le triangle FIG. 81 
A,A;AË donne: ag + as — ax = 1, 
c'est-à-dire ax + ax — 2 — ay — 1, et la formule (3) prend la 
forme ordinaire 


Zz 
w=C | Ga)". (a) (aan) dz+ Ci (4) 
z0 
Ce raisonnement est également valable dans le cas où l'infini coïn- 
cide avec plusieurs sommets du polygone. 

Ainsi, la formule de Schwarz-Christoffel reste valable aussi pour 
les polygones dont un ou plusieurs sommets coïncident avec le point à 
l'infini si l'angle de deux droites de sommet à l'infini est défini comme 
l'angle, précédé du signe moins, de leur intersection à distance finie 
(cf. n° 34). 

La relation (1) pour la somme des angles d'un polygone reste 
en vigueur dans le cas de notre définition de l’angle au point à l’in- 
fini. En effet, pour un polygone A’ de n + 1 côtés dont tous les som- 
mets se trouvent à distance finie, d’après la formule (1) nous avons: 


> + où + ax = n — 1, où > désigne la somme de tous les angles 
de A”, excepté l’angle correspondant au sommet Az = œ (nous con- 


servons les notations adoptées ci-dessus). ADI date ax + ax — 
= &@x + 4, nous obtenons ainsi la relation (1) pour le polygone A. 


12% 
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3) Transformation de l'extérieur d'un polygone. 
Ce cas se distingue du cas étudié au n° 37. En effet, certain point a 
à distance finie (*) du demi-plan supérieur qui correspond au point 
à l'infini du polygone est un pôle du premier ordre (l'existence d’un 
pôle d’ordre supérieur est incompatible avec l’univalence) de ia 
fonction f (z}. De la même manière qu’au numéro 37, on démontre 
que la fonction g (z) possède un pôle du premier ordre de résidu —2 
en ce point. La même chose a lieu pour le point a du demi-plan 
inférieur car a est un pôle du premier ordre pour le prolongement 
analytique de la fonction f (z). Ainsi, pour la fonction g (z) nous 
avons le développement 

4 , aœo—1 Œn —1 2 2 


Pc 
BU à Z—0n 2—4 z—ÿ 


Nous en déduisons la formule suivante pour la fonction qui réalise 
la représentation conforme du demi-plan supérieur sur l'extérieur 
d'un polygone 
z 
w—=C | (sas be 
20 
Ici a; sont des nombres indiquant combien de fois x est contenu dans 
les angles extérieurs du polygone, a; les points de l'axe réel qui 
correspondent aux sommets, a un point du demi-plan supérieur cor- 
respondant au point à l’infini du polygone, 20, C et C; des constantes. 
4) Transformation de l’intérieur (resp. extérieur) 
du cercle unité sur l'intérieur (resp. extérieur) 
d’un polygone. Cette transformation est réalisée par la 
fonction 


dz 
(z— a)? (2 — a)? 


+Ci (5) 


Z 
w=C | a) a) ea) dE C . A0 
Z0 
Ici «4 sont des nombres indiquant combien de fois x est contenu dans 
les angles intérieurs (resp. extérieurs) du polygone, a, | a, | = 1 
les points de la circonférence unité qui correspondent aux sommets, 
C et C, des constantes. Pendant la transformation de l'extérieur du 
cercle sur l'extérieur du polygone, on suppose de plus que les points 
à l'infini dans les plans des z et des w se correspondent. 
Pour la transformation de l’intérieur du cercle unité sur l'exté- 
rieur du polygone on a la formule 
Z 
w=C | (sa tt ae frac, 
20 


(*) Si le point à l’infini du polygone correspond au point à l'infini du plan 
des z, alors ce point est un point frontière du polygone et nous retrouvons le cas 
déjà étudié dans 2). 
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où les notations sont les mêmes que celles de la formule (6) et on 
suppose que le point à l'infini du polygone correspond au centre du 
cercle. f 

Les formules (6) et (7) se ramènent aux précédentes à l’aide d’une 
transformation homographique complémentaire du plan des z, 
comme nous l’avons fait au début du n° 38 pour établir la formule (2). 

5) Problème inverse. Supposons maintenant que l’on se 
donne des ensembles de nombres réels a, et &, vérifiant les conditions 


OL L a L... Lan Lo, —2La L2, Da; =n—2et 
RE 


des nombres complexes arbitraires € et Ci. Construisons l'intégrale 
de Schwarz-Christoffel 

Z 

w—C Î (2—a,)4-1(2— a)%271 ... (z2— an)" t dz+ Ci. (8) 

20 
Dans ces conditions, il s'avère que l'intégrale de Schwarz-Christoffel 
définit une fonction qui réalise la représentation conforme du demi- 
plan supérieur sur un polygone (*) d'angles a,;n aux sommets. 

En effet, l'argument de la dérivée de la fonction (8) 


L] 


dw 
arg—— = argC+ D (ax —1)arg(z— a) (9) 
k=1 
conserve une valeur constante sur tout segment (a, an41), À = i, 
2, ..., n — 1, de l’axe réel (**), et la dérivée L ne s’annule pas 


à l’intérieur d’un tel segment. Par conséquent, la fonction (8) trans- 
forme d’une manière biunivoque le segment (az, 4x+1) Sur un cer- 
tain segment de droite A,4+1. La même chose est vraie pour le 
segment (&,, &) de l’axe réel, qui contient le point z — c. En effet, 
premièrement, en vertu de la condition Da, = n — 2 les seg- 
ments (a,, co) et (—co, a;) subissent des rotations d’angles égaux 
et, deuxièmement, l'intégrale (8) converge au point z — oo (***#); 


par conséquent, lorsque z — oo, la fonction w tend vers la même 
limite. 


(*) Ce polygone n’est pas obligatoirement fermé. 
(*#*) Nous prenons arg (x — ax) égal à zéro ou à n selon que x > ap où 


TC ax, par Conséquent, sur chaque segment (ax, an41) tous les termes de la 
Somme (9) sont constants. 


CE . . La d 
(F##) La première affirmation découle de ce que arg — sur le segment 
(an, oo) est égal à arg C et sur le segment (—co, &) à arg C + (ax —n)r= 
— arg C — 2x, et la deuxième de ce que le terme principal de la fonction à in- 
tégrer au voisinage du point z — o est de la forme z20k * = 7-2, 
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Ainsi, la fonction (8) réalise une correspondance entre l’axe réel 
et le contour d’un certain polygone A142 . .. A,. Remarquons que 
certains des sommets de ce polygone peuvent coïncider avec le point 
à l'infini: ce sera le cas des sommets À; pour lesquels ax < 0 (en 
effet, lorsqu'on approche des points correspondants ax, la fonction 
w — oo, car l'intégrale (8) diverge puisque l’ordre de l'infini de la 
fonction à intégrer est > 1). Mais dans ce cas aussi, nous appliquons le 
principe de la correspondance des frontières et on peut affirmer que 
la fonction (7) réalise la représentation conforme du demi-plan supé- 
rieur des z sur l'intérieur du polygone 4142 ... 4n. L’angle au 
sommet À, de ce polygone est égal à a;n car, comme on le voit de 
(9), lorsqu'on passe par chaque point a, dans le sens qui va de gau- 
du: 
‘dz 
quent, le segment de droite correspondant 4; 14, subit une rotation 
d'angle x — a, dans le sens positif. Notre proposition est donc 
démontrée. 

La proposition reste aussi en vigueur dans le cas où la condition 


che à droite, arg varie de —nx (an — 1) = 51 — az, par consé- 


n 

Dax —n— 72 n'est pas satisfaite. Dans ce cas, un terme supplé- 
#1 

mentaire surgit: le (7 + 1)-ième sommet du polygone, qui corres- 
pond au point z — . Le lecteur vérifiera que ce sommet se trouve 


n 
Lg à distance finie si D a, <n—2, 
É=1 


L et coïncide avec le point à l’in- 


P n 
14 fini si 2,2% > n — 2. 


ZE FA 


7 7 6) Transformation de 


l'extérieur d'une «étoile». 
Pour terminer, suivant le procédé de 
L. Lakhtine, nous donnons la formule 
générale de la transformation de l’ex- 
térieur du cercle | z | > 1 sur l'exté- 
4, rieur d’une «étoile » formée de n seg- 
ments de droite Z, issus de l’origine 
FIG. 82 des coordonnées (fig. 82). 

Nous désignons par a;n l’angle 
formé par L, et Ly41, par az et bg (k — 
= 1,2, ...,n; L,y1 — Li) les points des circonférences qui correspondent 

respectivement au sommet de cet angle et à l’extrémité de L;. 

Considérons d’abord la transformation du demi-plan supérieur des 6 sur 
le domaine donné. Soient a, et b, les points de l’axe réel du plan des & qui cor- 
respondent aux sommets des angles L;,L,+1 et aux extrémités des segments de 
droite L;, «&o le point du demi-plan supérieur qui correspond à w — . La 
fonction w — f (?) réalisant la transformation est évidemment, au voisinage 
du point Ë — a, de la forme 


FO = E — a)4 qù (Dr Pa (a) Æ 0, 
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et au voisinage de &£ — bk 
fO=amtÉ—- bi), 20, (bi) A0, 


où px (Ë) et Wx (Ë) sont des fonctions régulières dans les voisinages mentionnés. 
Enfin, elle doit avoir des pôles du premier ordre aux points a et a et être régu- 
lière en tous les autres points du plan des 6. Comme précédemment, nous en 
concluons que la dérivée logarithmique de la fonction qui réalise la transfor- 
mation doit avoir des pôles du premier ordre de résidus a, aux points & — 4}, 


des pôles du premier ordre de résidus —1 aux points & — a et 6 — a et être 
régulière aux points Ë = b, et aux autres points du plan des £. Ainsi 


et, par conséquent, après avoir intégré et fait disparaître les logarithmes 

nous trouvons 

n 

[IL G—a%* 

kR=i 

PO 
(—a) (6 — a) | 


où C’ est une constante. 


E— du demi-plan supé- 


rieur sur l'extérieur du cercle unité | z | > 1 nous trouvons la transformation 
cherchée sous la forme 


Faisant la transformation complémentaire z— 


LU 
1 
w=C—[[6-a)*, (10) 
k=1 
où C et az (| a, | — 1) sont des constantes (*). 


De même que la formule de Lakhtine (10) il est commode d’utiliser la 
formule ordinaire de la transformation de l'extérieur du cercle sur l'extérieur 
d’un polygone, qui, dans notre cas, est de forme 


w= Ci À JL E-en"* "(bn (11) 


On évite des intégrations laborieuses en considérant simultanément les formu- 
les (10) et (11). . 

Considérons le cas particulier r — 2 lorsque le polygone est l'extérieur 

e deux segments qui se coupent à l’origine des coordonnées sous l’angle &, — a. 


Nous avons &> — 2 — «, et les formules (10) et (11) prennent respectivement 
la forme: 


C mn 
w=— (5— a)" (2 — 02) % (12) 
* __az—a Pr RE Z— AR a , 
(*) Nous avons Ë— PT A É—a,=a} RS} (ax sont des constan 
- 7e n 
Les), ta 4 _3;_(@—e)z 23 
), C—a LE a=—— et de plus D ox = 2. 


k=1 
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et 


w= Ci | (=) 6-50 ne. (13) 


Z2— 42 


En égalant les dérivées et après de simples transformations nous avons: 


“1 (z2— 64) (2 —b2)—22— (a —1) (as — as) 2 — are, 


d’où, pour déterminer les constantes b, et b:, nous aboutissons à l'équation 


2 — (a — 4) (az — a) z — ayaz = 0. 


On peut prendre par exemple b, — 1; alors (@ — 1) (ao — a) — 1 — ae 

et b2 — —aa2. La formule (12) contient quatre paramètres réels (C = C1 + 
+ iCo, a — 91, a2 — €“ 92) ; en les choi- 
sissant convenablement on peut faire se 
correspondre les points b;, b, et les extré- 
mités des segments de droite Zi et Lo. 

Au numéro suivant, nous donnons 
plusieurs exemples d'application de la 
formule de Schwarz-Christoffel à la 
représentation des polygones. 

39. Exemples. 1) Transforma- 
tion du demi-plan supé- 
rieur Imz=>0 sur le rec- 
tangle 4:4:4 344 (fig. 83). Considérons 

TZ d’abord la transformation du premier 
quatres du plan des z sur la moitié 

e droite 0A:4,B du rectangle donné 

avec correspondance des points O —— 0, 
FIG. 83 A+ —1, B< > . Désignons par 


: , Où 0<k<1, l’image réciproque 


du point A2. La transformation cherchée peut être considérée comme le pro- 
longement de cette transformation selon le principe de symétrie à travers le 


demi-axe positif des y, donc on peut considérer que A3 <- —+ me Ainsi, la 
transformation cherchée s'écrit squs la forme 


z dz Z 
_—. | V’@-1 RE [ 7 


(la constante C1 = 0 en vertu de la correspondance des points O < — 0). Pour 
déterminer les constantes C et 4 utilisons la correspondance des points A1 < — 1: 


1 
dt 
K=C 
| VU U-RE) | 


(1) 


1 
ainsi que celle des points A: 


dt 


+ + 
K+ikK'=C +c{ =K+ic | VE-DU FE) 
1 1 


EC 
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(nous avons mis l'intégrale de 0 à J sous la forme de la somme de deux inté- 
grales respectivement de 0 à 1 et de 1 aL et nous avons utilisé l’égalité (1)). 
D'où 

1 


BR 
pag | : 
AE TEnTe # 


Nous supposons que la constante 4 (0  k < 1) est donnée et que les dimensions 
K et K’ du rectangle sont choisies de manière que la constante C, dans les for- 
mules (1) et (2), soit égale à 1: 


= 


1 R 
dt dt 
= | KE] —— 0, 3 
ù 7 (1 — A2) 7e () 


Alors” la transformation du demi-plan sur le rectangle est réalisée par la 
fonction 


NOR ren 
; Ï — (4) 


VE ARE) 


L'intégrale (4) ne s'exprime pas à l’aide de fonctions élémentaires ; c’est une 
intégrale elliptique et sa fonction inverse (c’est-à-dire la fonction qui réalise- 
la transformation du rectangle sur le 
demi-plan) est une fonction elliptique de 
J'acobi que l’on note comme suit: 


Z — Sn w — sn (w, k) (5) 


(on doit lire «snw» ou «snw, k») 
et qui s'appelle sinus elliptique. Nous 
l’étudierons en détail dans le dernier 
chapitre du livre (cf. n° 102); on y con- 
sidérera également la solution du pro- 
blème de la représentation d’unrectangle 
quelconque (dont les dimensions ne seront FIG. 84 


pas fixées comme ici) sur un demi-plan. 

.. Nous ne donnerons ici qu’une pro- 
priété fort intéressante de la fonction sn z (*): elle est une fonction méro- 
mMorphe possédant deux périodes dont le rapport est purement imaginaire. 
. Pour démontrer cette proposition, nous notons (7) notre rectangle et ses. 
côtés J, II, ITT, IV comme cela est indiqué sur la fig. 84. La fonction w — 
= sn z est initialement définie dans le rectangle (1); à l’aide du principe de 
Symétrie nous la prolongeons, par exemple, à travers le côté 7 dans le rectangle 
(2). Ce prolongement réalise la représentation de (2) sur le demi-plan inférieur. 
Prolongeant ensuite cette transformation à travers le côté 71° du rectangle (2) 
uous trouvons que w — sn z réalise la représentation du rectangle (3) de nou- 
Veau sur le demi-plan supérieur, etc. (les rectangles hachurés de la fig. 84 sont 
transformés sur le demi-plan supérieur et les rectangles non hachurés sur le: 
demi-plan inférieur). 


(*) Nous avons changé la notation des variables. 
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Ainsi, nous prolongeons la fonction w — sn z dans tout le plan des z. De 
plus, il s'avère que cette fonction est uniforme, car si, en décrivant une courbe 
fermée quelconque, nous retombons par exemple dans le rectangle (7), alors 
les nouvelles valeurs de sn z coïncideront avec les anciennes (elles transfor- 
ment (1) sur un demi-plan avec les mêmes conditions que précédemment). Cette 
fonction est régulière dans les rectangles et sur les frontières partout, excepté 
au point iX’ et en tous les points qui lui correspondent par les prolongements 
{ils sont indiqués sur la fig. 84 par une croix) en lesquels elle possède des pôles 
puisque par la transformation conforme ces points ont pour image w — ce. 
Ainsi sn z est une fonction méromorphe. 

Nous avons noté, sur la fig. 84, par des cercles noirs un point arbitraire z 
du rectangle (7) et tous les points que l’on obtient à partir de celui-là par un 
nombre pair de prolongements (*). En tous ces points, qui sont de la forme 
z+ 4nK + 2n'K'i, où n, n° — 0, +1, +2, ..., la fonction sn prend les 

mêmes valeurs: : 


sn (z+ 4nK + 2r'K'i) — snz. (6) 
Cette propriété signifie justement que sn z 
possède deux périodes t — 4XK et 1’— 2K"i. 


On déduit des prolongements considé- 
rés de sn z que cette fonction est impaire 


sn (—z) — —Ssn z. (7) 


2) La bande munie d’une 


22 En © coupure horizontale (fig. 85) 

s \ / £ : x : 
DETTE. représente un quadrilatère dont troissommets 

gta fa, CAU al) A1, A2 et À; coïncident avec le point à 


l'infini et d’angles œ — a>— a3—0. Nous 

FIG 85 supposons que ai — 0, di —= 1 et Gp — 00 

° et nous prenons aussi zo — 0 (alors la corres- 

pondance des points a et A4 nous permet 

de trouver immédiatement que C; — 0). Par conséquent, au point 43 cor- 


respond un certain point a3 — —a du demi-axe négatif. L'intégrale de 
Schwarz-Christoffel prend alors la forme 
F d 
z dz : z 
Ù 


(le facteur correspondant au point A: disparaît; cf. 4) du numéro précédent). 
Pour déterminer les constantes C’ et a nous avons recours à la considération 
suivante: quand:le point z décrit autour du point a — 1 une demi-circonfé- 
rence c-, de rayon r suffisamment petit (c’est-a-dire quand Le vecteur 4 — z — 


= re® tourne de manière que son argument varie de 0 à —1x), le point corres- 
pondant w doit passer du rayon 444; au rayon 4,4, et l'accroissement de w 
doit peu différer de —ih1: 


Aw — —ih: + O r); 
où © (r) est un infiniment petit lorsque r —+ 0. Cette considération est justifiée 
par le fait que l’image de la demi-circonférence c,, pour les petits r, diffère peu 


du segment de droite réunissant les rayons A4A1 et 414, et qui leur est per- 
pendiculaire. 


(*) Nous désignons par les cercles blancs les points en lesquels la fonction 
prend les valeurs sn z. 
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D'autre part, pour un petit accroissement Az, l'accroissement du second 
terme entre accolades de la formule (8) est aussi petit, car ce terme est continu 
au point z— 1. L'accroissement du premier terme In (4 — z) — In r + ip 


est égal à — in, donc 
Aw — —C'in + 0 (r). 


Egalant les expressions obtenues pour Aw et passant à la limite lorsque r —+ 0 
nous trouvons 


EL 
Er 
D'une manière analogue, lorsque z décrit autour du point a3— —a la circon- 
férence zta=re® (p varie de x à 0), l'accroissement Aw— —C'ain +O(r) 
D 
7} 
> A3 FA, æ: Æz 
Zu 
( 
FIG. 86 
doit peu différer de —ÿih;; d’où 
he 
far : 


La fonction qui réalise la représentation conforme du demi-plan Imz > 0 sur 
la bande munie d’une coupure (fig. 85) a donc la forme 


w= 1 in (—2)+- #2 in (14e). (8) 


Faisant la transformation complémentaire de ce domaine sur le demi-plan 
supérieur Im © > 0 coupé suivant un segment de droite incliné de longueur 
unité (fig. 86): 


JT : 
5 (Mm+hai) 
S=e4 


, 


où H=—h+h, et utilisant la formule (9), nous trouvons la transformation 
du demi-plan Im z > 0 sur ce domaine: 


H . hi Ro ñ un 
Fe vin ({ z)+ = In (: 1 li :) 


(nous avons remplacé w par w). Après de simples transformations nous avons 


CS 
w=(z—1)# (14523) 7. 
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Le segment de droite suivant lequel le domaine est coupé fait l’angle aol 


avec l’axe positif, que nous notons an (fig. 86); introduisant le paramètre a, 
nous obtenons la transformation du demi-plan supérieur Im z = 0 sur le demi- 


plan supérieur Im w >> O0 coupé suivant le segment (0, e%*): 


w=(2—1) (1+ L ee (10) 


a—1 


On a indiqué sur la fig. 86 les courbes qui correspondent par cette transforma- 
tion aux droites Im z — const. 


Pour a 22 nous retrouvons l’ancien résultat (cf. n° 33, exemple 2). 


2 
8) Le polygone de la fig. 87 est un quadrilatère 
dont deux sommets coïincident avec le point à 
l'infini. Ayant en vue l’application du prin- 

D cipe de symétrie, nous nous limitons à la consi- 

dération de sa moitié supérieure, c’est-à-dire au 
triangle A:4543 d'angles œ — 0, @o — —@, 
a3 = 1+ a(Ÿ) a; = 1). Notons & = 0, a — 
— co, a3 — —1 les points de l'axe des x qui 
correspondent aux sommets; ayant en vue la 
correspondance des points a; et À; nous avons 


Z 
œ 
o=c (EH a pin 
—1 


FIG. 87 


Pour déterminer la constante C, nous utili- 
sons le fait que lorsque le point z décrit 


la demi-circonférence c,: z — re® (p varie de n à 0), la fonction définie 
par la dernière intégrale accuse l’accroissement 


AD Î Liom= _ Ci +0 (r) 

êr 
(la fonction (z + 1)* sur la circonférence c, diffère peu de l'unité: (z + 1)*— 
— 1 + 0 (r)). D'autre part, pour ce parcours, le point correspondant w passe 
du rayon 4:43 au rayon 4142, donc Aw diffère peu de —ik. Ainsi, € — 2, 


et la fonction qui réalise la représentation conforme du demi-plan supérieur 
sur la moitié supérieure du polygone (fig. 87) a la forme 


w= + FD + in, (11) 
5 


Substituant ici ez à z nous trouvons la transformation de la bande 0 < y < 
sur la moitié supérieure du polygone: 


Z 


w=} {| (ez+1)% a+in} . (12) 


im 
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Puisque, conformément à notre choix des points qui se correspondent, 
le bord inférieur de la bande a pour image la ligne moyenne du polygone, d’après 
le principe de symétrie, cette même fonction (12) réalise la représentation con- 
forme de la bande —x << y < n sur le polygone. 

Pour a rationnel l’intégrale (12) s'exprime par des fonctions élémentaires 
{elle se ramène à l'intégrale de la différentielle binôme). Pour & — 1 nous re- 
trouvons une transformation connue (cf. n° 30, exemple 5): 


wo {ets}. (43) 


1 
Pour a nous avons 


2 {Verte -n-5). (4) 


4) Trouvons la représentation conforme de la bande —n <Imz<x 
sur le plan coupé suivant deux rayons (fig. 88, 0 a << 1). Le principe de 


À +++ ++ 
2, Ati ++ À æ 
— 


FIG. 88 


symétrie est applicable: la moitié supérieure du domaine dans le plan des w 
est un triangle dont deux sommets coïncident avec le point à l'infini et d’angles 
4 — @ — À, Go — —0ù, 3 — 2. Pour pouvoir utiliser la formule de Schwarz- 
Christoffel, transformons la bande 0 y << n sur un demi-plan: £ — ez. Tenant 
compte de la correspondance des points indiquée sur la fig. 88, nous pouvons 
prendre a — 0, a — —o, alors le point a; appartient au demi-axe négatif 
et nous posons az — —4, où a est un nombre positif indéterminé. La formule de 
Schwarz-Christoffel prend alors la forme: 


œ 
vec [e+a)a+cinc (Et Et) +ou: (15) 


ici C est une constante positive, car le rayon 4142 ne tourne pas par la trans- 
formation, donc arg C — 0 (cf. la remarque à la fin du n° 37), Ci est réel, car 
a substitution dans (15) des valeurs positives de € doit donner des w réels 
(cf. fig. 88). Pour donner à la formule (15) une forme plus simple, posons 
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1 RS LE —& 
rer est-à-dire a — ; nous avons 
C = 
De (RE 1) + Ci. (16) 
La correspondance des points &— —a et w=—le*** donne 


€ (eat + CU — hic leian, 


d’où, tenant compte de ce que les constantes C et C: sont réelles, nous trouvons 

Ci =0et C2 jy +0({_ g)t—%, Faisant dans (16) 5—ez 

nous trouvons la transformation cherchée 
w= lat ({—a)t-% (622 (G—-1)2) (47) 


On a aussi indiqué sur la fig. 88 la corres- 
pondance des courbes par cette transforma- 
tion. 

5) Le polygone de la fig. 89 
(o <a <i) est un quadrilatère dont deux 
sommets coïncident avec le point à l’infini 
et d’angles & — à — 2, &> — 2, ä3 — —a, 
Ga — 2. Posons a — 0, ap — 4, a3 — ©; 
alors a4 appartient à l’axe négatif et nous 
pouvons prendre ai — —b. L'intégrale de 
Schwarz-Christoffel prend la forme 


FIG. 89 


w=c (28-361) (eh) d= 
1 


AEA Rd pe ous aline 
= + Tr) +565] Ge) 


(a = 0, a 1). Pour déterminer les constantes € et b nous utilisons: 4) le 
fait que le rayon 424; se transforme en demi-axe positif, donc arg € = 0, 
c’est-à-dire que C est constante positive; 2) la correspondance des points z — 
= —bet w — ai. Après avoir fait la substitution z — be" et w — ai dans (18), 


séparons les parties réelles et imaginaires; nous trouvons deux équations: 


1 _ 2—a+b), _ abl-% œ(a— 1) (œ—2) 
PM np: une Pad+o * (9 


qui permettent (au moins approximativement) de trouver les constantes incon- 


nues, 
En particulier, pour & — _ nous obtenons b — 3, C ne a et la fonc- 


tion qui réalise la transformation prend la forme 
34 5 112 
o= Va (1) : (20} 
Pour &—1, à la place de l’expression (18), nous trouvons 


wc fsib+é-time-t-5}; (21) 
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pour déterminer les constantes nous avons les équations 


di 1 = a 
nn pen: (2) 


6) Le polygone de a fig. 90 est un pentagone. 


Considérons sa moitié de droite, le quadrilatère d’angles a; = UM W= 0, 


da -$ œ ax=2). La représentation conforme du demi-plan supérieur des 


& sur ce quadrilatère, si l’on prend a = 0, as — 1, a3 — a, ay — oo, est réalisée 
par la fonction 


Par) dE 


—<|y CET: 


Pour calculer les constantes a et C con- 
sidérons l’accroissement de w lorsque z dé- 
crit les demi-circonférences CL} et c, de cen- 
tre — 1 et respectivement de rayons 
infiniment grand et infiniment petit. Au 
premier parcours correspond le passage du 
rayon A144 au rayon A344, donc Aw— 


= H+0 +) ; d’autre part, pour les grands 
[| la racine de la fonction à intégrer est voisine de l'unité, donc 


1 ; 1 
Aw—CA ÉE — +0 (7 }= —inC +0 (+) ; comparant ces  expres- 


sions, nous trouvons € — + Au deuxième parcours correspond le passage 
du rayon 44, au rayon 4342, donc Aw — ih + O (r), et l'intégrale de Schwarz- 
Christoffel donne Aw — C V/1 — a? (—in) + O 5 a comparaison de ces 
deux expressions nous conduit à l'égalité a? — 
Ê = 

(a 


œ 
a2— 1 . 1 
| pa tr) 
0 


après quoi l’ intégrale se calcule facilement. Substituant les valeurs trouvées 
de a ct de C et intégrant nous trouvons : 


w= À (2 arctg HV rt H arth V x) è 


À la coupure auxiliaire suivant l’axe imaginaire dans le plan des w correspond 

à Coupure suivant le demi-axe négatif dans le plan des £, donc, d’après le 
Principe de symétrie, la fonction obtenue réalise la transformation du plan des € 
Coupé suivant le demi-axe positif sur le pentagone donné. 


Ge | 
COS | à Te x 
TC: ramène notre intégrale à la forme 


La substitution 
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Posant 6 — z?, nous trouvons la transformation du demi-plan supérieur 
des z sur le pentagone: 


2i kz Z 
w= À (harctg 7 : H arth ——). 23 
T ( 8 HVÈ EE VA 9) 
7) Les angles du polygone dela fig. 91 sont & — as — à5 = 0, 
Mme. Soient ay — —a, d2 — —1, a3 — —b, a — 0, a5 — © les 


FIG. 91 FIG. 92 


points qui correspondent aux sommets, alors la fonction qui transforme le 
demi-plan supérieur sur ce polygone a la forme 


ec (Er « 


24 

F0 G+0) + 

Intégrant suivant une RE infiniment grande de centre à l’ori- 
gine des coordonnées, nous trouvons C (—in) — —ihs, d’où C as Inté- 


grant suivant des demi-circonférences infiniment petites de centres aux points 
Z— —a et z — —b, nous trouvons (*) 


ç Vau—n (a — 
HUE 


i Vb(—6) 
Ë a—b 
ACER) (a—1) - VE —6) _ Ra 


. d s 
hr hé eogeeh A Les deux dernières équation 


Hénhéttene de trouver a et b; l'intégrale (24) s'exprime par des fonctions élé- 
mentaires. 


8) Pour terminer, donnons l'exemple de la transformation du cercle 
[z|<1 sur l’intérieur d’un polygone, l'étoile à cinq branches représentée 


L (_i) = — hi 


(— in) —= hos 


(*) Il n’est pas difficile de vérifier qu'il faut prendre ici la valeur négative 
de la racine. 
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sur la fig. 92. Ce domaine est un décagone dont cinq angles sont égaux à a+ 


et cinq autres à B — L. Nous utilisons la formule (6) du n° 38. Pour trouver 


les points de la circonférence qui correspondent aux sommets de l'étoile con- 
sidérons sa dixième partie, le He A1B10 (fig. 92). On peut transformer ce 


triangle sur le secteur 0 < arg z < _ 1z1<14, de manière que le point 4: 


ait pour image 1 et Bie dE . D’après le principe de symétrie, cette transformation 

se Era dans toute l'étoile, de plus les points Az ont pour images a; — 
AT 

ou 7 (la racine cinquième de l’unité) et Bx; by es (la racine 

aulBme de -1); k— 1, 2, ..., 5. En vertu de l'unicité de la transforma- 

tion on peut la trouver aussi à l’aide de la formule (6) du n° 38. qui prend donc 

la forme 


— ag}2/5 É 1—25)2/5 
0 ELU et PE VE ht D 25 
cn ja ETES T | | (+ 25)4/5 É F7 


(nous utilisons les identités évidentes IT (2 — a) — 25 — 1, IT (: — b;) — 
— # + 1, IT est le symbole du produit). 

Nous prenons la constante C réelle, elle est déterminée par la dimension 
OB; — R de l'étoile: puisque le point z — —1 a pour image le sommet de 
l étoile et z — 0 le centre, alors 


(1—25)2/5 


R=C | =—— d 
J 442598 


Æ; 


5 12 
après substitution t— ( HE ) cette intégrale se transforme en une intégrale 
qui s’exprime par la fonction gamma d’Euler : 


1 1 
: “(ar (4) 
- Î 29/10 (4 pr 85 qe = a 16) ; ( 5 
52710 5.22/5 (5 
û r (56) 
(cf. n° 90). Ainsi 
ë 3 
5ÿ/2T (5) 


C— (26) 


————  — R 

1 1 
r(g)r(s) 

40. Arrondissement des angles. Dans de nombreuses questions 
pratiques on doit avoir en vue que les angles des polygones considérés 
sont en réalité arrondis. Nous donnons ici des méthodes approchées 
de calcul de l’influence de ces arrondissements. 

1) Arrondissement des angles inférieurs à x. 
Trouvons d’abord la fonction qui réalise la représentation conforme 
du demi-plan supérieur des z sur le demi-plan supérieur des & duquel 
On à retranché une petite aire limitée par le segment (—1, 1) et un 


13—0149 
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arc de courbe s'appuyant sur ce segment et tangent à l’axe réel en ses 
extrémités (*} (fig. 93). Pour cela nous considérons la transformation 
z = & + VE — T1 du demi-plan supérieur des & sur le demi-plan 
supérieur des z, duquel on a retranché le demi-cercle unité et prenons 
pour courbe l’image réciproque de la demi-ellipse de demi-axes 1 et 1+} 
voisine dela demi-circonférence (fig. 93). Il reste 
à présent à trouver la transformation du demi- 
plan supérieur des z, duquel on a retranché 
la moitié de l’ellipse sur le demi-plan supé- 
rieur des z. Ce dernier problème se résoui 
d’une manière élémentaire. L’homothétie z, — 


= où c=VA+FA—-1- VRE+FD), 
fait correspondre aux foyers de l’ellipse les 
FIG. 93 points Hi, puis nous appliquons la transfor- 


; 1 À 
mation Z2 == za), ce qui donne dans 


le plan des z:, à la place de l’ellipse, un cercle de rayon r= 
=IEVIES V2 et enfin la transformation z = (£ + z) 
€ hk 2 r 23 


donne le demi-plan supérieur. Nous avons: 23=r(2+ÿ2—1),z— 
C 


= + (+) 2+- (r++) Vr—1], ou, ayant en vue les expressions 


deret €, z1 —=2 + (1 + h)Y 7? — 1. 
Enfin nég ligeant les infiniment petits d’ordre supérieur à À nous 
trouvons : 


= + (at À) man (V2 (2 —1)). (1) 


À l’aide de transformations linéaires complémentaires bat +b, 
z—az+b, nous trouvons un résultat plus général : Ia fonction (**) 


tes (VE) (z— 0) —(2—0:)(2—b:)(2—0b)}=g5(2), (2) 


où bi = b — a, b; — b + a, réalise la transformation du demi- 
plan supérieur Im z > 0 sur le demi-plan supérieur Im & > 0 duquel 
on a retranché une petite aire limitée par le segment (b — a, b + a) 
et un arc de courbe qui s'appuie sur ce segment et qui lui est tangent 
en ses extrémités ; la quantité h, proportionnelle au maximum de 
l’ordonnée de la courbe, est supposée être un infiniment petit d'ordre 
supérieur par rapport à a (fig. 94). 

Supposons maintenant que la fonction w — f (£) réalise la re- 
présentation confo rme du demi-plan supérieur Im € > 0 sur un poly- 


(*) La fonction de l'exemple 2) du n° 34 n’est pas valable, car l'arc n’est 
pas tangent à l’axe. 
(**) Nous écrivons z et & au lieu de zetT. 
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gone À, de plus le point b correspond au sommet B d'angle inférieur à 
n du polygone. Faisant la transformation complémentaire &ë = gy (2) 
à l’aide de la fonction (2) nous trouvons la représentation conforme 


w = f [g (2)] (3) 


du demi-plan supérieur des z sur un domaine À qui s'obtient de A 
en arrondissant l'angle B dans un voisinage suffisamment petit du 
sommet de cet angle (fig. 94). En ité- 
rant ce procédé, on peut arrondir tous 
les angles de À inférieurs à x. 

2) Arrondissement des 
angles supérieurs à sn. Sans 
restreindre la généralité, on peut 
supposer que le sommet 4; du polygone 
À, dont nous arrondissons l’angle, 


coïncide avec le point w = 0, que le côté _ é 
A4 se trouve sur le demi-axe positifet FIG. 94 

a = 0 et que les images réciproques 

— A2, — 3, « «+, —@ des autres sommets de À sont négatives (on peut 


toujours y arriver par des transformations homographiques complé- 
mentaires). Dans ces conditions, la fonction qui réalise la repré- 
sentation conforme du demi-plan supérieur des z sur le polygone À 
peut être écrite à l’aide de l'intégrale de Schwarz-Christoffel sous 
la forme 


w=C 247! p(z) dz, (4) 
() 


où p (z) = (z + a) 1 , ,. (2 + an)r let C'est une constante posi- 
tive (arg C = 0 en vertu du choix du segment de droite 4:42). 

Pour arrondir l’angle au sommet 41, au lieu de (4), considérons 
la fonction 


w=f(a=C | {ty (+841) @ (0) de, (5) 
0 


où $ et y sont des constantes positives à déterminer ; nous supposons 
que B est un nombre petit (dans tous les cas, << a,). D'après 5) 
du n° 38, la fonction 


w = f(e)= Cv | (+8) pa) dr 
Û 
13* 
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réalise la représentation du demi-plan Im z => 0 sur un polygone dont 
les côtés sont parallèles aux côtés de À, de plus le point z = —$ 
correspond au sommet B" qui se trouve sur le demi-axe négatif des w 
(d'angle an), et aux sommets restants 4°, . .., À; correspondent les 
points —a, ..., —4@, (sur la fig. 95 ce polygone est indiqué en 
pointillé). 

Considérons encore la fonction 


w = fi(2) =C | 2%! @(z) dz, 
0 


qui réalise la représentation du demi-plan Im z > 0 sur le polygone 

de sommets A1, A;, . .., Ar (sur la fig. 95 il est indiqué en trait 
continu fin). Pour chaque z 
fixe, le vecteur w, défini par 
la formule (5), est la som- 
me des vecteurs 1 (2) et fo (2). 
En faisant cette somme, 
nous voyons que lorsque z 
décrit l’axe réel, le point w 
décrit le chemin fermé 
A4» ... AnBA1 qui tout 
entier, excepté la portion 
BA1, est constitué de seg- 
ments de droite parallèles 

zaux côtés correspondants 
du polygone donné (sur la 
fig. 95, en trait gras). 


FIG. 95 Pour obtenir les équa- 

tions paramétriques de la 

portion BA, nous introduisons le paramètre positif £ — —z 
(0 <t-< B). La formule (5) donne alors 


d d . d d _- = 
Te tige CARE BTE, 


d’où, pour la tangente de l’angle formé par l’axe des w et la tangente 
à BA;, nous avons: 


dv 


ds —1 : 
tep= dt sin œyr-t ! _ sin x : 
du. ay CURE 1 
22 cos ont —Y(B—i) ni 
dE 1 v(B cos in — y ( , 


On voit de cette expression que, dans le cas d’un angle supérieur 
à n (c'est-à-dire pour 1 < &; << 2), tg @ est nulle au point & — 0 
correspondant à A et égale à tg «x au point £ — $ correspondant à 
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B. Ainsi, dans le cas d’un angle supérieur à n l'arc BA; arrondit 
réellement l’angle au sommet 41 (*). 

D'après le principe de la correspondance des frontières la fonc- 
tion (5) réalise la représentation conforme du demi-plan Im z > 0 
sur le domaine À de frontière le contour 414: ... A,BA;. Faisant 
varier les constantes €, $ et y, nous pouvons faire de manière que 


le domaine À diffère aussi peu qu’on le 
veut du polygone donné A. . / 
Montrons comment on doit s’y pren- AAA 4 
hk 


dre sur un exemple simple. Considérons 
le polygone représenté sur la fig. 96, 
c'est un Cas particulier du triangle de = 
l'exemple 3) du numéro précédent. Nous 
supposons que. les points A1, 42 et Aa 
ont pour images les points 0, { et oo de 


P te 


l'axe réel; l’intégrale de Schwarz-Chris- A 
toffel s’écrit alors sous la forme 
z 4/4 FIG. 96 
Z az 
w=C | 1" (6) 


0 


où C est une constante positive (sur le tronçon (0, 1) w doit prendre 
des valeurs positives). Conformément à ce qui a été exposé ci-dessus, 
nous posons 


w=C | VEYVERR 3. (7) 
0 


Cette fonction fait correspondre au segment (0, 1) le demi-axe posi- 
tif, et nous exigeons que lorsqu'on passe par le point z = 1, elle 
ait l’accroissement ih; d’où, de la même manière qu’au numéro 39, 
nous obtenons: 


Ca (1 +y VTT) = 2. (8) 

Ensuite, nous exigeons que le point z — —f corresponde au point 

B = —p — ip de manière que, pour les petits B, l’arc BA, soit voisin 
(*) L 1, nou e =t D. ot 

) Lorsque «1 1, nous avons Éie SN, ie 0 arc 


41B n'arrondit pas l'angle. L’arrondissement dans ce cas peut être réalisé si, 
au lieu de (5), on prend la fonction 


w=C Î y (ap) 3 (x) dx, 
0 


où $ => 0, néanmoins ce procédé est moins commode que celui décrit au début 
de ce numéro. 
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de l’arc de circonférence de rayon p. Après le changement de variable 


z — —t nous aboutissons à l'équation 
. ñ —t 
ptp=c | VE à 


Séparant les parties réelles et imaginaires et intégrant nous trouvons 
les deux relations suivantes: 


p—2C{VB—arcte VB), 
p= 2Cy {VTFParth Vi —VB} : 


Les trois relations (8) et (9) ainsi obtenues permettent de trouver p, 
C'et y en fonction du paramètre fi. Pour les petits B, nous avons: 


PAT: Cæg(i-28), v&i+B. (10) 


(9) 


La fonction qui réalise la transformation prend alors la forme (aux 
infiniment petits d'ordre supérieur par rapport à f près) 


w= + {arthV3-Vz+(Ê—1) V3}. (11) 


XX  *X  * 


Dans ce chapitre, nous avons fait connaissance avec plusieurs 
problèmes de la théorie des représentations conformes se rapportant 
à l’ensemble des problèmes énoncés au début du n° 28. Dans les deux 
chapitres qui vont suivre, le lecteur trouvera d’autres exemples de 
ces problèmes. Dans le chapitre III nous aurons recours aux repré- 
sentations conformes dans la mesure où elles seront nécessaires à 
la résolution de différents problèmes aux limites de la théorie des 
champs vectoriels plans, qui sont intimement liés aux applications. 
Le chapitre IV est consacré aux principes variationnels de la théorie 
des représentations conformes; nous y étudierons le comportement 
des représentations conformes pour des variations de la frontière 
des domaines à transformer (problème 3) et nous y établirons cer- 
taines formules approchées. 

Nous ne donnerons pas les méthodes de calculs approchés des 
représentations conformes (exception faite pour la méthode des 
réseaux du n° 45). Le lecteur pourra prendre connaissance des métho- 
des analytiques de ces calculs dans le chapitre V du livre de 
L. Kantorovitch et V. Krylov [9]. En pratique, on a recours aux procé- 
dés de calcul qui utilisent des analogies physiques — les méthodes 
de ces calculs avec application d'instruments spécialisés simples et 
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de papier électroconducteur sont décrites par P. Filtchakov et V. Pan- 
tchichine [11]. 

Le lecteur pourra également prendre connaissance de certaines 
méthodes pratiques dans le livre de W. Koppenfels et F. Stall- 
mann [13] et D. Gaier [14]. 
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CHAPITRE III 


Problèmes aux limites 
de la théorie des fonctions 


et leurs applications 


Nous avons déjà dit que la théorie des fonctions de la variable 
complexe, et en particulier sa partie géométrique, la théorie des 
représentations conformes, a pris naissance et s’est développée sur 
la base de représentations physiques. Leonhard Euler et Jean d’Alem- 
bert ont été conduits aux conditions d’analyticité des fonctions de la 
variable complexe grâce à des considérations hydrodynamiques ; 
dans ses recherches, Bernhard Riemann avait constamment recours 
à des interprétations des fonctions analytiques se rapportant aux 
courants plans de fluide et aux flux de chaleur. 

D'autre part, inversement, le développement de la théorie des 
fonctions de la variable complexe a permis de créer de nouvelles mé- 
thodes de résolution des importants problèmes pratiques appartenant 
aux différents chapitres des sciences naturelles (hydrodynamique et 
aérodynamique, théorie de l’élasticité, champs électrostatiques, ma- 
gnétiques et thermiques, etc.). De grands mérites dans les applications 
de la théorie des fonctions de la variable complexe reviennent aux 
savants russes et soviétiques. 

Au début du XX® siècle, MNikolaï Joukovski et Serguéi Tchaply- 
guine (1869-1942) sont parvenus à de nombreux résultats fonda- 
mentaux dans l’application de la théorie des fonctions en hydrody- 
namique et aérodynamique. Les méthodes de la théorie des fonctions 
de la variable complexe jouent un rôle du premier plan dans leurs 
remarquables articles, ainsi que dans le livre de Joukovski « Les 
fondements théoriques de l’aéronautique » (1911). De nos jours, des 
applications importantes et profondes de la théorie des fonctions 
en hydrodynamique et aérodynamique ont été données par M. Kel- 
dych, S. Khristianovitch, V. Goloubev, L. Sédov et d’autres. 

En 1909, G. Kolossov (*) a posé les bases d’une application sé- 
rieuse de la théorie des fonctions de la variable complexe au problème 
plan de la théorie de l’élasticité. Dans les années vingt, N. Mous- 
khélichvili a donné la résolution brillante de ce problème par des 
méthodes s'appuyant sur la théorie des fonctions. Ces méthodes sont 
exposées dans son livre [10] dont la première édition est parue en 
1933. Les méthodes de la théorie des fonctions de la variable complexe 


(*) Gouri Kolossov (1867-1936), spécialiste de la théorie de l’élasticité. 
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occupent une place de choix dans les recherches faites dans les diffé- 
rents domaines de la physique (V. Fock et d’autres). 

Dans ce chapitre, nous considérons les principales représentations 
physiques liées à la théorie des fonctions de la variable complexe et 
des applications simples de cette théorie. Nous commençons par la 
théorie des fonctions harmoniques de deux variables qui sont inti- 
mement liées aux potentiels des champs vectoriels plans, par les 
principaux problèmes aux limites de la théorie des fonctions harmo- 
niques et analytiques, puis, sur la base de la théorie développée, 
nous exposons les questions fondamentales des applications. 
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On appelle fonction harmonique dans un domaine D toute fonction 
réelle uw (x, y) de deux variables réelles qui possède dans ce domaine 
des dérivées partielles secondes continues et qui satisfait à l’équa- 
tion aux dérivées partielles (*) 


o2u @2u 
Au= +3 = 0 
__ 62 ô? Ve DS 
(A = = fa TT est le symbole de l’opérateur différentiel). Il est 


d'usage d'appeler cette équation équation de Laplace: Laplace l'avait 
considérée en 1782, mais, bien avant lui, cette équation avait été 
utilisée par Euler dans ses travaux d’hydrodynamique et d’autres 
branches de la physique mathématique. Vu que l’équation de La- 
place est linéaire, remarquons tout de suite que toute combinaison 
linéaire 


n 
D aux (x, y) 
k=—1 


de fonctions harmoniques u; (x, y) à coefficients réels et constants &z 
est une fonction harmonique. 

Comme nous le verrons dans les paragraphes de ce chapitre, les 
potentiels des principaux champs vectoriels considérés en physique 
sont des fonctions harmoniques, et toute fonction harmonique, du 
point de vue de la physique, peut être représentée comme le potentiel 
d'un certain champ. C’est pour cette raison que, dans le cas général, 
les fonctions harmoniques sont souvent appelées potentiels et la 
théorie des fonctions harmoniques théorie du potentiel. 


(*) Partout ici il sera question de fonctions harmoniques de deux variables 
Car ce sont précisément elles qui sont intimement liées aux fonctions analytiques. 
Les fonctions harmoniques de trois variables u (x, y, z) vérifiant l'équation 
du du , du 
Au rt og Ton 0 


que nous ne considérerons toutefois pas, sont non moins importantes en pratique. 
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41. Propriétés des fonctions harmoniques. Avant tout, trouvons 
la relation qui existe entre la notion de fonction analytique et la 
notion de fonction harmonique. Cette relation est exprimée par les 
deux théorèmes simples qui suivent: 

Théorème 1. Les parties réelle et imaginaire d'une fonction 
f(z) = u (x, y) + iv(x, y) uniforme et analytique dans un domaine D 
sont des fonctions harmoniques dans ce domaine. 

La démonstration découle immédiatement des conditions de 
Cauchy-Riemann 


ou êv êu êv 
De ont cop de: (6) 


En effet, puisque les fonctions analytiques possèdent des dérivées 
de tous les ordres, on peut dériver les équations (1) par rapport à 
x et y. Dérivant la première par rapport à x, la seconde par rapport 
à y et utilisant le théorème sur l'égalité des dérivées croisées, il vient : 

Bu _ du __ du 

0x2  0x0y  ôy 
d’où 

o2u ©2u 


La démonstration est analogue pour la fonction v (x, y). 

Deux fonctions u (x, y) et u(x, y) harmoniques dans un domaine 
D, qui vérifient les conditions de Cauchy-Riemann, sont dites con- 
juguées. 

Théorème 2. Pour toute fonction u (x, y) harmonique dans 
un domaine simplement connexe D, on peut trouver une fonction har- 
monique conjuguée v(x, y). 

En effet, considérons l'intégrale 

LA 

ôu ou 
vo(r, = | ac+ 5 dy, 

20 
OÙ Z9 = Zo + iyo est un point fixe et z = x + iy un point variable 
dans le domaine D. En vertu de l'équation de Laplace x —%) = 
__ d'fôu 
= (> 
et n’est fonction que du point z; nous notons cette fonction w (x, y). 
D'après les propriétés des intégrales curvilignes, il vient 

2+h 

vo (rh, y)— vo #) 2 Jim L | __ du ôu 


] , cette intégrale ne dépend pas du chemin d'intégration” 


— lim 


dx — 
0€ p,0 h +0 À 


dy 71 


{nous pouvons prendre l'intégrale de z à z + À suivant un segment 
de droite horizontal sur lequel dy = 0); d’une manière analogue 
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0e Par conséquent, vo (x, y) est précisément la fonction 


cherchée, conjuguée de la fonction uw (x, y). Vu qu’une fonction 
n’est définie par ses dérivées partielles qu'à une constante près, 
l’ensemble de toutes les fonctions harmoniques conjuguées de uw (x, y) 
est donné par la formule 


f 9 ô 
vs y (art dy+c, 2) 
20 


où C est une constante (réelle) arbitraire. 
Remarquons que dans un domaine multiplement connexe D, 
l'intégrale (2) 
Z 
êu êu 
v (x, y) = Î,— ax + dy+C 
20 
définit en général une fonction multiforme. Elle peut prendre des 
valeurs différentes suivant deux chemins ZL et ZL, réunissant les 
points z, et z, si Ces chemins ne peuvent être déformés de manière 
à coïncider l’un avec l’autre tout en restant dans le domaine D 
(c'est-à-dire si dans le domaine de frontière L et L il y a des points 
qui n’appartiennent pas à D). Il est évident que tous les raisonne- 
ments du n° 13 sont valables dans notre cas, et on peut affirmer 
que, dans un domaine multiplement connexe, la formule générale 
pour la fonction v (x, y), donnée par l’intégrale (2), est la suivante: 


Zz 
ô ô 
vx, y)= F — dm + SE dy NT Net + Nan +C, (8) 
zo 
où W; sont des nombres entiers arbitraires et F, les intégrales prises 
le long des contours fermés y, dont chacun contient à son intérieur 
une portion connexe de la frontière de D: 


Tr = [5 de+ 2 dy (4) 


(cf. formules (2) et (3), n° 13). Les constantes l',} sont appelées 
Dériodes de l'intégrale (2) ou constantes cycliques. 

Si on peut choisir dans un domaine D’ appartenant à D une 
branche uniforme et continue de la fonction v(x, y), donnée par 
la formule (3), alors cette branche est évidemment une fonction 
harmonique conjuguée de u (x, y). C’est pour cette raison que la 
fonction v (x, y) est une fonction harmonique multiforme. Remarquons 


que les dérivées partielles de cette fonction sont uniformes: 


ôv Ôu dv ôu 5 dx 
BB — 7j og d Ci découle de la formule (3). 


Le théorème 2 peut évidemment être énoncé comme suit. 


204 CH. III. PROBLÈMES AUX LIMITES 


Théorème 2’. Toute fonction harmonique dans un domaine 
D peut être considérée comme la partie réelle ou la partie imaginaire 
d'une fonction analytique f (z); cette dernière est définie à une cons- 
tante, imaginaire ou réelle respectivement, près. 

Nous n’excluons pas le cas des domaines multiplement connexes, 
et c’est pourquoi la fonction analytique f (z) peut être multiforme. 


Exemple. Le calcul des dérivées partielles de la fonction 
u=In(x2+y2}=21n|zl 


montre qu'elle est harmonique dans la couronne 0 < {z[]< o. L'intégrale (2} 
prend la forme: 
Zz 


: — y dr +x dy 
An) Pr: ns 
20 


et représente dans la couronne 0 <]z|< © une fonction à une infinité de 
déterminations. La fonction analytique correspondante 


f(z)=u+iv=21n|z|+2iArgz+iC—2Lnz+iC 
possède également une infinité de déterminations. 


+C=2 Argz+C 


Théorème 3. Toute fonction harmonique u (x, y) est une 
fonction analytique de x et y, c'est-à-dire qu'au voisinage de chaque 
point 20 = Zo + iÿo du domaine D, elle est la somme d’une série 
absolument convergente 


Le, °2 


u(x, y)= À Cmn(t— 20)" (y — yo)". (5) 


m,n= 


En effet, u (x, y) peut être considérée, d’après le théorème 2’, comme 
la partie réelle de la fonction f (z), uniforme et analytique dans un 
voisinage | z — z9 | << À du point z. Supposons que dans ce voisi- 
nage 


Lee] 


1@)= D en Ga)", (6) 


n—= 
Où Cn—@n+ifn. La partie réelle du terme général de la série (6) 
n —1 nm 9 
Gen À a) ET (20) y — vo + À + 
+ Pn ne)" (y — yo) + 


—1) (n—2 A 
HAN D og +} (D 
n’est pas supérieure en valeur absolue à 
Pen DZ — Lo | + y — yo 1}, 


et comme d’après le théorème d’Abel (n° 19) la série (6) converge 
absolument dans tout cercle [z—z | &r<R, c'est-à-dire que 
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la série > le [7 converge pour r<<R, lorsque [x — x | + 
n=0 


+ [y — yo | À, la série de terme général (7) converge absolu- 
ment (*}). Cette série représente précisément la série de u (x, y). 
Après regroupement de ses termes (ce qui est légitime en vertu de la 
convergence absolue), nous obtenons la série (5) cherchée. Le théorème 
est démontré. 

Il découle en particulier du théorème qui vient d’être démontré 
que les fonctions harmoniques possèdent des dérivées partielles de 
tous les ordres. Il n’est pas difficile de montrer que ces dernières 
sont aussi des fonctions harmoniques (cf. théorème 1 du n° 17). 

En se basant sur le théorème 3, on peut obtenir un procédé pra- 
tique commode pour retrouver la fonction analytique f (z) si l’on 
connaît sa partie réelle u (x, y). Par une transformation élémentaire 
de l’expression (7) du terme général de la série donnant uw (x, y), 
nous obtenons la représentation de cette fonction au voisinage du 
point Z: 


u (x = 00 D {en [(r—20)-+ à (y — vo)" + 


n=1 
+ Cn LT — &o) — (y —%0)l"}. 
D’après le théorème d’Abel, cette série converge aussi pour les 
valeurs complexes de x et y suffisamment voisines de x, et yo. On 
= $—% + 


peut donc y poser zx — zo — » Y — Yo = Ex , où & est un 


point suffisamment voisin de ul vise 


(rm +$52, vo+ EE) = a+ + Ze C— 29)" = 


. 4 
= + [f (6) — col. 
Remplaçant ici Ë par z, nous aboutissons après de simples transfor- 
mations à la formule définitive 


jU)=2u (2e, Et) 5. (8) 

La formule (8) a été obtenue pour les points z voisins de.z,, mais, 

d’après le théorème d'unicité, cette formule est vraie dans tout le 

domaine de définition de j (z), car dans ce domaine les deux membres 
de (8) sont des fonctions analytiques de z. 

En particulier, si f (z) est analytique à l’origine des coordonnées, 


on peut alors poser z, — 0, et la formule (8) devient particulièrement 
Simple : 


Z Z 22, 
f (2) = 2u (=. %)—0: (9) 
(#) Sous cette condition, la série des valeurs absolues des termes de (7) 
converge également. 
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Donnons plusieurs exemples où l’on applique les formules (8) et (9): 
1) u=x+y, f(D=2+<+C=(—ÿ 340 
(formule (9)) ; 
2) u=In(r?+y2)}, f(—=21ln { 
(formule (8), z5= 1) ; 


2sin (: FL 
sin 2x _ 5 
ch 2y—cos 2x ? FO {TA T 
chi (++) — COS ( +7) 


1 1 
EE G 2 +0 21nz4+C 


3) u= +C= cig z+C 


(formule (8), 0—7 ) : 
Dans les trois formules C est une constante imaginaire. 


Passons à l'étude des propriétés des fonctions harmoniques. En 
partant des théorèmes { et 2, ces propriétés s’obtiennent facilement 
des propriétés correspondantes des fonctions analytiques. Pour plus 
de commodité, nous écriron$ parfois u (z) au lieu de w (x, y), tout 
comme on écrit u (P) à la place de uw (x, xs, . . ., x,) pour les 
fonctions de plusieurs variables, sous-entendant par P le point 
de coordonnées (21, Z2, . .., Zn). 

Théorème 4 (de la moyenne). Siune fonction u (z) est con- 
tinue dans un cercle fermé de rayon r et de centre au point z et harmoni- 
que à l'intérieur de ce cercle, alors 

2n 


u(2)=—— Ju G+reir) do. (10) 
0 


La démonstration découle immédiatement de la formule (5) du 
n° 14, en séparant les parties réelles. 
Théorème 5. Une jonction harmonique non constante ne peut 
atteindre un extrémum en un point intérieur au domaine de définition. 
Il suffit de démontrer le théorème dans le cas d’un maximum car 
un point de minimum pour la fonction harmonique w (2) est un point 
de maximum pour la fonction — uw (z), également harmonique. 
Raisonnons par l’absurde. Supposons que la fonction harmonique 
u (z) atteint son maximum en un point Z, intérieur au domaine. 
Construisons dans un _voisinage de z, une fonction analytique 
uniforme f (z) telle que u — Ref (z). La fonction e/® est analytique 
et son module e“*, en vertu de notre supposition, atteint un maxi- 
mum au point z intérieur au domaine. Ceci est en contradiction 
avec le principe du maximum (n° 15). Le théorème est démontré. 
On aurait pu démontrer directement le théorème 5, à partir du 
théorème de la moyenne, exactement comme on l'a fait (n° 15} 
pour le principe du maximum. 
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mie 


Théorème 6. Si une fonction u(z) harmonique dans tout 
le plan ouvert est bornée au moins supérieurement ou inférieurement, 
elle est alors constante. 

En effet, soit u (2) bornée supérieurement : w (z) M. Construi- 
sons une fonction j (z) analytique dans tout le plan ouvert telle que 
u (z) = Re f (2). Par hypothèse, toutes les valeurs de la fonction 
w = f(z) appartiennent au demi-plan u << M. Par conséquent, 
d'après la remarque faite à la fin du n° 28, la fonction f (z) est cons- 
tante et, par suite, u (2) aussi. 

Les deux théorèmes suivants établissent le caractère des lignes de 
niveau des fonctions harmoniques, c’est-à-dire de l’ensemble des 
points en lesquels u (z) — const. 

Théorème 7. Siune fonction harmonique u (z) non constante 
a une ligne de niveau fermée u (z) = uo, alors, à l’intérieur de cette 
dernière, il existe au moins un point singulier (*) de cette fonction. 

En effet, dans le cas contraire, la fonction u (z), continue sur 
le domaine fermé de frontière la ligne de niveau, doit atteindre sa 
plus grande valeur w (z;) et sa plus petite valeur uw (z;). D'après le 
théorème 5, les points z et z; doivent se trouver sur la frontière 
du domaine, c’est-à-dire sur la ligne de niveau; par conséquent, 
u (1) — u(z:), donc u (z) est constante. 

héorème 8. Tout voisinage suffisamment petit du point 20 
de la ligne de niveau u (z) = us est partagé par cette ligne en un nombre 
pair 2n (n > 1) de secteurs dans lesquels u (z) prend alternativement 
des valeurs supérieures et inférieures à wo. 

La fonction w (z) — u, est nulle au point z0; choisissant une 
fonction conjuguée vw (z) telle que v (20) = 0, nous obtenons une 
fonction analytique f(z) — u (z) — us + iv(z) également nulle 
au point Z. Désignons par » l’ordre de ce zéro. Alors, dans le voisi- 
nage du point 29, on à f(z) = cn (2 — 20) + Cy+4 (2 — 20) *t + 
+ ..., x 0 et, par conséquent, 


u (2)= uÿ + Ref (2) = uo + Art sin (no + B) +o(r*), (11) 


où l’on a posé 3 — z0 = re, A -£ 0 et B sont des constantes et 
o (rt) désigne un infiniment petit d’ordre supérieur à r* lorsque 
r— 0. On voit que pour r suffisamment petit et @ variant de 0 
à 2x, la différence u — wo s’annule 2n fois en changeant de signe. 
Le théorème est démontré. 

On démontre de la même manière que la ligne de niveau de la 
fonction harmonique v (z) conjuguée de u (z) passant par le point zo 
se décompose dans le voisinage de ce point en » branches tangentes 
en z, aux bissectrices des secteurs dont il est question dans le théo- 
rème 8. 
mn 

(*) C’est ainsi que l’on appelle le point en lequel la condition d’harmonicité 
de la fonction cesse d’avoir lieu. 
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I1 découle du théorème 8 que la ligne de niveau de toute fonction 
harmonique ne peut avoir que des points simples (7 — 1) ou des 
points multiples (*) à tangentes distinctes (7 > 1); les cas des points 
isolés, des points d’arrêt ou des points de rebroussement sont exclus. 

Pour la suite, il est utile de donner la proposition suivante récipro- 
que du théorème de la moyenne. 

Théorème 9. Si une fonction u(z) est continue dans un 
domaine D et si pour tout point z et r suffisamment petit 

23% 


“(= f u (z-L reis) de, 
0 


alors, la fonction u (z) est harmonique dans D. 

Notre démonstration est basée sur le théorème d’existence d’une 
fonction harmonique qui prend des valeurs données sur la frontière 
d'un domaine simplement connexe; ce théorème sera démontré 
au n° 43. Soit zo un point arbitraire de D et soit D, un domaine 
simplement connexe fermé appartenant à D et contenant à son 
intérieur le point z,. Construisons d’après le théorème cité une fonc- 
tion harmonique wo (z) prenant sur la frontière C, du domaine D, 
les mêmes valeurs que la fonction u (z) et posons U (2) = uo (z) — 
— u (2). 

Par construction et d’après les conditions du théorème à démon- 
trer, la fonction U (z) est continue sur D, et nulle sur la frontière de 
ce domaine. De plus, la valeur de U (z) au centre de tout cercle 
appartenant à D, est égale à la moyenne arithmétique de ses valeurs 
sur la circonférence de ce cercle, car les deux fonctions 4 (2) et us (2) 
possèdent cette propriété, la première par hypothèse, la seconde 
d’après le théorème de la moyenne. 

Il en découle que la fonction U (z) ne peut atteindre un extrémum 
aux points intérieurs à Do; la démonstration de cette propriété 
est basée sur la continuité de la fonction et sur le théorème de la 
moyenne (cf. la remarque qui suit le théorème 5). Mais en tant 
que fonction continue sur un domaine fermé, U (z) doit atteindre 
ses valeurs extrémales, ce qui ne peut se produire que sur la fron- 
tière de D9. Or, comme sur la frontière U (z) est partout nulle, les 
valeurs maximale et minimale de U (z) sont nulles, donc Ü (2) est 
identiquement nulle sur D,5. Cela signifie que partout sur D, la 
fonction u (z) coïncide avec la fonction harmonique uw, (z) et, en 
particulier, elle est harmonique au point 5. Le théorème est donc 
démontré, étant donné que Z, est un point arbitraire de D. 


(*) Dans tout domaine fermé d’harmonicité de La fonction w (z) il existe un 
nombre fini de points multiples de la ligne de niveau (en de tels points, f” (z) = 
— 0) ; dans le cas contraire, d’après le théorème d’unicité (n° 20), on doit avoir 
f @ = 0. 
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Donnons maintenant un théorème analogue au théorème de 
Weierstrass du n° 19. 

Théorème 10. Soit donnée une suite de fonctions uw: (2), 
ua (2), +. …, Un (2), . . ., harmoniques dans un domaine D et conti- 


Le] 


nues sur D. Si la série > u, (2) converge uniformément sur la frontière 
Le) 


du domaine D, elle converge alors uniformément dans le domaine D et, 
de plus, sa somme est une fonction harmonique dans D. 

La convergence uniforme de la série dans D découle du principe 
de l’extrémum. En eïffet, d'après le critère connu de convergence 


Le,e] 


de Cauchy (*), la convergence uniforme de la série Yu, (z) sur la 
0 

frontière du domaine D) entraîne que pour tout & > 0 il existe un 

nombre entier N tel que pour tout r => N, pour tout p entier positif 

et pour tous les points £ de la frontière 


Quai (0) + Miss (O +. us (OI e 


Etant donné que la somme dont on a pris la valeur absolue est une 
fonction harmonique, d’après le principe de l’extrémum, nous 
avons : 


lUn+1 (2) + Unte (2) + 04. + unip (7) 18 


en tous les points du domaine. Mais, d’après le même critère de 


00 


Cauchy, il en découle la convergence uniforme de la série Du, (2). 
R=—0 
I reste à démontrer que la somme w (z) de cette série est une fonction 
harmonique. Pour cela, nous avons recours aux théorèmes 9 et 4. 
Pour tout r suffisamment petit, nous avons 
2x 2T œ 27 


jure) de | Suts+ree)dp= 3 [ur (c+reie) a 
L ù h=—0 k=0 © 


(l'intégration terme à terme de la série est légitime vu sa convergence 
uniforme). D’après le théorème 4, les intégrales de droite sont égales 
à 2nu, (z), donc 


2x CS 
Î u (z+ rei®) dp — 27 > ur (z) = 274 (z) 
0 k=0 


et, d’après le théorème 9, la fonction w (z) est harmonique au point z. 
Le théorème est démontré puisque z est un point arbitraire du domai- 
ne D. 

Pour terminer, donnons encore deux théorèmes qui seront utiles 
dans la suite. Le premier établit qu’une fonction harmonique reste 


(*) Cf, Fikhiengoltz, t. II, p. 309. 
{4—0149 
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harmonique lors d’une transformation analytique de la variable 
indépendante. 

Théorème {1. Si u(z) est une jonction harmonique dans 
un domaine D et si z — g(Ë) est une fonction analytique dans un domaine 
À, dont les valeurs appartiennent à D, alors la fonction composée 
u [g (8)] = U (Ë) est harmonique dans A. 

En effet, construisons une fonction analytique (peut-être mul- 
tiforme) f (z) telle que u = Re f(z). La fonction flg (&)] = F(Ë) 
est évidemment analytique dans le domaine À et, par conséquent, 
U (£) = Re flg (0)] = Re F (£) est harmonique dans ce domaine. 

Le deuxième théorème exprime une propriété de l’intégrale de la 
dérivée normale d’une fonction harmonique. 

Théorème 12. Si une fonction u (z) est harmonique dans un 
domaine simplement connexe D et continue, ainsi que ses dérivées par- 


tielles, sur D, alors 
ôu 
| ds —0, (12) 
“A 
où C est la frontière du domaine D, _ la dérivée suivant la direction 
de la normale à C et ds l'élément d'arc. 


Construisons dans D une fonction harmonique v conjuguée de u ; 
elle est uniforme, étant donné qüé le domaine D est simplement con- 
nexe. D'après la remarque faite à la fin du n° 5, les conditions de 
Cauchy-Riemann peuvent s’écrire sous la forme 


ôu ôv 
no 0 (13) 
où À désigne la dérivée suivant la direction de la tangente à la 


courbe et = la dérivée suivant sa normale (de sorte que la rotation 
qui fait coïncider le vecteur n° avec le vecteur s° est exécutée dans 
le sens positif). Vu la continuité des dérivées partielles 
et donc de leurs combinaisons linéaires = et ee, l'égalité (13) 
a lieu aussi sur la frontière C du domaine D. Donc, le long du con- 


tour fermé C 

êu êv 

| 3 15 — | 7 = | du = 0, 
C C € 


en vertu de l’uniformité de la fonction v (2). 

42. Propriétés des fonctions harmoniques (suite). Nous considérons 
ici les questions se rapportant aux points singuliers, aux théorèmes 
d’unicité et au prolongement analytique des fonctions harmoniques. 
Commençons par l'étude du comportement des fonctions harmoniques 
uniformes u (z) au voisinage d’un point singulier isolé. Soit u (z) une 
fonction uniforme et harmonique dans un voisinage 0 <|2—1a |[<R 
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du point a. Désignons par T' la constante cyclique de la fonction 
harmonique v(z) conjuguée de uw (z) dans ce voisinage. Puisque 
l'accroissement d’une branche quelconque de la fonction iv (2), 
lorsqu'on décrit un contour fermé autour du point a dans le sens 
positif, est égal à il'et que l'accroissement, suivant ce même contour, 
d’une branche quelconque de Ln (z — a) est égal à 2ni, la fonction 


f(G)=u (2) +iv(2)— Ln (1— a) 


se décompose dans notre voisinage en un ensemble de fonctions ana- 
lytiques uniformes dont les déterminations en tout point fixe se 
distinguent les unes des autres d’un multiple entier de iT. Donc, 
la fonction 


PA ° 
PE LE (u+iv) = fC 


ALES 
(G—a)er Pg(r) 
est une fonction analytique uniforme et nous avons ainsi la repré- 
sentation de la fonction harmonique uniforme w dans un voisinage 
du point a: 


u(2)=n|e(c)|. (1) 


Une représentation du même type est valable également dans le cas 
de F — 0, car, dans ce cas, la fonction f (z) = u + iv est uniforme 
et, posant ef? — g(z)}, nous avons 


u(z) =Inlg(e) |: (2) 


La classification des points singuliers isolés des fonctions har- 
moniques uniformes est basée sur les formules (1) et (2). Les trois 
théorèmes suivants donnent tous les cas possibles du comporte- 
ment de ces fonctions au voisinage des points singuliers. 

Théorème 1. Si u(z) est bornée au voisinage d'un point 


a, alors lim u (z) — b existe; posant u (a) — b, nous avons une fonction 
2 


harmonique aussi au point a (point singulier éliminable). 
En effet, dans ce cas, la fonction g(z) dans l'expression (1) 
où (2) a au point a un point singulier éliminable, c’est-à-dire que 


lim g(z) existe; cette limite est manifestement non nulle, d'où 
2-a 


découle le théorème. 
Théorème 2. Siu(z) tend vers l'infini lorsque z —+ a, alors 
au voisinage du point a elle admet une représentation de la forme 


u(z)=kln|z—-a|+U(), (3) 

Æ 0 est une constante et U (z) une fonction harmonique au point 
a (pôle). 

En effet, dans ce cas, la fonction g (z) ne peut avoir au point a 

qu’un pôle ou un zéro (si u—> —o). Par conséquent, on peut la 

14% 
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mettre sous la forme 
g (2) = (2 — a) (2), 


où # est un nombre positif ou négatif et @ (z) une fonction analytique 
au point a avec @ (a) = 0. Substituant dans l'expression (1) ou (2), 
nous avons la représentation cherchée (3). 

Enfin, le théorème suivant est vrai. 

Théorème 3. Si u(z), lorsque z— a, ne tend vers aucune 
limite, elle est alors entièrement indéterminée au point a : pour tout 
nombre réel b, on peut trouver une suite de points z, — a pour laquelle 
lim u(z,)—b (point singulier essentiel). 

Nr 00 
En effet, dans ce cas, g (z) ne peut avoir en a qu’un point singu- 


lier essentiel, et le théorème est une conséquence immédiate du 
théorème de Sokhotski (n° 22). 
1 


Z Z 
Exemple: g(z)=e, Dur ET 


Tout ce qui vient d’être dit est valable pour le point à l'infini 
après avoir remplacé le voisinage 0 < |z — a | << R par le voisi- 
nage R << |z | << © et la représentation (3) par la représentation 


u(z) =kn|z|+U (2). 


L'harmonicité d’une fonction à l'infini signifie que z — est 
un point singulier éliminable de cette fonction. 
Nous ne considérons pas les points singuliers de caractère multi- 


forme (un exemple en est le point z — 0 pour la fonction u — Arctg 4) , 


ainsi que les points singuliers non isolés. 

Passons aux théorèmes d'’unicité des fonctions harmoniques. 
Le théorème d’'unicité intérieur de la théorie des fonctions analyti- 
ques (n° 20) ne s'applique pas entièrement aux fonctions harmoniques, 
ruisque des fonctions harmoniques qui coïncident sur une courbe 
ne coïncident pas obligatoirement dans un domaine contenant cette 
courbe. En effet, les fonctions harmoniques prennent chacune de 
leurs valeurs sur certaines courbes (lignes de niveau) et, par consé- 
quent, coïncident avec des constantes sur des courbes sans être 
constantes dans un domaine. Toutefois, on a le théorème suivant: 

Théorème 4. Si deux fonctions harmoniques dans un domaine D 
coincident dans un domaine d appartenant à D, alors elles coïncident 
partout dans le domaine D. 

En effet, la différence u (z) de ces fonctions est une fonction 
harmonique et identiquement nulle dans le domaine d. Construisons 
dans le domaine D une fonction analytique (peut-être multiforme) 
f (2) telle que u = Re f (z). Dans le domaine d, la fonction harmoni- 
que v (z) conjuguée de uw doit être constante car, en vertu des condi- 
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tions de Cauchy-Riemann, on a = = 0, Rx = 
ce domaine. Par conséquent, f (z) est constante dans det, par 
suite, dans tout le domaine D. Mais alors u (2) est constante dans D et, 
par conséquent, y est égale à zéro (puisqu'elle est nulle dans d). 
Le théorème est démontré. 

Le théorème d'unicité frontière de la théorie des fonctions analy- 
tiques qui stipule qu’une fonction analytique dans un domaine est 
définie par ses valeurs sur la frontière (cf. n° 14) reste vrai pour les 
fonctions harmoniques. Pour les fonctions harmoniques, ce théorème 
est une conséquence immédiate du principe de l’extrémum (théorè- 
me » du numéro précédent). Pour l’avoir sous des conditions suffi- 
samment générales et commodes pour la pratique, nous démontrons 
préalablement le principe généralisé de l'extrémum. 

Théorème 5. Si une fonction u(z) harmonique et bornée 
dans un domaine D possède en chaque point Ü de la frontière C de ce 
domaine, excepté peut-être en un nombre fini de points, une valeur 
frontière (*) u (£), alors, les valeurs de u (z) dans D sont comprises 
entre les bornes supérieure et inférieure de ses valeurs frontières. 

Soient M — sup u (E), Es Go, . ., Gn les points en lesquels 


u (£) n'existe pas et Ô le diamètre du domaine D, c'est-à-dire le 
maximum de la distance entre deux points du domaine D. Fixons 
un nombre positif arbitraire & et considérons la fonction 


U(G=M+e Din (4) 
h=1 


Manifestement, la fonction U (z) est harmonique dans le domai- 


ne D, partout supérieure à M et continue partout sur D, sauf aux 
points £,, en lesquels elle tend vers +oo lorsqu'on s'approche de 
ces points. En prenant chacun des points &, pour centre, décrivons 
un cercle de rayon r suffisamment petit et notons D, le domaine 
obtenu du domaine D en retranchant tous ces cercles. 

La fonction U (z) — u (z) est non négative sur la partie commune 
des frontières de D et de D, et, pour des r suffisamment petits, sur 
les circonférences | z — £x | = r, car, par hypothèse, la fonction u (2) 
est bornée et, lorsque r — 0, les valeurs de U (z) sur les circonfé- 
rences croissent indéfiniment. On en conclut, à l’aide du principe 
ordinaire de l’extrémum (théorème 5 du numéro précédent), qu’en 


tout point de Det, par conséquent, en tout point de D (**), la fonc- 
—————————_———_— 
(*) On dit que la fonction u (z), définie dans un domaine D, prend la valeur 
u (€) au point frontière £ de ce domaine si, lorsque z — € suivant des points du 
Omaine, lim u (z) — u (&) existe. 


Z— 
(**) En effet, tout point z du domaine D appartient à un domaine D, pour 
r suffisamment petit. 


244 CH. III. PROBLÈMES AUX LIMITES 


tion U (z) — u (z) est non négative. Mais puisque pour z fixe et 
lorsque e — 0, la fonction U (z) — M, il en découle que pour tout 
point de Don a |u(z) | < M. Or, d'après le théorème 5 du n° 4f, 
la fonction w (z) ne peut prendre dans D de valeur égale à sa valeur 
maximale M, donc partout dans D on a l'inégalité stricte u (z) < M. 
D'une manière analogue, on démontre que partout dans D l'inégalité 
u (2) > m, où m — ni u (Ë), est vraie. 


Remarque. Pour les fonctions w (z) non bornées le théorème 
n’est pas vrai. Par exemple, la fonction 
22 + y 27 2 
u (= EE = Re (1— +) (5) 
est harmonique dans le cercle x? + y? << 2x et nulle partout sur 
la circonférence de ce cercle, excepté au point z = 0, et, néanmoins. 
elle est différente de zéro dans le cercle. 

A présent, on peut démontrer facilement le théorème d'unicité 
frontière dont il a été question plus haut: 

Théorème 6. Soit donnée sur la frontière C d'un domaine D 
une fonction u (Ë) continue par morceau avec un nombre fini de points 
de discontinuité de première espèce Li, La, . . ., CG. Il existe au plus 
une fonction u (z) harmonique et bornée dans le domaine D qui aux 
points Ê =Æ &, de la frontière prend des valeurs données u (£). 

En effet, supposons qu’il existe deux fonctions u, (z) et uw, (2) 
vérifiant les conditions du théorème. Leur différence 

u (z) = ui (2) — u2 (2) 
est une fonction harmonique dans le domaine D, bornée et s’annule 
en tous les points frontières Ë  £,. D’après le théorème 5, toutes 
les valeurs de w (z) dans D sont comprises entre sup u (&) et inf u (&) 
aux points 6 = €», c’est-à-dire qu’elles sont nulles. Le théorème 
est démontré. 

Remarquons que dans le théorème 6 le domaine D peut contenir 
le point à l'infini comme point intérieur ou comme point frontière. 
Pour des fonctions non bornées, le théorème n’est évidemment pas 
vrai. Par exemple, dans le cas du cercle 2? + y? << 2x et pour des 
valeurs frontières nulles (partout excepté en z = 0), il existe deux 
fonctions harmoniques prenant les valeurs données : la fonction (5) 
et u—=0. 

Pour terminer, examinons la question du prolongement analyti- 
que des fonctions harmoniques. Le principe du prolongement con- 
tinu (n° 25) ne s'étend pas aux fonctions harmoniques. Par exemple, 
soient uw (z) — y dans le demi-cercle unité supérieur, uw (z) = 0 
dans le demi-cercle unité inférieur; alors u, — uw, sur le segment 
(—1, 1). Néanmoins, la fonction u (z) qui coïncide avec uw, dans le 
demi-cercle supérieur et avec w, dans le demi-cercle inférieur n’est 
pas harmonique car elle n’a pas de dérivée pour les points du dia- 
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mètre y — 0. Cependant, le principe de symétrie et celui du prolon- 
gement analytique (n° 35) restent en vigueur. 

Théorème 7. (Principe de symétrie.) Soit u: (z) une fonction 
harmonique dans un domaine D, dont la frontière contient un segment 
(x, B) de l'axe réel et nulle sur ce segment. Alors la fonction 


u (2) = —ui (2) (6) 


est harmonique dans le domaine D: symétrique de D; par rapport 
à l'axe réel et donne le prolongement analytique de la fonction u; (2) 
dans D:. 

En effet, l’harmonicité de u: (z) dans le domaine D, est évidente. 
Elle découle de l'équation (6) écrite sous la forme us (x, y) = 
= —u (x, —y), d'où il vient 


Pus(r, y) ____ Olus(r, — y). 
ECS x? ? 

Pux(x, y) __ _ ufr, —y) 
CES y? k 


Il reste à montrer que la fonction 
u,(z) dans D, 
7 (2) — 0 sur (a, B), 
u2(z) dans D, 


est harmonique dans le domaine D = D; i] (&, B)UD:. La fonc- 
tion w (z) est continue dans D et sa valeur en un point quelconque z 
est égale à la moyenne arithmétique de ses valeurs sur une circon- 
férence de rayon suffisamment petit et de centre en z. Pour les points 
des domaines D; et D,, ceci découle de l’harmonicité de w4 (z) et 
de u, (z), pour les points du segment («, f), où u (z) — 0, des consi- 
dérations de symétrie. Mais alors, d’après le théorème 9 du n° 41, 
la fonction u (z) est harmonique dans D. 

Théorème 8. (Principe du prolongement analytique.) Si une 
fonction u (z) est harmonique dans un domaine D dont la frontière 
contient un arc de courbe analytique y et si les valeurs de u (z) sur cet arc 
constituent une fonction analytique réelle par rapport à un paramètre, 
on peut alors prolonger analytiquement la fonction u (z) à travers l'arc Ÿ. 

Supposons d’abord que y soit un segment de l’axe réel des x. 
Puisque, par hypothèse, la fonction réelle u (x) est analytique sur Ÿ, 
elle peut être prolongée analytiquement dans le plan complexe 
(cf. la démonstration du principe du prolongement analytique du 
n° 35). Désignons ce prolongement par f1 (2) ; c’est une fonction 
analytique (complexe) dans un voisinage À du segment (a, 6) et sa 
partie réelle w1 (z), fonction harmonique dans À, est égale à u (x) sur 
Je segment y. D’après le théorème 7, la différence w (z) — u, (z) peut 
être prolongée analytiquement au-delà de ce segment, précisément 
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dans un domaine symétrique de l'intersection des domaines D 
et À par rapport au segment y. Puisque u, (z) est déjà définie dans 
ce domaine, ce prolongement donne aussi le prolongement analyti- 
que de la fonction w (z) dans ce même domaine. Dans ce cas particu- 
lier, le théorème est démontré. 

Passant au cas général, supposons que l’arc de courbe y soit 
donné par une équation paramétrique z — z (f), où z ({) est une 
fonction analytique sur le segment (&, fi) de l’axe réel et z’ ({) 0. 
Par hypothèse, la fonction uw (z (#)) — U (ft) est aussi analytique 
sur ce segment. Prolongeons la fonction z — z ({) dans le domaine des 
valeurs complexes de f contenant le segment (&, fi); les valeurs de t 
seront désignées par & et le prolongement obtenu par z = z (6). 
La fonction uw {z (£)} — U (£) est harmonique d’un côté du seg- 
ment (&, B) (cf. le théorème {11 du n° 41) et sur ce segment, où € — é#, 
elle prend des valeurs analytiques U (t). Donc, d’après le cas parti- 
culier démontré, U (£) se prolonge à travers le segment (œ, $) et, 
en revenant (*) à la variable z, nous obtenons le prolongement ana- 
lytique de la fonction w (z) à travers l’arc de courbe y. Le théorème 
est démontré. 

Pour terminer, notons que pour des domaines D, et D, donnés 
et pour la partie commune y donnée de leurs frontières, 
le prolongement analytique de la fonction harmonique (**) uw, (z) 
à travers y dans D, est déterminé d’une manière unique. Ceci 
découle du théorème 4 appliqué aux domaines d —D, et 
D = D;UyUDe. 

43. Problème de Dirichlet. L'ensemble des fonctions harmoniques 
n’est autre que l’ensemble de toutes les solutions de l'équation de 
Laplace 

du , O2u 

Ge T GE — 0, (1) 
qui est une des équations aux dérivées partielles du second ordre 
les plus simples. Tout comme dans le cas des équations différentielles 
ordinaires, pour définir complètement une solution de l'équation 
de Laplace on se donne des conditions complémentaires qui s’énon- 
cent sous forme de conditions aux limites, c’est-à-dire sous forme 
de relations que doit vérifier la solution cherchée sur la frontière 
du domaine. 

La plus simple de ces conditions se ramène à se donner les valeurs 
de la fonction harmonique inconnue en chaque point de la frontière 


(*)Pour revenir à la variable z , il faut dans U (£) remplacer £ par E (2), où 
£ (z) est la fonction inverse de (6). La fonctioné(z) est uniforme et analytique 
dans un voisinage de y car, sur (œ,B), par hypothèse z' (4) + 0. 

(**) Pour le prolongement analytique des fonctions harmoniques la défi- 
nition du n° 25 est conservée si l’on remplace « analytique » par « harmonique ». 
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d’un domaine. Ainsi, nous sommes conduits au premier problème 
aux limites ou problème de Dirichlet (*): 

Trouver une fonction u (z) harmonique dans un domaine D et con- 
tinue sur D, qui sur la frontière de D prend des valeurs continues u (Ë) 
données. 

On retrouve le problème de Dirichlet si, par exemple, on veut 
déterminer la température d’un champ thermique ou le potentiel 
d’un champ électrostatique dans un domaine lorsqu'on se donne la 
température ou le potentiel sur la frontière du domaine. Comme nous 
le verrons plus loin, s’y ramènent aussi des problèmes aux limites 
d'autres types. 

Dans les applications, la condition de continuité des valeurs 
frontières u (Ë) est trop restrictive et on est amené à considérer 
le problème généralisé de Dirichlet: 

On se donne une fonction u (£) conti- 
nue partout sur la frontière C d'un do- 
maine D, excepté en un nombre fini de points 
Das Os + + + Gns en lesquels elle a des 
points de discontinuité de première espèce. 
Trouver une fonction u (z) harmonique et 
bornée dans le domaine D, qui prend les 
valeurs u (Ë) en tous les points de conti- 
nuité de cette fonction (**). FIG. 97 

Le théorème 6 du n° 42 peut à pré- 
sent être énoncé comme un théorème d'unicité de la solution du 
problème généralisé de Dirichlet. 

Théorème 1. Dans un domaine donné, pour les valeurs données 
de la fonction u (&) sur la frontière, il existe au plus une solution du 
problème généralisé de Dirichlet. 

La résolution du problème généralisé de Dirichlet peut être 
ramenée à l’aide d’un procédé à La résolution du problème classique ; 
pour plus de simplicité, nous considérons le cas des domaines simple- 
ment connexes. Désignons par u” (&,) et u* (&,) les valeurs limites 
de u (£), lorsque £ tend vers le point &; le long de C respectivement 
dans le sens positif et négatif, et par k4 — u* (6x) — u” (x) le saut 
de u (£) au point &,. Pour plus de généralité, supposons que &, soit 
un point anguleux du contour € et désignons par 4x et @£ les angles 
formés par l’axe des x et les tangentes à C au point 6x (fig. 97); 
Soit encore &, — ph — @x (si 6, n'est pas un point anguleux, alors 


de ; k - s 
%n = —n). Considérons la fonction u, (z) = — arg (z — £;), où 
—— 

(*) Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859). 

(*#) Si la fonction donnée uw (€) est continue, alors le problème généralisé 
de Dirichlet coïncide avec le problème classique puisque la condition d’après 
aquelle la fonction u (z) est hornée découle automatiquement de sa continuité 
sur D. 
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ee mére ee ——". 
arg désigne une branche de l’argument choisie de manière convenable. 
Cette fonction est évidemment harmonique dans le domaine D 
et continue partout sur D, excepté au point € — €. Lorsque z + &, 
suivant un chemin dont la tangente au point 6x fait avec l'axe 
des x un angle 6 (la valeur de 6 est comprise entre x et œi), 
cette fonction tend vers la limite _. 6. Lorsqu'en décrivant 
la courbe C dans le sens positif on passe par le point 6,, la fonction 
hr + Rh - 
uy (£) a un saut rs (OA ae PA Rp. 


Soit maintenant w(z) la solution du problème généralisé de 
Dirichlet pour les valeurs frontières w (£). Considérons la fonction 
ñ + 
h 
U(a)=u(c)— 3 are (2 — 6) ; @) 
k=1 


elle est harmonique dans le domaine D et continue sur D. En effet, 
la fonction u(z) et toutes les fonctions uz (z) — ln arg (z — Cx) 


sont harmoniques dans D. Les valeurs limites de ÜÙ (z), lorsque 
2 —+ a Æ Êks sont 


n 

U O=uo— 2 Ur (£), (3) 
et la fonction U (Ë) est continue en chaque point Ëz, car, par cons- 
truction de ÜU (£), nous avons retranché de la fonction uw 6£), de 
saut , au point &,, la fonction uw, (£) de même saut, et les autres 

termes de la somme (3) sont continus en ce point. 
Ainsi, la solution du problème généralisé de Dirichlet u (z) 
peut réellement être représentée comme la somme de la fonction 
U (2), donnant la solution du problème de Dirichlet avec des valeurs 


frontières continues U (£) = u (ft) — Su (6), et de la fonction 
k=1 

Di ur (2) : 

R=1 


u (a) = U (e)+ D 2e arg (1 ti). (4) 
Rk=1 


D'après le théorème 1, la solution trouvée est unique. 
Le théorème suivant qui caractérise le comportement de la solu- 
tion au voisinage du point &, découle de la formule (4). 
Théorème 2. Lorsque le point z tend vers un point de discon- 
tinuité E&, de la fonction u (€) sur la frontière suivant différents che- 
mins, la solution u (z) du problème généralisé de Dirichlet peut tendre 
vers toute limite comprise entre u” (&,) et u* (Ëx). 
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En effet, soit z— €, suivant un chemin dont la tangente au 
point £, forme avec l’axe des x l’angle 6. Il découle de la formule (4) 
que uw (z) tend alors vers la limite 


ue (En) = ù (En)-+ 2 6, (5) 


Le2 
où u (6x) est la valeur limite de la somme de U (2) et de toutes les 
fonctions uw, (z), excepté u, (2), ne dépendant pas de la façon dont le 
point z tend vers le point &,. En particulier, tendant vers le point Ly 
le long de la courbe C dans le sens négatif, nous avons u*+ (£,) — 


= U (En) + SE où, ce qui nous permet d'écrire la formule (5) sous 


la forme 
Lo (En) = + (Ex) +LE-(8 — oi). 


D'où il découle le théorème 2 (cf. fig. 97). 

Passons à la résolution du problème de Dirichlet pour un domaine 
simplement connexe quelconque D. Considérons d’abord le cas où D 
est le cercle unité | z | << 1. Dans ce cas, la résolution est basée 
sur le lemme suivant: 

Lemme. Soit U (z, 6) une fonction réelle, avec 


z= rev, Get, OLr<1, OL, é<2n, 


1) continue et non négative, 
2) pour tout z 


27n 
Ve bdt=1, (6) 
0 


3) lorsque 2— Co = éîto (Ëo est un point quelconque de la circonfé- 
rence) et & Æ Co, La fonction U(z, Ë) tend vers zéro uniformément en & (*). 
Alors, pour toute fonction réelle u (Ë) continue par morceau avec 
des points de discontinuité de première espèce, en tout point de conti- 
nuité Lo, la limite 
2x 


lim 27 [UE U(s, D du (to) (1) 


û 
existe. 

Pour démontrer ce théorème, nous aurons avant tout recours 
à la condition 2) et nous représenterons la différence entre l'intégrale 


… _(*) Le sens exact de la condition 3) est le suivant : pour eg > 0 arbitraire, 
il existe des nombres p < 1 et ô > 0 tels que pour r > 1 — pet | p — & | < 
< Ô, pour tous les # vérifiant l'inégalité |  — to | > 26, l'inégalité 0 < 
SU (z, ©) <e est vraie. 
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du premier membre de (7) et sa limite supposée sous la forme 
27 


1 
A À tu) —u (E)} U (a D de. 
0 
Donnons-nous un nombre & > 0 et, en vertu de la continuité de 
u (Ë) au point Co, choisissons 6 > 0 de manière que pour |  — t6| << 26 
L on ait |[u(£) — u (£o) | Ce (fig. 98). Nous 
0 


avons 


a | +5 (. 


lt i01<26 Lt 1220 


où les intégrales sont prises le long des arcs 
de la circonférence unité dont les arguments 
des points satisfont aux inégalités correspon- 


dantes. Appliquant à la première intégrale le 
théorème de la moyenne (*} et en utilisant de 
FIG. 98 nouveau les conditions 1) et 2), nous obte- 
nons : 
1 
mn | UO-ut)}UkDa&|< 
[t-to |< 28 
27 
<> | U (2, Da<z\U( tjdt=e. (8) 
Lt to i<26 Ô 


Supposons maintenant que | —#, [<< 6, alors, pour toutes 
les valeurs de # dans les intervalles | { — 4[=> 28, nous avons 
|g—{t|> 6 et, en vertu de la condition 3), il existe un nombre 
p << 1 tel que pour tous les £ etr>1—p l'inégalité U (2, )<e 
est satisfaite (cf. le renvoi de la page 219). Aïnsi, pour tous 
les z dans le domaine hachuré sur la fig. 98 (tels que | ® — to | 8. 
r> 1 — p) nous avons: 


1 
LH | MO-u@}UG Dal< 
lt-t01>26 
<y-2M (27 —26) <2M, (9) 
où M est le maximum de | w (&)| sur la circonférence. En additionnant 
les inégalités obtenues (8) et (9), nous trouvons que pour tous les z 


dans le domaine hachuré | A| (1 + 2M)e, et le lemme est 
démontré. 


(*) Cf. Fikhtengoltz, t. 11, p. 133 ; le théorème peut être appliqué car 
U (4, 0 20. 
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Passons à la résolution du problème de Dirichlet pour le cercle. 
Pour cela remarquons que la fonction U (z, £) du lemme peutêtre 
obtenue géométriquement comme la partie réelle de la représentation 
conforme du cercle | z |<<1 sur le demi-plan de droite Re w >> 0: 


E+z __1—1|2}? 1—7r2 


U (z, t) = Re C—z  |£—2/f? 1—2r cos (é—œg)+r2° 


(10) 


En effet, les conditions {) et 3) sont évidemment vérifiées et la con- 
dition 2) aussi si on sépare les parties réelles dans l'égalité 


que l’on démontre simplement à l'aide du théorème des résidus 
(n° 23) (la fonetion 52 à dans le cercle unité deux pôles: &£ = 0 


de résidu — 1 et Ë = z de résidu 2). 

Maintenant il n’est pas difficile de démontrer que la solution du 
problème généralisé de Dirichlet pour le cercle unité est donnée par 
l'intégrale (S. Poisson, 1823) : 


2x 
1 ; 1—72 | 
nee ue Gret) 9 
tn) 


En effet, la fonction u (z), définie par l'intégrale (11), est la par- 
tie réelle de la fonction 


2x 


2 JO EE a+ic Gé), (12) 


0 


f(2) 


I 


qui est analytique dans le cercle unité en vertu du théorème #4 du 
n° 16; donc, u (z) est harmonique dans le cercle unité. Elle est 
bornée, car de (11) il découle que 


27 
M 1—72 
Fu (2)1< 2n M, 
0 


où M est le maximum de | uw (&)| sur la circonférence (d’après la 
propriété 2) de la fonction (10)). Enfin d’après le lemme précédent, 
lorsque z tend vers un point de continuité quelconque 6 de u (Ë), 
la fonction u (z) tend vers u (£), ce qu'il fallait démontrer. 

À présent il n’est plus difficile de démontrer que le problème 
généralisé de Dirichlet est résoluble pour les domaines simplement 
Connexes quelconques. 
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Théorème 3. Pour tout domaine simplement connexe D 
et pour toute fonction continue par morceau u (&) sur la frontière 
avec des points de discontinuité de première espèce, la solution du problè- 
me généralisé de Dirichlet existe. 

En effet, en vertu du théorème fondamental du n° 28 il existe 
une représentation conforme w = w (z) du domaine D sur le cercle 
unité | w | << 1. Les valeurs continues par morceau w (£) données 
sur la frontière de D deviennent des valeurs continues par morceau 
u {z (©)] = U (w) sur la circonférence unité, où z — z (w) est la 
fonction inverse de w — w (z). Avec ces valeurs frontières et à l’aide 
de l’intégrale de Poisson (11) on peut construire une fonction U (w) 
harmonique dans le cercle | w | << 1. Alors, d’après le théorème 11 
du n° 41, la fonction 


u (z) = U [w (z)]l (13) 


est harmonique dans le domaine D. Elle est bornée en même temps 
que Ü (w) et, lorsque z tend vers un point de continuité & de la fonc- 
tion donnée  (£), elle tend vers la valeur u (£) = U [w (6)], car le 
point w = w (z) tend vers le point de continuité © = w (£) de la 
fonction U (w). Ainsi, la fonction (13) donne la solution du problème 
généralisé de Dirichlet pour le domaine D. Le théorème est démontré. 

Si la frontière € du domaine D n’a pas de branches infinies et 
possède une courbure continue, alors la solution du problème géné- 
ralisé de Dirichlet peut être exprimée par une formule compacte. 
Pour établir cette formule, fixons un point arbitraire z9 dans le 
domaine D et notons 


w = f (2,20);  f (Ze Zo) — 0 (14) 


la fonction qui réalise la transformation de D sur le cercle unité 
|w | << 1. En passant, comme dans la démonstration du théorème 3, 
à un plan des w, nous pouvons représenter la solution du problème 
de Dirichlet à l’aide de l'intégrale de Poisson. En particulier, usant 
des notations introduites dans cette démonstration, nous avons au 
centre du cercle w = 0 


; 2x 
UO= [Va | U()do, (15) 
0 tot=i 
où & — et et do — dr est la longueur de l'élément d’arc de circon- 
férence | © | = 1. 
Dans nos conditions, d’après le théorème 1 du n° 29, la fonction 
(14) possède une dérivée continue sur la frontière et, par conséquent, 


do = 1j" (612) | ds, 
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a _— 
où ds est la longueur de l'élément d'arc de € correspondant à do. 
Désignons par dn l’élément de la normale intérieure à C et par do 
l'élément du rayon de la circonférence | @ | — 1 qui lui correspond ; 
alors nous avons | f” (6, zo) | dr — —dp. Puisque p = | f (6; 20) = 1 


sur C, on peut écrire dp — = — dinp et |f" (6; z)| = de — 


an 
= = — In — où désigne la dérivée suivant la normale 
dn ôn p ôn 


intérieure à C. Substituant cette dernière dans l'expression de 
do, trouvée ci-dessus, nous avons: 


ô 1 
do= Mer (16) 


Revenons maintenant à la variable z dans la formule (15). Tenant 
compte des conditions (14), d’après lesquelles le point w = 0 cor- 
respond à Zs, et de la relation (16), nous obtenons: 


1 ô 1 
u (2) = | 2 D MT (17) 
La fonction 


1 
eGi)=hng: 
est la fonction de Green (1793-1841) associée au domaine D. Elle 
est évidemment harmonique partout dans D, excepté au point 2, 
en lequel elle a un pôle. Introduisant cette fonction dans (17) et 
remplaçant Z0 par z, nous trouvons la formule cherchée qui résout 
le problème généralisé de de 


u(2)= |" u (te #2 ds (19) 


(18) 


Q TT. ; A 
(es est la dérivée suivant la ou intérieure). 


La formule de Green (1828) donne la solution du problème de 
irichlet pour un domaine D par l'intermédiaire du logarithme du 
module de la fonction qui réalise la représentation conforme du domai- 
ne D sur le cercle unité, c'est-à-dire qu’elle ramène la solution du 
problème de Dirichlet à un problème de représentation conforme. 
Inversement, il s'avère que si pour un domaine D on connaît la 
solution du problème de Dirichlet, on peut alors construire la repré- 
sentation conforme de ce domaine sur le cercle unité. 
En effet, d’après le théorème fondamental, une telle représenta- 
tion w — f (2, 20); f (20, Zo) — 0 existe. Supposons d’abord que nous 
connaissons cette représentation et considérons la fonction 


F (2)= AEAE 2 ; F (20) = = LS IE — j' (20; Zo). 
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Elle est évidemment analytique et différente de zéro partout dans 
le domaine D (la fonction f (z, z5) n’est nulle que pour z = 4 et 
f (2, 20) Æ 0 puisqu'elle réalise une transformation conforme), 
Donc la fonction U (z) — In | F'(z) | est harmonique dans le domai- 
ne D. Ses valeurs sur la frontière € de ce domaine 


FC; 20) 1 
v@= Pt |=n 
ne dépendent pas de la forme de la fonction f (z, z9), car | f (Ë, zo)| = 1 
sur C. 

Supposons maintenant que la fonction f (z, zo) soit inconnue, 
D’après les valeurs frontières données de la fonction harmonique 
U (£), nous pouvons construire les valeurs de U (z) dans D (problème 
de Dirichlet) d'une manière unique. Ensuite, à l'aide d’une intégra- 
tion, on construit une fonction harmonique conjuguée V (z); on 
la trouve à une constante additive & près. Ainsi, nous trouvons la 
fonction In G(z) = U (2) + iV (z) + ia, puis la représentation 
conforme cherchée 


f (2, 20) = (2 — 20) ef @) = ei (z — 70) eU GE) +iVv GR), (20) 


Elle est définie à une rotation près, ce qui correspond aux con- 
ditions (14). 

Ainsi, le problème de la représentation conforme d'un domaine sur 
le cercle unité et le problème de Dirichlet pour ce même domaine sont 
équivalents : ils se ramènent l'un à l’autre à l'aide de simples opérations 
de dérivation et d'intégration. 

Le problème de la transformation du domaine D sur la bande 
LE ae 7 Een 


w — Î (2); Î (&) — —©, Î (22) = 0, Î (23) T Co 


se ramène d’une manière encore plus simple au problème généralisé 
de Dirichlet. Nous cherchons une fonction harmonique v (z) véri- 
fiant les conditions: v(£) — 0 sur l'arc z1Z:z3 de la frontière C et 
v(£) = { sur la partie restante de C, puis nous construisons une 
fonction conjuguée u (z) vérifiant la condition u (2:) — 0. La fonc- 
tion f (z) = uw (z) + iv (z) est la fonction cherchée. 

44. Exemples. Compléments. 1) Intégrale de Schwarz. 
L'intégrale (12) du numéro précédent 


2x 
= fu EE d+ic Get) (1) 
Q 


où C'est une constante réelle, résout le problème suivant : déterminer 
une fonction analytique dans le cercle | z | < 1 dont la partie réelle 
sur la circonférence prend des valeurs données u (£) en chaque point dt 
continuité de la fonction u (&) (H. Schwarz, 1869). 
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En effet, d’après le théorème d’unicité de la solution du problème 
de Dirichlet, la partie réelle w (z) de la fonction f (z) est complè- 
tement déterminée par ses valeurs frontières, et il découle des équations 
de Cauchy-Riemann que la partie imaginaire v (z) de cette fonction 
est définie à une constante additive près. Ainsi, la formule (1), 
pour différentes C, renferme toutes les solutions du problème posé. 

Faisant dans cette formule z = 0 et usant du théorème de la 
moyenne, nous obtenons que le terme qui contient l'intégrale est 
égal à u (0); nous pouvons donc affirmer que © — vw (0). 

En séparant dans l'intégrale de Schwarz les parties imaginaires 
nous obtenons l'expression de la fonction harmonique v (z) au moyen 
des valeurs frontières de la fonction conjuguée: 

2% 


v (= Que) EE dt+C. (2) 
0 


2r cos (@— +) r2 


Si nous utilisons la méthode du n° 41 pour construire une fonction 
analytique en partant de sa partie réelle (formule (9) du n° 41); 
nous obtenons alors une intégrale qui résout le même problème que 
l'intégrale de Schwarz mais qui en diffère un peu. Conformément 
à ce qui a été dit (n° 41) faisons z9 = 0; nous avons alors: 


2 — 2 2_ À À 
Pers 
ip j 

2r cos (pt) = EEE, de —iT 


(tout comme plus haut nous prenons z—reit, £—eit), Substituant 
dans l'intégrale de Poisson 


27 
ei il 1=r 
u(z, y)=s— Î u(e En Sc tu -2 


d'après la formule (9) du n° 41, nous trouvons : 
_— 1 —_id =_—— 
[o=2(S +)-10=7 | uO—<$- 75, 


ou finalement 


or | ST. (3) 
111 


2) Problème de Dirichilet pour un demi- 
P l'a n. Soit donnée sur l’axe réel une fonction w (t) bornée et possé- 
dant un nombre fini de points de discontinuité. Pour trouver la 
valeur au point z d’une fonction u (z) harmonique dans le demi-plan 
15—0149 
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supérieur et qui prend des valeurs données sur l'axe, nous réalisons 
la représentation conforme 
De 
C—2 
du demi-plan Im & > 0 sur le cercle | w | << 1. Puisque par cette 
transformation le point z a pour image le point @ = 0, d’après le 
théorème de la moyenne, 


2x 
U (0)=— | U(w) dr, (4) 
0 


où u [£ (w)] = U (w) et + est l'argument d’un point de la circonfé- 
rence : 


ARRET 
t—2 
Différentiant cette dernière égalité, nous trouvons eitdr — ne dt, 
(t— 2}? 
2y dt _ 2y dt 


d’où dr — ne ons en revenant dans (4) 


aux anciennes variables z et é nous aboutissons à l'intégrale de Poisson 


pour le demi-plan supérieur : 
00 


1 dt 
“= fut. 6) 
Comme il est évident que 
y e 1 
eur RG 


on peut écrire l'intégrale de Schwarz pour le demi-plan sous la forme 
suivante : 


1o=z [u@ ÉHic, (6) 


où € est une constante réelle. Il faut cependant avoir en vue que 
l'intégrale (5) converge pour les fonctions bornées w (4), alors que le 
fait que la fonction w (t) soit bornée est insuffisant pour la convergen- 
ce de l'intégrale (6) (*). Pour la convergence de cette intégrale il 
suffit, par exemple, que la fonction w (ft) tende vers Ü au moins comme 
GE: où & >> O0 est une constante arbitraire, lorsque | £ | — co. 

Donnons quelques exemples. On obtient directement de la for- 
mule (5) une fonction harmonique dans le demi-plan supérieur 


(*) Cela s'explique par le fait que l'intégrale de la partie imaginaire de la 
fonction à intégrer dans (6) converge plus lentement que l'intégrale (5). 
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égale à 1 sur le segment (x, f) de l'axe réel et à O0 sur l’autre partie 
de cet axe: 


1 y dt 1 — ZT a — 
= | on + (arcte ES — arctg =). 
œ 


Si l'on introduit les angles @, et ps formés par les vecteurs z — & 
et z— $ et l'axe réel des x, on peut alors écrire: 
PB—P 
u (z) — Re 0, (7) 


LA PLA 


(on voit de la fig. 99 que 8 — ps + w). Ainsi, la fonction w (z) 
est égale à l’angle w, sous lequel on voit du point z le segment de 
droite af, divisé par n. On peut ap- 4 

pliquer ici la formule de Schwarz et 
elle donne 


B 
fo=+ eme. (8) 


œ 


Soient donnés maintenant des 
points @4, Go, ..., An (—© << 4 
<a L...< an < ©) de l'axe réel FIG. 99 
et on demande de déterminer une 
fonction w(z) harmonique dans le demi-plan supérieur prenant 
respectivement sur les segments (— oo, ai), (&, @), ..., (an, ©) 
des valeurs constantes uo, ui, . .., u,. Le problème se résout en 
appliquant la formule (7): 


u (2) = 4 TL (Ga — pi) + EE (T— Pn), 


ou, après regroupement des termes, 
ue (2) = (uo— us) + (uit) + 24 + (Uni —un) un. (8) 


3) Intégrale de Schwarz-Christoffel. Com- 
me exemple d'application des formules obtenues donnons une démons- 
tration beaucoup plus simple de l'intégrale de Schwarz-Christof- 
fel que celle du n° 37; nous conservons les notations qui y ont été 
adoptées. Considérons une fonction harmonique dans le demi-plan 
Supérieur 

u (z) = arg f (z) = Im In f’ (2). 


11 vient de l’interprétation géométrique de la dérivée de la fonc- 
tion qui réalise la représentation conforme que sur les segments 
(— oo, a), (a, a2), . . ., (an, ©) cette fonction prend des valeurs 
Constantes uo, WU, . . ., Un puisque ces segments ont pour images 


15* 
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des segments de droite qui ne sont autres que les côtés du polygone. 
Sur les segments (—c, a) et (an, ©) us = u, = x — x —086, 
où & est l’angle du segment de droite 4,4, et de l’axe des uv. Lorsqu'on 
passe par le point a, la fonction w ({) augmente de (1 — &;) x, 
car le segment de droite A:4x+1 s'obtient du segment de droite 
Ax1A4rx par une rotation de cet angle dans le sens positif 
(cf. fig. 80), donc, uy_1 — uy — (&x — 1) x. D'après la formule (9), 
nous trouvons alors 


u (2) = (ai — 1) Pi + (mo — 1) Pa +... + (on —1) Pr +8 — 


n 
=60 + > (ar — 1) arg (z— ax). 
k=i 
Connaïissant la partie imaginaire on construit facilement la fonction 
analytique 


In f’ (z) = In C5 + i0 Fa (ax—1)In(z— ax), 


d’où, en se libérant des logarithmes et en intégrant, nous trouvons 
la représentation conforme cherchée 


f (2) = Coe? | (—a)4-1(2— a)... (z—an)r dz+C, (10) 
Zo 


(Cs est une constante positive, C, une constante complexe). 

4) Intégrale de Schwarz pour la bande 
—h<Imz<h. L'intégrale de Schwarz pour le cercle | w | 1 
a la forme 

a 


F(w)=— Î U (@) LEE dr +ic, (12) 


(a) 


7 
où &@ = eit (cf. formule (1)). Considérons la représentation conforme 
w = w(z) — th du cercle | w | << 1 sur la bande —h << Im z<<À 


qui fait respectivement correspondre aux demi-circonférences infé- 
rieure et supérieure les bords inférieur et supérieur de la bande (cf. la 
formule (5) du n° 33) et notons F [w (2)] = f (2), U [w (z)] = u (2). 
Nous avons sur le bord inférieur de la bande, lorsque Ë — £ — hi, 


; Shi 
o—et=th ze (t— hi) = er (—n<1r<o0), 
5h 
nt 
+ 1, 03, 1 dt ; : 
d'où + = —In et dr = ————. D'une manière analogue, 
ne 2h ch 
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mt, 
sh +i 
pous avons sur le bord supérieur @ = ei — th FH + hi) = _ 
ch —— 
2h 
(O<T<n1), d’où dt = — Ta . En substituant dans la formule 
2h che 


(11), nous avons: 
1 h S$—itt,.cs; dt 
10-71 | fe (Ce pm C4 Frbi 


ë S4+i+t,c 
+ fu oh, 


où u.(t) désignent les valeurs de uw (£) aux ponts E—=t+ih, st 


et c, sont les sinus et cosinus hyperboliques de t, =th _ . Après 


Fe : 
de simples transformations nous obtenons (*): 


00 


=! us ()+u_ (D 
(= | es ue 
-œ € 2 (—9 


z 
—— sh 


Cu (Ou | 
ee. D PER di Hic. (12) 


mi , x (t—2) 
— 00 5 57 — 
Pour la bande 0 <y<<1 cette formule peut être écrite égale- 
ment sous la forme 


Lo 


j()=+ | u(é)cth LEA q+ À | (th TEE à, (13) 

») Formule de Cisotti (4921). Cette formule donne 
l’expression de la représentation conforme w —f(z) du cercle 
|z2]<<1Â sur un domaine simplement connexe quelconque D de 
frontière € si en chaque point z — eit de la circonférence on se donne 
l'angle 8 — © (é) de la tangente à C au point w qui correspond à z et 
de l’axe des x. Soient dz — ieïtdt et dw — | dw | e** les éléments 
des arcs de circonférence et de courbe C qui se correspondent par la 


À 3 à j . dw ; dw 
Teprésentation conforme. Alors sur la circonférence i a eitÊ—t) dl ; 


.. ©) D'ordinaire cette formule est connue sous le nom de formule de Pala- 
tini. Ce dernier l’a publiée en 1915 ; sous une forme modifiée on la trouve dans 
Un travail de Z. A. l'pase, «06 ocHoBHHX 3ama%ax MAaTeMaTHYeCKOË TeOPAN 
NoCcTpoenua reorpauueckux Kapr» (Ilerep6ypr, 1896). 
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Puisque f (2) réalise la représentation conforme, LE =£ 0 et la fonc- 


tion — à In li 27 est régulière dans le cercle | z | << 1 ; de plus, d’après 


ce qui vient d’être dit, sa partie réelle sur la circonférence | z | — 1 
est égale à Ÿ — #. D'autre part, d’après des considérations géométri- 
ques élémentaires, on voit facilement que sur la circonférence 


Re {—iln [—({t — 2}]} = n + 2arg (1 — z) = t 


(cf. la fig. 100, où on a posé arg (1 — z) — œ). Donc, la partie réelle 
de la fonction régulière dans le cercle [z | << 1 


gG@)=—im[-it-7 (14) 


coïncide avec ® sur la circonférence | z | = 1. Si la fonction 8 (t) 
est connue, alors la fonction g (z) est donnée par l'intégrale de Schwarz 


2x , 
O=% | 8 (D LEE dt iA, 


eit—z 
0 
(15) 


où À est une constante réelle. Con- 
naissant g(z), nous trouvons de 
(14) la représentation conforme 
cherchée 


: F be d 
w=f(z)=i | TT +. 
z0 


FIG. 100 (16) 


En général, la fonction Ÿ (é) n’est pas connue et la formule de 
Cisotti (16) ne donne pas une solution effective du problème de 
représentation conforme. Certes, cette formule s'avère utile chaque 
fois que l’on connaît la fonction Ÿ (#) à partir de certaines considé- 
rations. Par exemple, pour le problème de la représentation d'un 
cercle sur un polygone, à (é) est égale à une constante connue sur 
chaque arc de circonférence qui correspond à un côté du polygone, 
et pour cette raison la formule de Schwarz-Christoffel s'obtient très 
facilement à partir de la formule de Cisotti. 

6) Problème de Neumann. De même que le problème 
de Dirichlet, on doit pour certaines applications importantes consi- 
dérer le deuxième problème aux limites ou problème de Neumann 


(1832-1925). 
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Déterminer une fonction u (z) harmonique dans un domaine D 
connaissant les valeurs de sa dérivée normale sur la frontière C: 


êu êu ôu …. 
nor Sa + Sina—g(£) (17) 


et u (z0) en un point quelconque 2, du domaine D. 

Pour fixer les idées nous supposons que l’on considère dans (17) 
la normale extérieure et que « désigne l’angle formé par cette normale 
et l’axe des x. La fonction g (£) peut avoir sur € un nombre fini de 
points de discontinuité de première espèce, la fonction w et ses 
dérivées partielles premières sont supposées bornées. 

Il découle du théorème 12 du n° 41 que pour que le problème 
de Neumann soit résoluble, il est nécessaire que la relation 


fe@a-0 (18) 
C 


soit satisfaite. Démontrons l’unicité de la solution du problème de 
Neumann. Remarquons d’abord qu'à l’aide d'une représentation 
conforme auxiliaire z = f (z;) du demi-plan supérieur Im z; > 0 
sur le domaine D, le problème de Neumann pour D se ramène au 
même problème pour le demi-plan supérieur. En effet, soit u (2) 
la solution du problème de Neumann pour le domaine D et avec la 
fonction donnée g (£) sur la frontière. La fonction 


ui (21) = u [f (a) 


est harmonique dans le demi-plan supérieur. Puisque par la repré- 
sentation conforme la direction de la normale intérieure à € coïncide 
avec celle de l’axe positif y, — Im z; (partout, sauf aux points 
anguleux du contour € qui, d’après notre supposition, sont en nombre 
fini) et comme le rapport de l'élément de longueur de la normale dn 
à l'élément correspondant dy; est égal à la dilatation de la transfor- 
mation, c’est-à-dire à |f’ (2x1) |, sur l’axe x, — Re z, nous avons 


mn QU IP DIE GS GIE mr. 


dy 
La fonction g4 (x1) est partout continue sur l'axe des x, excepté 
en un nombre fini de points qui correspondent aux points anguleux 
de la courbe C et en un nombre fini de points de discontinuité de la 
fonction g [f (x:)]l; elle est entièrement définie par la représentation 
conforme et la fonction donnée sur la frontière. Si maintenant, ne 
connaissant pas w (z), on résout le problème de Neumann pour le 
demi-plan supérieur Im z, > 0 et la fonction gi (x), il est alors 
évident que uw; [@(z)}, où z, — q(z) est la transformation inverse 
de z— f(z), est la solution du problème de Neumann pour le 
domaine D. 
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Le raisonnement que l’on vient de donner montre que, pour ia 
démonstration de l’unicité de la solution du problème de Neumann, 
on peut se limiter au cas où le domaine D est un demi-plan. Suppo- 
sons que l’on ait deux solutions w, (z) et u2 (z) du problème de Neu- 
mann; alors leur différence uw (z) — u4 (z) — uw, (z) est une fonction 
harmonique dans le demi-plan supérieur, en outre sur l’axe des x 


fit du : à 
sa dérivée normale Se 0 et, en un certain point Z, on à w (29) — 0. 
y 
ou : _ : Te 
F7 est harmonique et bornée dans le demi-plan supérieur 
et nulle sur l’axe des x, c’est-à-dire qu'elle résout, pour le demi- 
plan supérieur et pour les valeurs frontières nulles, le problème de 


Dirichlet. Or, comme la solution de ce problème est également 


La fonction 


donnée par la fonction identiquement nulle, alors = 0. Mais 


alors w (z) doit être constante et égale à zéro en vertu de la condition 
u (29) = 0. L'unicité de la solution du problème de Neumann est 
donc démontrée. 

En supposant encore que les dérivées partielles sont continues 
sur D, la solution du problème de Neumann se ramène à la solution du 
problème de Dirichlet pour la fonction harmonique conjuguée. 

En effet, soit v (z) la fonction harmonique conjuguée de w (2). 
En vertu des conditions de Cauchy-Riemann écrites pour les points 
de la courbe € dans les directions s et n (cf. la fin du n° 5), nous avons 


ô ô 
Fe = mn — 8 (0). 


; êv : HSE : 
Connaissant WT sur C, nous trouvons directement par intégration 


Maintenant la détermination de v (z) dans le domaine D se ramène 
au problème de Dirichlet; connaissant v (z), par une simple inté- 
gration nous trouvons aussi la fonction inconnue uw (2). 

Dans le cas où D est le cercle unité, on trouve facilement une 
formule qui donne la solution du problème de Neumann. En effet, 
soit f(z) — u + iv la solution de ce problème. Posant z = reït, 

gs , 1 ôu . dv Z êu . 4v 
on a évidemment lo =-(+:$) ou—f Des il 
On voit que les valeurs de la partie réelle de la fonction analyti- 


que Zf'(z) sur la circonférence unité coïncident avec la fonction 
.. À : Ps 
donnée ns = g(£). Donc on peut représenter zf'(z) à l’aide de 


l'intégrale de Schwarz (3): 


: 1 d 
It 
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a 
(nous tenons compte de ce que la valeur de la fonction considérée. 
est nulle à l’origine des coordonnées). L'intégration donne: 


1 dz d 
fox [+ [ 40%. 19} 
=1 

En changeant l’ordre d'intégration et en calculant l'intégrale élé- 
mentaire 

| <e.-—- —Lin(&—2+ Lin z+ const 

z (6 —2) (a (a ; 

nous trouvons : 


1@= + Î 1O 1h (62) + In 3 2 de + const, 


r14 
= 1 ° : = 

2n 
ou, tenant compte de (18) qui donne j 0 a: | g(et)dt=0, 

11 ù 

nous obtenons l'expression suivante pour la fonction f(z): 
2n 

= + | g (ei!) In (ei! — z) dt + const. (20) 


0 


Séparant les parties réelles, nous obtenons la formule que nous. 
voulions établir : 


2x 
u (= + | g(et)infeit— 2] dt + const (21) 
Û 


(Dini). 


. 45. Méthode des réseaux. Nous donnons ici la méthode approchée la plus. 
usitée, dite méthode des réseaux, qui permet de résoudre le problème de Dirichlet. 

argumentation de la méthode des réseaux a été donnée en 1924 par L. Luster- 
nik. Cette méthode peut également être appliquée pour résoudre de nombreux 
problèmes de physique mathématique. Nous expliquerons l’idée de la méthode 
en renvoyant pour les détails à la littérature spéciale. 

La méthode est basée sur le remplacement des dérivées, qui participent 
dans l'équation de Laplace, par les rapports correspondants de différences 
finies. Pour les valeurs de k suffisamment petites, les dérivées partielles pre- 
Miêres de la fonction w (x, y) peuvent être remplacées approximativement par 
es rapports de différences finies 


x 


Ux © h ’ 
h) — 3 
LS ERNEnEn, û 
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On peut écrire des expressions approchées semblables pour les dérivées du 
deuxième ordre, par exemple : 


1 = L 
RE D Se _ 


hk 


1 
7x (u(c+2h, y)—2u(x+k, y) +u(s, v)} 


Pour plus de symétrie, remplaçant x + hk par r, nous avons: 


de fu (eh, Du (2, Du (rh v)} @) 
et de même 
uyy © Lu (es V4 h)— a (2, Wu (es v—h)}. @ 


Ainsi, l’équation de Laplace Fete — 0 peut être approximative- 
ment remplacée par l’équation aux différences finies suivante: 
u(r+hk y)+u(c—h, y)+u( y+h+u(e, y —h) — 
— Au (x, y) = 0. (4) 


L'équation (4) donne une relation entre les valeurs de la fonction à déterminer 
ua points qui sont disposés comme l’indiquent les cercles blancs sur la 
ig. 101. 

Pour résoudre le problème de Dirichlet par la méthode des réseaux, il faut 
recouvrir le domaine donné D par un quadrillage de pas k, comme cela est 
indiqué sur la fig. 101. La frontière de ce quadrilla- 
ge doit être choisie de manière qu’elle approche de 
la meilleure façon la frontière du domaine D, de 
plus les points frontières du quadrillage peuvent 
se trouver tant à l'extérieur qu'à l’intérieur de 
D. Les valeurs de la fonction uw, données sur la 
courbe C, sont transposées par interpolation aux 
points frontières du quadrillage et, par conséquent, 
les valeurs de u en de tels points peuvent être 
supposées connues. 

Les valeurs de u aux nœuds intérieurs du 

FIG. 101 réseau, supposées inconnues, satisfont au système 

d'équations linéaires (4). Après avoir résolu ce 

système, nous trouvons la solution approchée du problème de Dirichlet car, 

comme l’a démontré Lusternik, lorsque hk —+ 0, la solution de l'équation aux 

différences finies (4) tend vers une fonction harmonique w (x, y). Le lecteur 

Do la démonstration de cette proposition dans le livre de I. Petrov- 
sky [1]. 

Vu que le nombre des équations du système (4) est très grand et que ce 
système est symétrique, il est très commode de chercher sa solution par la 
méthode itérative. Pour cela, nous écrivons d’abord les équations (4) dans les 
notations dont le sens est clair d’après la fig. 101. 


Ut us + us + ua 
=Htustustu, o 


ug 


la valeur de la fonction u (x, y) en chaque nœud du réseau est égale à la moyenne 
arithmétique de ses valeurs aux quatre nœuds voisins. Après quoi, on se donne un 
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système initial arbitraire de valeurs de z aux nœuds intérieurs du réseau (système 
d'ordre zéro) et on détermine les moyennes arithmétiques des valeurs de ce 
système; en outre, pour certains nœuds il va falloir avoir recours aux valeurs 
connues de w aux nœuds frontières. Les moyennes arithmétiques ainsi déter- 
minées donnent la première approximation (système d’ordre un). Puis, nous 
calculons les moyennes arithmétiques des valeurs du système d’ordre un en 
utilisant de nouveau pour certains nœuds les valeurs frontières connues de , 
ce qui nous permet d’en déduire la deuxième approximation (système d'ordre 
deux), etc. Le processus continue jusqu’à ce que le passage d’un système d’ordre 
{(n — 1) au système d'ordre nr donne la variation dans les limites de la pré- 
cision désirée. 

La réalisation des calculs suivant la méthode itérative dépend des moyens 
de calcul dont on dispose. Les calculatrices à action rapide qui en peu de temps 
donnent la solution des problèmes avec une très grande précision sont le plus 
indiquées. 

Pour accomplir les calculs à la main ou à l’aide de petites calculatrices 
(du type arithmomètre), il est commode de préparer un nombre suffisant d’exem- 
plaires de réseaux. L’exemplaire d’ordre zéro est un réseau semblable à celui 
donné mais tel que ses lignes passent à égale distance des lignes du réseau donné 
et ses nœuds coincident avec les centres des carrés. Les carrés de l’exemplaire, 

ui contiennent des points frontières du réseau, sont bordés de segments de 
roite gras et portent les valeurs frontières données. Les autres exemplaires 
se distinguent de celui d’ordre zéro seulement par les carrés qui y sont découpés 
et qui contiennent les données aux limites. Ces exemplaires doivent être con- 
fectionnés de préférence en papier à calquer. 

Les calculs sont réalisés de la manière suivante. 

4) On inscrit dans les cellules intérieures de l’exemplaire d'ordre zéro les 
valeurs du système d'ordre zéro. Remarquons que plus ces valeurs sont voi- 
sines des valeurs réelles, plus rapidement le processus d'’itération converge. 
Pour cette raison le choix convenable du système d'ordre zéro a une grande 
importance. 

2) On pose l'exemplaire d’ordre un sur l’exemplaire d’ordre zéro de façon 
que les cellules correspondantes se superposent et on inscrit dans les cellules 

e cet exemplaire les moyennes arithmétiques des valeurs du système d'ordre 
zéro (en tenant compte des valeurs frontières qui ne sont pas recouvertes par 
l'exemplaire d'ordre un). Pour accélérer le processus, pendant le calcul des 
moyennes arithmétiques on peut se servir des valeurs du système d’ordre un 
que l’on a déjà déterminées ; l’exemplaire en papier à calquer y est bien adapté, 
car, après avoir inscrit les valeurs du système d'ordre un, les valeurs de l’exem- 
blaire d'ordre zéro qui se trouvent en dessous ne se voient presque pas. 

3) On pose l’exemplaire d’ordre deux sur les exemplaires d'ordres zéro 
et un et on inscrit dans ses cellules les moyennes arithmétiques des valeurs du 
Système d'ordre un (en tenant compte des valeurs frontières et des valeurs déjà 
déterminées du système d'ordre deux). On répète l'opération pour les exem- 
plaires d’ordres trois, quatre, etc., jusqu'à ce que l'exemplaire suivant coïn- 
cide, dans les limites de la précision donnée, avec le précédent. Le système de 
Valeurs ainsi obtenu est le système cherché. 

Nous avons déjà dit que bien qu’en principe le processus d’itération con- 
Verge pour tout système initial de valeurs (*}), toujours est-il que sa vitesse de 
Convergence dépend essentiellement de l'écart entre le système initial et le 
Système réel. Si le résultat n’exige pas une très grande précision (3 chiffres), 
Sn peut alors avoir recours à la méthode graphique pour déterminer le système 
luitial, Les valeurs données sur la courbe C' sont représentées par une projec- 
tion axonométrique sous la forme d’une courbe F dans l’espace (r, y, z); on 
———————_—— 


(*) Voir la démonstration dans le complément de D. Panov à la traduction 
Tusse du livre de J. B. Scarborough, « Numerical mathematical analysis ». 
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fait passer au jugé par cette courbe une surface (il vaut mieux se la repré- 
senter comme la surface d’une bulle de savon qui s'appuie sur l) et on enlève 
du dessin les ordonnées de cette surface qui se trouvent au-dessus des nœuds 
du réseau. 

IL est beaucoup plus efficace de choisir comme système initial dans la 
méthode d'itérations la solution du même problème obtenue par une méthode 
approchée plus simple. Parmi de telles méthodes, une place particulière revient 
à la méthode dite des analogies, basée sur l’utilisation de simulateurs de processus 
physiques qui sont décrits par l'équation de Laplace. Une des analogies les 
plus employées est l’analogie électrique basée sur le fait que cette équation 
est vérifiée par le potentiel du champ 
électrique dans un conducteur plan fin. 

Pour la mise en pratique de cette 
méthode, on confectionne d’ordinaire en 
matériau isolant la frontière du domai- 
ne pour lequel on veut résoudre le 
problème de Dirichlet, et on fixe cette 
frontière dans une cuve de manière que 
l’on puisse remplir l'intérieur du domai- 
ne d'une couche d'électrolyte. On peut, 
par exemple, fixer avec de la cire à mo- 
deler, suivant le contour de la frontière 
du domaine, les parois en bandes iso- 
lantes souples d'une hauteur de 1 à 2 cm 
et remplir d’eau légèrement salée le do- 

FIG. 102 maine ainsi formé. Ensuite, il ne reste 

° qu'à communiquer aux points de la fron- 

tière des potentiels qui correspondent 

aux conditions aux limites données, ce qui se fait à l’aide de pinces en fil de 

fer ou à l’aide de fines plaques métalliques fixées à la pan auxquelles on appli- 

que une tension. On étudie la distribution du potentiel à l’intérieur du domaine 

à l’aide d’une sonde acuminée. A condition de fabriquer un bon modèle et 

d’observer des mesures adéquates qui permettent de réduire les erreurs, on 
peut obtenir par cette méthode une précision atteignant 1 à 2 %. 

À la place d’une cuve électrolytique, on peut utiliser du papier électro- 
conducteur (par exemple du papier recouvert d’une fine couche de graphite) 
que l’on découpe de manière à lui donner la forme du domaine considéré et à la 
frontière duquel on communique des potentiels qui correspondent aux valeurs 
données. Cette méthode est plus simple que la méthode des cuves électrolytiques, 
mais moins précise ; elle donne une précision d'environ 5 %. Le lecteur pourra 
trouver une description détaillée de la méthode des analogies dans le livre 
de P. Filtchakov et V. Pantchichine [5]. 

Si l’on a besoin d’une grande précision (4 à 5 chiffres), si le réseau contient 
un grand nombre de nœuds et que le calcul se fasse à la main, il est alors préfé- 
rable d'appliquer au début le processus d'itération à un réseau plus grossier, 
formé de carrés hachurés de la fig. 102. A cette étape, on peut appliquer l’ité- 
ration jusqu’à ce que 2 à 3 chiffres coïncident. Une fois ce but atteint, on revient 
au réseau fondamental et on calcule les valeurs dans les cellules vides, notées 
par des croix obliques sur la fig. 102, comme les moyennes arithmétiques des 
quatre valeurs voisines suivant les diagonales, puis, dans les cellules vides qui 
restent, comme les moyennes arithmétiques ordinaires. Le système de valeurs 
ainsi obtenu est pris pour système initial; ensuite, on applique le processus 
d’itération au réseau fondamental avec le nombre total de chiffres. 

Pour accélérer le processus d’itération, on a élaboré un grand nombre de 
différents procédés dont le choix est déterminé par les particularités du pro- 
blème ainsi que par les moyens de calcul mis en action. Pour les calculs sur 
les petites calculatrices, les procédés les plus efficaces sont ceux dits de re- 
laxation ou méthodes d'application des corrections d'après les différentes for- 
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mules. Le lecteur pourra prendre connaissance de ces procédés et méthodes, 

ar exemple, dans les livres de W. E. Milne, « Numerical solution of differen- 
tial equations » (Nev-York-London 1953) ou de L. Collatz, « Numerische Be- 
handlung von Differentialgleichungen », Brl. Springer 1955. 
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Nous considérons dans ce paragraphe les principales représenta- 
tions physiques qui sont liées à la théorie des fonctions de la variable 
complexe. Elles concernent les champs vectoriels plans de nature 
physique différente (n°5 46 et 47), ainsi que l'état plan de contraintes 
d’un corps qui est d’un caractère un peu plus compliqué que le 
champ vectoriel (n° 50). 

Ces représentations physiques conduisent naturellement à des 
applications de la théorie des fonctions dans divers domaines de la 
physique. Dans ce paragraphe, l'attention est concentrée sur la 
position des problèmes correspondants (n°5 48 et 50) de manière que 
l'on puisse donner aussi des exemples concrets de telles ou telles 
applications dans l'exposé ultérieur. Ce n’est qu’au n° 49 que nous 
donnons plusieurs problèmes concrets qui se résolvent à l’aide de la 
méthode des représentations conformes. 

46. Champ plan et potentiel complexe. Nous considérons ici 
des champs vectoriels plans stationnaires. Cela signifie, premièrement, 
que les vecteurs du champ ne dépendent pas du temps et, deuxiè- 
mement, que les vecteurs de ce champ sont parallèles à un plan S5, 
de plus, en tous les points d’une droite arbitraire perpendiculaire 
à So, les vecteurs du champ sont égaux (en grandeur et en direc- 
tion). Il est clair que dans tous les plans parallèles à S, la configu- 
ration du champ est la même et, par conséquent, le champ est entiè- 
rement décrit par un champ plan de vecteurs appartenant au plan S5. 
En outre, quand on considère un point du champ plan, nous avons 
en vue la droite indéfinie du champ plan, qui est perpendiculaire 
à So et passe par ce point ; une courbe désigne une surface cylindri- 
que et un domaine un corps cylindrique. 

Introduisons un système de coordonnées cartésiennes (x, y) dans 
le plan S,; alors chaque vecteur du champ A de composantes 
{Ax, A,} est caractérisé par le nombre complexe 


A = A+ iAy (1) 
de plus les composantes sont des fonctions données de x et y: 
Az — A+ (x, y), Ày = Ày (x, y) (2) 


Ou, ce qui revient au même, de la variable complexe z = x + iy. 

._ Ainsi, les champs vectoriels stationnaires plans sont décrits 
? = # . 

à l’aide des nombres complexes et des fonctions de la variable com- 
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plexe. De plus, pour les conditions qui sont satisfaites pour les 
champs les plus importants en pratique, il s'avère possible de cons- 
truire une fonction analytique, dite potentiel complexe, qui décrit 
ce champ. Grâce à l’application de la théorie bien élaborée des 
fonctions analytiques les problèmes liés à de tels champs permet. 
tent une analyse des plus profondes et une solution commode pour 
les calculs. 

Arrêtons-nous en détail sur la construction du potentiel complexe. 
Rappelons pour cela les notions fondamentales de l’analyse vecto- 
rielle des champs plans (*). Comme il est admis, nous avons recours 
à la terminologie hydrodynamique bien que tout ce qui va être 
exposé se rapporte aux champs de nature physique la plus variée. 

On appelle flux d’un champ vectoriel A à travers une courbe C 
l'intégrale 


N = | (A, n°) ds, (3) 
Û 


où (A, n°) désigne (dans la suite aussi) le produit scalaire du vecteur 
du champ A et du vecteur unité de la normale n° à la courbe C. 
Si l’on désigne par dx et dy les différentielles le long de €, c'est-à-dire 
si l’on pose s° ds = dx + idy, on a alors nds — —istds — 
— dy — i dx, (A, n°) ds — A,dy—A,dx, et la formule (3) prend la 
forme 


N= (As dy— 4, de. (4) 
© 
La densité superficielle du flux, c’est-à-dire la limite du rapport du 


flux à travers une courbe fermée € à l’aire $ du domaine de fron- 
tière cette courbe, lorsque ce domaine tend vers un point z, est 


appelée divergence du champ au point z: 


; : 1 
div A= lim + Ï (A, n°) ds. (5) 
Comme on le sait 
; 04% , 04 
div A — 9x ae (6) 


Un point du champ en lequel div À = 0 est appelé source (on n’em- 
ploie parfois ce terme que dans le cas où div A > 0; un point en lequel 
div À << 0 est alors appelé puits ou source négative). Si en chaque 
point d’un domaine D 


. A 84 
div À — 


fl 
x Ÿ dy 


—0, (7) 


(*) Nous supposons connues les notions fondamentales de l’analyse vecto- 
rielle ; cf., par exemple, Fikhtengoltz, t. III, p. 445 et les suivantes. 
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on dit alors que le champ est indivergentiel ou solénoïdal dans ce 
domaine. 

Pour un pareil champ, le flux à travers toute courbe fermée c, 
dont l’intérieur d appartient au champ, est nul: ceci découle du 
théorème bien connu d’Ostrogradski : 


[As no)ds= | Vaivaas. (8) 
c d 


D'après ce même théorème, le flux à travers toute section du éube 
de courant (c’est ainsi que l’on appelle le domaine dont la frontière 


est formée par deux lignes de cou- TT 


rant, c'est-à-dire par des courbes 
Te 


qui sont tangentes en chacun de 


leurs points au vecteur correspon- 
dant du champ) est le même 


—————— _ "  ——————————— 


(fig. 103). RSR 
La condition (7), d'après la- RhÉÉSNSNIIQ 
quelle un champ est indivergen- z 
tiel, montre que l’expression 
—Aydx + A,dy est la différen- FIG. 403 


tielle d’une certaine fonction 
v(x, y) que l’on appelle fonction de 
courant, Ce terme tient à ce que les lignes de niveau dela fonction v(x, y) 
sont des lignes de courant. En effet, le long d’une telle ligne de niveau 
nous avons dv — —A,dxr + A,dy — 0, par conséquent # = 4. ; 
X 

c’est-à-dire que la direction de la tangente à cette ligne coïncide 
avec la direction du vecteur A. 

Il découle de l'expression de la différentielle de la fonction v que 
ses dérivées partielles sont respectivement égales à 


ôv ôv 
= An As (9) 
La fonction v (x, y) est reconstituée (à une constante additive 
près) à partir de sa différentielle totale dv à l’aide de l'intégrale 


Zz 


vx, y)— Î, — 4 dr + As dy + const. 
70 
. En vertu de la condition (7), cette intégrale, dans un domaine 
Simplement connexe D, ne dépend pas du chemin d'intégration et, 
Par conséquent, définit une fonction uniforme, tandis que dans un 
domaine multiplement connexe elle possède des constantes cycliques 
ét définit une fonction multiforme (*). 
————————_—_—_— 


(10) 


l'; (*) Les raisonnements relatifs à l'intégrale (2) du n° 41 s'appliquent à 
Intégrale (10) si la condition (7) est satisfaite. 
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Dans un champ indivergentiel le flux à travers une ligne €, 
conformément aux formules (4) et (10), est égal à l'accroissement 
de la fonction de courant calculé aux extrémités de C: 


Z2 


22 
N= |, —A,dr+4sdy= |, du =v(2) —v(z:), (11) 
Z1 


Zi 


de plus, si le domaine D est multiplement connexe, il faut prendre 
ane branche continue de vw (z) sur la ligne C. 

” On appelle circulation d’un champ le long d’un contour fermé C 
l'intégrale de la forme 


Tr | (A, s°) ds = | Ask dx + A, dy. (12) 
C C 


La densité superficielle de la circulation, c’est-à-dire la limite 
du rapport de la circulation le long d’une courbe € à l'aire S du 
domaine de frontière cette courbe prise de manière que ce domaine 
tende vers le point z, est appelée rotationnel ou tourbillon du champ (*) 
au point z " 


rot A= lim + Î (A, st) ds. (13) 
C2 ê 
Comme on le sait, 
ot A = Par d4> 14 
PMR an à (F9) 


Un point du champ en lequel rot A = 0 est appelé point tourbillon- 
naire où tourbillon du champ. Si en chaque point d'un domaine D 


rot At 2e 20, (15) 


on dit alors que le champ est irrotationnel ou encore potentiel dans 
ce domaine. 

Pour un pareil champ, la circulation le long de toute courbe 
fermée c, dont l’intérieur d appartient au champ, est nulle: ceci 
découle de la formule bien connue de Riemann-Green 


fe, s0) ds — f rot ds. (16) 
€ d 


(*) Pour les champs spatiaux, la densité de la circulation ne donne que 
la projection du rotationnel sur la direction de la normale au domaine d’aire 
S; le rotationnel, lui, est un vecteur. On peut considérer que dans un champ 
plan aussi le rotationnel est un vecteur dirigé suivant la perpendiculaire au plan 
du champ. Alors la valeur absolue de (13) donne le module de ce vecteur et son 
signe indique l'orientation. 
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EN 


De la condition (15), d’après laquelle le champ est irrotationnel, 
jl découle que l'expression A,dr + A,dy est la différentielle d’une 
certaine fonction uw (x, y) que l’on appelle fonction potentiel ou 
potentiel du champ. En effet, il découle de la relation À,dr + 
+ Ayjdy = du que 

A ne (17) 


ôz ? 
ou, ce qui revient au même, 
À = grad u 


(le scalaire u par rapport à son gradient A est précisément appelé 
potentiel). La fonction potentiel est reconstituée à partir de sa dif- 
férentielle à l'aide de l’intégrale 


Z 


u(x, y) = fu4 dx + À, dy + const. (18) 


Zo 


En vertu de la condition (15), cette intégrale dans un domaine sim- 
plement connexe D ne dépend pas du chemin d'intégration et dans 
un domaine multiplement connexe elle possède des constantes 
cycliques. 

Si dans un domaine D un champ est simultanément indivergentiel 
et irrotationnel, c’est-à-dire que les conditions (7) et (15) sont satis- 
faites, alors en comparant les formules (9) et (17) nous trouvons: 


ôu ôv ôu ôv 
4" 8%) (19) 


qui sont précisément les équations de Cauchy-Riemann. Ainsi, 
nous avons démontré le théorème : 

Théorème 1. Dans un champ plan sans source ni tourbillon 
la fonction de courant et le potentiel sont des fonctions harmoniques 
conjuguées. 

IL en découle en particulier que dans un tel champ les lignes de 
Courant et les lignes équipotentielles forment des familles orthogona- 
les, l’ensemble de ces familles est parfois appelé réseau du champ. 
La fonction de la variable complexe 


1) = u(x, y) + iv(x, y) (20) 


est appelée potentiel complexe du champ, c'est précisément la fonction 
analytique qui décrit le champ et que nous avons voulu construire. 
Il découle de ce qui précède que si un champ occupe nn domaine 
Multiplement connexe (par exemple, possède des sources ou des 
lourbillons qu’il faut exclure du domaine pour que notre construc- 
tion soit possible), alors le potentiel complexe peut s'avérer 
une fonction multiforme. 


16—0149 
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Toutes les quantités fondamentales caractérisant un champ peu- 
vent s'exprimer à l’aide du potentiel complexe. Par exemple, 
d’après les formules (17), (19) et la formule de la dérivée d’une fonc- 
tion analytique, donnée au n° 5, nous trouvons le vecteur du champ 

Ou . Ôu Ou . Ov 7 . ; 
Rs Fo 0 tord (21) 


Il en découle entre autres que la dérivée du potentiel complexe est 
toujours uniforme. 

Puisque f'(z) dz = (4, — iA,,) (dr + idy), les formules (4) ct 
(12) peuvent être écrites sous la forme 


N=Im | f'()dz, T=Re | f' (2) dz. (22) 
€ 


€ 


Réunissant ces deux formules, nous avons 


T+iN = fr (z) de. (23) 
€ 


Donnons plusieurs exemples simples de champ plan. 

1) Source. Supposons que le champ possède une source ponc- 
tuelle unique qui coïncide avec l’origine des coordonnées; il n’y 
a pas de tourbillons (*). Vu la symétrie, il est clair que le vecteur du 
champ a la forme 


A = œ(r)r?, (24) 
où r — {z [est la distance d’un point z à l’origine des coordonnées 
et r° — _ le vecteur unité dirigé de l’origine des coordonnées vers 
le point z. Le flux d’un vecteur à travers toute circonférence | z [ —7r 


de centre à l’origine des coordonnées est égal à 


N = | (A, 10) ds = œ(r)-2nr. 
lzl=r 
Ce flux ne dépend pas du rayon car, d’après la formule d’Ostro- 
gradski (8) appliquée à la couronne r,<<|r|<r;, nous obtenons: 


Î (A, r0) ds— | (A, 1°) ds — | Î div A dS—0, 
1222 lzl==r1 ra fzl<Tre 
puisque dans cette couronne il n’y a pas de sources et, par consé 
quent, div A-—0. Il en découle que la quantité N est constante et 


(#) Il faut représenter ce champ comme un champ spatial engendré par 
l’action de sources uniformément réparties sur la droite perpendiculaire au 
plan des z ct issue de l’origine des coordonnées. Il en est de même pour les 
exemples 2-4, 


par suite 
N 
@ (r) = 2xr * (29) 


Le nombre W est appelé intensité de la source. Substituant dans 
la formule (24) la valeur de œ(r) tirée de (25), nous obtenons le 
vecteur du champ sous la forme 

se pe + (26) 


dur En [2F 2x ; 


D'après Ia formule (21) nous trouvons la dérivée du potentiel com- 
plexe 


ne OL 
POSSSS 
et, par conséquent, le potentiel complexe a la. forme 


j(= Lnste. (27) 


Séparant les parties réelles et imaginaires, nous trouvons la fonction 
potentiel et la fonction de courant: 


N N 
u=-—In|z|+ 04, V= 5 ATSZ+ C2. (28) 


Sur la fig. 104 (et les suivantes) les lignes continues indiquent les 
lignes de courant et les pointillés les lignes équipotentielles. 

2) Tourbillon. En partant de considérations tout à fait 
semblables nous trouvons que le vecteur d’un champ à un tourbillon 
ponctuel qui coïncide avec l’origine des coordonnées est égal à 


r 


sl 


où la constante [est l'intensité du tourbillon, c'est-à-dire la circula- 
tion du vecteur À le long de tout contour fermé enveloppant le 
tourbillon (fig. 105). Le potentiel complexe diffère du précédent 
Par le facteur à, la fonction potentiel et la fonction de courant 
s'intervertissent : 
(= Lnste, u = 


r 


r 
ir Argz—c1, v=.Im|z|+c. (30) 


3) Tourbillon-source. Supposons qu'une source 
d'intensité V et un tourbillon d'intensité L soient concentrés à l’ori- 
gine des coordonnées. Le vecteur du champ et le potentiel complexe 
S’obtiennent en additionnant les expressions (26) et (29) et respective- 


16% 
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ment (27) et (30): 


(31) 


Les lignes de courant et les lignes équipotentielles en coordonnées 
polaires z — rei® sont respectivement données par les équations 


en 


Ninr—Tp—cx. (32) 

Ce sont des familles orthogonales de spirales logarithmiques (fig. 106). 
4) Doublet. Considérons un système formé d’une source 

et d’un puits d’intensités +W coïncidant respectivement avec les 


FIG. 104 FIG. 105 


points z — —h, 2: — 0 (fig. 107). Le potentiel complexe de ce 
système s'obtient en additionnant les potentiels de la source et du 
puits: 
Ô N 

fn (e) = La (244) 7 La (33) 


(nous utilisons la formule (27) et sa généralisation évidente au cas 
où la source ne coïncide pas avec l’origine de coordonnées ; nous ne 
considérons pas les constantes additives). 

Considérons maintenant le système limite que l’on obtient de 
notre système lorsque À —+ 0 et N — simultanément de manière 
que Vh— p: ce système est appelé doublet ou dipôle ponctuel de 
moment p (fig. 108). Le potentiel complexe du champ d’un doublet 
ponctuel est donné par le passage à la limite dans la formule (33) 
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lorsque k — 0: 
Nh Ln(z+hk)—Lnz 


RO ne me 
. P à nn: 
= 2-5. (34) 


On a représenté sur la fig. 108 
les lignes de courant et les 
lignes équipotentielles: ce sont 
les images réciproques des lignes 
Im w = «à et Re w = c, par la 


représentation w — , c'est-à- 


_P_ 
27z 
dire des circonférences tangentes 
aux axes de coordonnées. 

5) Simple couche. Nous 
supposons que les sources soient 
disposées sur une courbe C de densité linéaire p (£) (*). Posant 
r= |£—3|, nous trouvons, d’après la formule (28), le potentiel 


FIG. 107 FIG. 168 


d'une source élémentaire p (£) ds, coïncidant avec le point &, sous 
la forme LG In r ds. En intégrant, nous obtenons le potentiel de simple 
couche 
1 
u(z)=5r | p (£)inr ds. (35) 
C 
6) Double couche. Supposons qu’en plus de la courbe C, 
Support des sources de densité p (£), nous ayons une courbe C’ qui 
————————— 


e (*) Dans l’espace à ce champ correspond un champ d'un cylindre de direc- 

ce Cet de génératrices perpendiculaires au plan des z. Le cylindre est le sup- 

Port des sources dont la densité superficielle est constante sur chaque génératrice. 
en est de même de l'exemple 6). 
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s'obtient de C si l’on porte sur toutes ses normales, d’un côté bien 
défini, des petits segments de droite de longueur constante À. Suppo- 
sons que la densité de la répartition des sources sur C” soit telle qu'un 
élément de longueur ds’ porte une source de grandeur p’ds’ — —pds 
(le premier et le second membre sont considérés aux points qui se 
correspondent 6 et L'; cf. fig. 109). Le système limite que nous obte- 
nons de notre système, lorsque k— 0 et 
p (£) — © de manière que hp (€) — u (6), est 
appelé double couche de densité des moments pi. 

Trouvons le potentiel de double couche, 


CE Pour h 0 fixe, nous trouvons, d’après 1 
+C , - ? P a 
es formule (35): 
u Des Inrds+-2 (p'inr'ds 
FIG. 109 ne sx TP Ton )P 
C c’ 
où r" — {3 — C'|. Pour les petits h, négligeant les infiniment petits 
d'ordre supérieur à k, nous avons 
1 ôr 
T — r—h Frs , 


s à TPPRES : < L 
où =— est la dérivée suivant la normale à C dans le sens opposé 
à C’. D'où 

h 0 à 
In r’ =Inr+in (1 #7) =inr-x inr. 
r n n 


Tenant compte de p’ ds — 7. nous obtenons : 


un (2) = x | hp (© -Zinrds. 


Passant à la limite lorsque À — 0, nous obtenons le potentiel de 
double couche : 


u(2)= 5 LUE. 3 rds, (36) 


où la normale est prise du côté de la courbe qui porte les sources de 
densité + p (fig. 109). 

Pour terminer, démontrons que toute fonction harmonique peut 
être interprétée comme le potentiel d’un certain champ plan. Pour 
plus de commodité, limitons-nous au cas d'un domaine simplement 
connexe de frontière une courbe fermée € bien que l'affirmation 
reste vraie dans le cas général. Soit donnée une fonction uw (z) har- 
monique dans un tel domaine D ; construisons la fonction conjuguée 
v(z) et appliquons à la fonction f (z) — u (z) + iv (z) la formule 
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intégrale de Cauchy (*) (n° 14): 


1@- | &. 
€ 


2ai b—2 


fosons C—2-=reit, alors dérivant par rapport à ©, pour z cons- 
tant, nous trouvons : 

= din) dinr-i dq. 
Substituant cette expression dans la formule de Cauchy et séparant 
[es parties réelles, nous avons: 


“= 7x | ut dp+ jPpamr. (37) 


ô see 
Sur la courbe C nous avons dp — . ds ; en vertu des conditions de 


Cauchy-Riemann, pour la fonction In (ê — z), analytique sur C, 
are ; op ôlnr , à pas . 
on peut écrire la relation en QU 08 la dérivée suivant 
la normale intérieure à C. Donc la première intégrale dans la for- 
mule (37): 
1 ô 
ui (2) = 9x | u(6)-= nr ds 


C 


représente un potentiel de double couche de densité des moments 
— u (6). 

Supposons que v (£) possède une dérivée continue ; intégrant par 
parties le deuxième terme du second membre de (37), nous 
trouvons : 

1 êv 
Us (z) = 2x | — Inrds 
è 
(le terme sans intégrale disparaît puisque le contour est fermé); 
ainsi, ce terme représente un potentiel de simple couche de densi- 


, à ; 2 Se 
té — . On a donc démontré le théorème : 


Théorème 2. Toute fonction u (z) harmonique dans un domaine 
Simplement connexe D peut être représentée sous la forme d'une somme 
d'un potentiel de simple couche et d’un potentiel de double couche répartis 
Sur la frontière de D. 

Si le domaine D est multiplement connexe, alors des potentiels 
de sources ponctuelles disposées aux extrémités des arcs de courbe 
frontières (cf. la démonstration de l’expression de w, (z)) ou en des 
Points isolés de la frontière peuvent s'ajouter à ces termes. 


Se (*) En cas de besoin nous prenons un contour fermé dans le domaine D 
Oïsin de la frontière de manière que la formule de Cauchy puisse être appliquée. 
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se 


47. Représentations physiques. Nous considérons ici diverses 
interprétations physiques des champs vectoriels plans. 

1. Champ des vitesses d'un écoulement 
fluide. Supposons que les vecteurs d’un champ V représentent 
les vitesses des particules d’un fluide parfait incompressible en 
écoulement plan permanent. Le flux du vecteur vitesse 


N = fev, n°) ds (1) 


€ 


représente évidemment la quantité de fluide écoulée par unité de 
temps à travers la courbe C, la circulation 


T — «v, st) ds — | V, ds (2) 
C C 


est l’intégrale des composantes tangentielles V, du vecteur vitesse le 
long de la courbe fermée C. Les sources et les points tourbillonnaires 
s’interprètent respectivement comme des points au voisinage desquels 
le flux et la circulation le long d’une courbe fermée autour du point 
(plus exactement des points en lesquels les densités du flux et de la 
circulation, c'est-à-dire div et rot, sont non nulles) sont non nuls. 
Si dans un domaine D les tourbillons et les sources sont absents, on 
peut alors construire dans ce domaine une fonction analytique 
f(z2) = u(z) + iv(z), le potentiel complexe du champ, telle que 
V = fi. (3) 
Inversement, toute fonction analytique dans un domaine D peut 
être interprétée comme le potentiel complexe d’un écoulement plan 
sans tourbillon ni source d’un fluide parfait incompressible. 
Considérons l'interprétation hydrodynamique des points singu- 
liers simples de la fonction analytique f (z). L'exemple 3) du n° 46 
montre que le point de branchement logarithmique a dans le voisi- 
nage duquel f (z) est de la forme 


f() = cLn(—a) + g(), 


où g(z) est une fonction régulière, peut être interprété comme un 
tourbillon-source d'intensité N + il — 2nc. Généralisant un peu 
l'exemple 4), nous voyons que le pôle a du premier ordre de résidu 
C1, au voisinage duquel 


Î(z)= +£g(2), 


s’interprète comme un doublet obtenu par la coïncidence de deux 
tourbillons-sources d’intensités (NW + il) disposés aux points 
1 


C1 
z—a 


Z = a—h, 2 = a; de plus cu = 2% lim(N +il)h. 
h—0 
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On peut interpréter de la même manière les pôles d’ordre supé- 
rieur. Considérons deux doublets de moments + 2x _— disposés 


aux points z — a — h,z, — a. Le système limite obtenu de ce systè- 
me, lorsque h —+ 0, est appelé quadrupôle de moment 2nc_,. Le 
potentiel complexe d'un champ quadrupolaire est 


lim — <= 1 - ur dd 1 ce 
H-0 hk z—a+h za ff 24 za  (2—a 


Ainsi, un pôle du deuxième ordre, dans le voisinage duquel 
Î (z)= Tes + + g (z), est interprété comme un ensemble 
formé d’un dipôle et d’un quadrupôle de moments dépendant des 
coefficients C1 et Co. 

En général, un pôle d'ordre nr de la fonction f (z) peut être inter- 
prété comme un ensemble de multipôles d'ordres 2, 4, ..., 2n 
dont les moments dépendent des coefficients de la partie principale 
du développement de f (z) au voisinage du pôle considéré. En outre, 
par multipôle d'ordre 24 on comprend le système limite que l’on 
obtient d’un système de multipôles d'ordre 24 — 2 de moments 


+ Fe disposés aux points z — a — h, 2, — a, lorsque k —+ 0 
(un multipôle d’ordre 2 est un doublet). 

Les points multiples d’un potentiel complexe en lesquels sa 
dérivée s’annule servent de points de ramification des lignes de 
courant et des lignes équipotentielles (cf. le théorème 8 du n° 41 
où n >> 1 dans notre cas). Ces points sont appelés points critiques 
du courant; en ces points, la vitesse d'écoulement est nulle. 

Pour terminer, nous donnons la formule connue de S. Tchaply- 
guine qui permet de calculer le vecteur portance qui agit sur un 
corps cylindrique investi par un fluide en écoulement plan. 

Considérons l’aile d’un avion volant à une vitesse cons- 
tante — V,. Pour les vitesses inférieures à la vitesse du son, l’air 
peut être assimilé à un fluide parfait incompressible et on peut négli- 
ger les tourbillons autour de l'aile. En outre, nous représentons 
l'aile sous la forme d’un cylindre infiniment long de génératrices 
perpendiculaires au vecteur vitesse. Alors, le champ des vitesses 
des particules d’air est plan et on peut se limiter à l'étude du champ 
plan d’une section arbitraire perpendiculaire aux génératrices du 
Cylindre. Enfin, pour plus de commodité, nous nous représentons 
l'aile immobile et supposons que les filets d’air glissent sur elle 
âvec une vitesse constante V, à l'infini (fig. 110). La valeur de la 
Pression pour cet écoulement irrotationnel permanent est donnée 
Par la formule connue de Bernoulli-Euler (*): 


p=A—+V?, (4) 
a ——— 
(*) Cf. N. Koichine et I. Kibel [6], t. I, p. 15. 
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où À est une constante, p la densité et V — | V | la vitesse d’écoule- 
ment (nous négligeons l’action de la pesanteur). Nous calculons 
d’après cette formule la force totale qui agit sur le contour C de la 
section de l'aile (portance). Puisque la pression sur C est dirigée 
à l’intérieur suivant la normale, la force qui agit sur l'élément dé 
du contour C est égale (sous forme 
vectorielle) à 


pi dé = Ai dé —£ Va dé, 


et la force totale qui agit sur C est 
égale à la somme vectorielle des pi dé, 
c'est-à-dire 


P= X+iY — | pi dt = -$ V? dé 
C € 


(5) 
{l'intégrale de la constante Ai prise le long du contour fermé dispa- 
raît). Puisque les filets d’air s’écoulent autour du contour €, le vec- 


teur vitesse d'écoulement aux points de € est dirigé suivant la tan- 
gente 


FIG. 110 


V=f (O=Ver, 


où p — arg dé. D'où l’on a pour la vitesse V — f” (z)e-i®, et la 
formule (5) prend la forme 


=-$ {furent -2ipre. 
€ 


où e-2i0 d’=e-iv] dt|= dé. Passant aux quantités conjuguées com- 
plexes, nous obtenons le vecteur conjugué complexe du vecteur 
portance 


P-x-w-f$ {top (6) 
C 


C'est précisément la formule classique de Tchaplyguine (1910). 

2) Champ thermique. Comme on lesait, la température 
d’un champ thermique plan (*) dépourvu de sources de chaleur 
satisfait à l'équation aux dérivées partielles suivante : 


du à f{ du du = 
cet): e 
où t est le temps et a? un coefficient constant. Se limitant à l’étude 
des régimes permanents, pour lesquels la température ne dépend 


(*) 11 lui correspond dans l’espace un champ plan dans lequel dans chaque 
plan parallèle au plan zxy la répartition des températures est identique. 
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pas du temps, nous sommes conduits à l'équation de Laplace: 


92 22 
Ge age = 0 (8) 


c'est-à-dire que la température est une fonction harmonique. La 
fonction harmonique conjuguée v (x, y) est appelée fonction de courant 
thermique et la fonction analytique j (2) — u (x, y) + iv (x, y) poten- 
tiel complexe. Voyons le sens physique de la fonction v (x, y). 
On admet dans la théorie de la propagation de la chaleur que la 
quantité de chaleur transmise par unité de temps à travers un élé- 


ment de longueur ds est proportionnelle à ds et à la dérivée normale 


de la température _ c'est-à-dire qu’elle est égale à 


— ds = (— k grad u, n°) ds = (Q, n°) ds. (9) 


Ici, k est le coefficient de thermoconduction interne, le signe 
moins signifie que la chaleur passe de la région des températures 
élevées à celle des températures plus faibles; le vecteur 


Q — —k grad u (10) 


est appelé vecteur flux de chaleur. On voit de (9) que le flux du vecteur 
Q à travers la courbe C est la quantité de chaleur transmise à tra- 
vers C par unité de temps. 

D'après une propriété du gradient, en chaque point du champ le 
vecteur flux de chaleur Q est dirigé suivant la normale à La courbe 
u (x, y) — const (courbe isotherme) qui passe par ce point. Mais 
cette direction est évidemment tangente à la ligne de niveau de la 
fonction v (x, y), donc les courbes v (x, y) — const servent de lignes 
vectorielles de Q (c’est-à-dire des courbes suivant lesquelles la cha- 
leur « se propage »). Puis, de la formule (10) et des équations de 
Cauchy-Riemann, nous avons: 


êu . Êu dv . dv 
Q— — ke (+i) = kr this. 


Donc, le flux de chaleur à travers une courbe arbitraire du côté 
gauche vers le côté droit (suivant le sens de parcours sur cette courbe), 


de sorte que n° ds — —idt — dy — idx, est égal à 
gv . dv — 
[ce n)ds= —k | Pdy+ dr 
è 


— —k | d=k{v(a)—v(x)} (11) 


C 


(nous supposons # constant ; z, et z, sont les extrémités de la courbe C) 
Donnons encore l'expression du vecteur Q en fonction du pot@f 
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tiel complexe f (z) = u (x, y) + iv (x, y): 
Ô= —hk(S—i Te) = hf. (12) 


Ainsi, une analogie complète existe entre le champ des vitesses 
d'un écoulement fluide et le champ thermique. La seule différence 
est que, dans le premier cas, les deux composantes du potentiel com- 
plexe peuvent être multiformes tandis que dans le second cas la 


FIG. 111 


partie réelle, à savoir la température, est toujours uniforme (nous 
ne tenons pas compte des différences non essentielles dans les formu- 
les). 

Considérons comme exemple un système formé par une source 
et un puits de chaleur d’intensités + q, qui coïncident avec les 
points + a (fig. 111). Le potentiel complexe du champ engendré 
par ce système est 


fG)= SE Ln(s—a)—-Ln(+a)=-Linit. (413 


. Z— & . s . 
Les courbes isothermes | 2% | = const, les circonférences (images 


réciproques des circonférences | w | = const par la transformation homo- 
. Z— a . ras 
graphique w— =) pour lesquelles + a sont des points symétriques, 
sont représentées en pointillé sur la fig. 111. Les lignes de courant 
Zz— € 
z+4a 
demi-droites arg w — const par la même transformation) qui passent 
par les points Ha, sont représentées par des lignes continues. Le flux 
de chaleur à travers toute courbe fermée décrite autour du seul 


thermique arg = const, les circonférences (images réciproques des 
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oint a est égal à + g, le flux à travers une courbe décrite autour du 
seul point — a est égal à — q et le flux à travers une courbe décrite 
autour des deux points est nul. On s'en convainc très facilement 
à l’aide de la formule (11) en suivant la variation d’une branche 


quelconque de la fonction v (z) — += Arg (z — a) — = Arg (z + a). 


Le même champ est engendré dans une couronne excentrique 
comprise entre des circonférences chauffées jusqu’à des températures 
constantes u — u, et u — u,, qui sont les lignes de niveau (repré- 
sentées sur la fig. 111 par des traits gras) de notre champ. Il lui 
correspond dans l’espace un champ thermique dans un tube formé 
de deux cylindres d’axes parallèles. La possibilité de remplacer la 
ligne de niveau w (ou, ce qui revient au même, la ligne de courant 
du champ des vitesses du fluide) par des parois solides, dite prin- 
cipe de solidification, découle de l’unicité de la solution des problè- 
mes aux limites correspondants (n° 48). 

3) Champ électrostatique. On comprend par champ 
électrostatique un domaine tel qu'à chaque point est associé 
le vecteur intensité E — £, + i£,,. c’est-à-dire la force qui agit 
sur une charge unité placée en ce point. Nous allons considérer des 
champs électrostatiques plans qui correspondent à des champs plans 
dans l’espace. Comme on le sait de l’électrostatique, le flux du vecteur 
intensité du champ électrique à travers une courbe fermée C est 


N = [œ, n°) ds — âne, (14) 
[o] 


où e est la charge totale disposée à l’intérieur du contour C et n° 
la normale extérieure à C. Donc, en tout point z 
N 


à __ 0E% 0Ey = li 45 
div E = x CEE 7 dm <= 4Anp, ( ) 


où p est la densité superficielle de la charge en ce point. L'intégrale 


A= \ (E, s°) ds = Ï E, ds (16) 


est évidemment le travail de la force du champ le long de la courbe C. 
La circulation du vecteur E le long de toute courbe fermée est nulle 
Car il n’y a pas de dépense d'énergie pour maintenir Le champ élec- 
lrostatique. En effet, si le long d’une courbe fermée C la cireulation 
N'était pas nulle, alors, en parcourant cette courbe dans un sens 
déterminé un nombre de fois infiniment grand, nous aurions une sour- 
Ce inépuisable d'énergie (Perpetuum mobile). Il en découle qu’en tout 
Point du champ 

ÔE 


JE 
tot Et. + 


dx dy 


== 0. (17) 
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Ainsi, un champ électrostatique est toujours potentiel, c’est-a. 
dire qu'il existe une fonction uniforme v (x, y), le potentiel du champ 
tel que ? 


E= 2; —— — gradv. (18) 
S'il n’y a pas de charges dans un domaine D, alors div E = 0 par- 
tout; il en découle qu’il existe une fonction de forces 


u(x, y) = le Ey dx + E, dy + const (19) 


z0 


(qui est toujours uniforme dans les domaines simplement connexes 
et peut être multiforme dans les domaines multiplement connexes). 
De même que plus haut, on peut se convaincre facilement que toute 
ligne de niveau de la fonction v (x, y) est tangente en chaque point 
au vecteur correspondant du champ, c'est-à-dire qu’elle est une 
ligne vectorielle ou une ligne de force du champ. 

Comparant les formules (18) et (19), nous voyons que les fonc- 
tions uw (x, y) et vx, y) satisfont aux conditions de Cauchy- 
Riemann, c’est-à-dire qu’elles sont des fonctions harmoniques conju- 


guées, et 
f()= u(x, y) +iv(x, y) 


est une fonction analytique. Elle est appelée potentiel complexe du 
champ (*). À l’aide du potentiel complexe, on exprime le vecteur 
intensilé 
ôv . 0u TT 

Se no | ea 
et, par suite, toutes les quantités qui caractérisent le champ. En par 
ticulier, la charge totale disposée à l’intérieur d’un contour fermé C 
est égale à 


e 


Il 


_ | f' (a) d. (21) 


€ 


Nous voyons ainsi qu’un champ électrostatique est entièrement- 
analogue au champ des vitesses d’un écoulement fluide: la diffé- 
rence est (sans tenir compte des écarts non essentiels dans les formu- 
les) que, dans le premier cas, les deux composantes du potentiel com- 
plexe peuveni être multiformes tandis que dans le second cas la partie 
réelle est toujours uniforme. 


(*) Nous introduisons le potentiel complexe comme cela est admis dans la 
littérature électrotechnique. Evidemment, il diffère par le facteur à du potentiel 
admis en hydrodynamique. 
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Donnons un exemple simple. Considérons le champ plan engendré 
par une charge ponctuelle d'intensité e qui coïncide avec l’origine 
des coordonnées z — 0. 1] lui correspond dans l’espace le champ d’une 
droite indéfinie ZL perpendiculaire au plan des z au point z — 0 et 

orteuse d’une charge de densité linéaire constante e (fig. 112). 
Calculons le vecteur champ électrique Ë — £, + iE, au point z — 
— x + iy, c'est-à-dire la force 
qui agit sur la charge unité 
placée en ce point. À cette 
fin, introduisons sur L la coor- 
donnée k, longueur repérée 
par rapport au point z — 0, 
et remarquons que le champ 
électrique élémentaire engen- 
dré par la charge e dh localisée 
à la hauteur À est égal en 
module à 
dh 
IdEl=e- | 


FIG. 112 


où r—|z|— Var? y. Puis- 
que le vecteur E se trouve 
dans le plan des z, sa valeur est égale à la somme des projections de 
tous les champs électriques élémentaires dE sur ce plan, c’est-à-dire 


T 
co 22 
[E- | coss|dE]—e | am dh=e | st gx, 
— 00 -i. 
où # est l'angle formé par dE et le plan desz, k —rtgé, dh = _— = 


24 h2 ; PRES ; 
- + dt (fig. 4112). Ainsi, dans le champ plan d'une charge ponc- 
tuelle, la grandeur du champ électrique est inversement proportionnelle 
a la distance entre les points et non au carré de La distance, comme cela a 
tieu dans l'espace. 

Tenant compte de la direction du vecteur FE, nous trouvons 


E=#p.# (22) 


On voit donc que notre champ coïncide avec un champ plan engendré 
Par une source ponctuelle d'intensité N — 4ne (comparer avec l’exem- 
Ple { du n° 46; notons que l’on aurait pu établir la formule (22) de 
à même manière que dans cet exemple). Nous trouvons le potentiel 
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x 


complexe à l’aide de la formule (20): 
Z 
fo) —i | Edité 2ei LnT+e. (23) 
Z0 
4) Champ magnétiquedecourants électri- 
ques. Nous nous bornons au cas d’un champ engendré par un systè- 


me de courants linéaires Z,. D'après une loi d’électrotechnique connue, 
le vecteur champ magnétique H, engendré à une distance r par un 


courant rectiligne 7, est égal à —, se trouve dans le plan perpendi- 


culaire au courant et est dirigé suivant la normale au segment de 
droite, qui donne la plus courte distance et qui réunit un point du 
champ à la ligne de courant, dans le sens défini par la règle du tire- 
bouchon. Donc, pour le champ plan correspondant ce vecteur est 


He, (24) 


Z 
Par potentiel complexe d’un tel champ on comprend la fonction 
F(z) = U+iV =21Lnz<+e, (25) 
où U est la fonction de forces du champ, V le potentiel et c une 
constante arbitraire. 
Pour un système de courants 7, (k = 1, 2, ..., n) qui coupent 
le plan des z aux points z,, le vecteur intensité du champ magnéti- 


tique et le potentiel complexe s’obtiennent en additionnant les ex- 
pressions (24) et (25) et sont respectivement égaux à 


2 21ri 
H= S —E, 
2 2 — 2k 
F(:)= > 213 Ln (z2— 2) +c. (26) 
ki 


En comparant les formules (23) et (25), on peut conclure que le 
réseau des lignes de force et des lignes équipotentielles d’un champ 
électrique de charges linéaires qui coupent le plan des z aux points Zk 
coïncide entièrement avec le réseau d’un champ magnétique de cou- 
rants linéaires qui coupent le plan en ces points. En outre, seuls les 
rôles des lignes de force et des lignes équipotentielles s'intervertissent. 

Comme exemple, examinons un champ magnétique d'un système 
de deux courants linéaires de même direction et de grandeur égale 
qui coupent le plan des z aux points a. Le potentiel complexe du 
champ est 


F (z) = I Ln (2? — a), (27) 
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Jes lignes de force sont définies par l'équation 
{z— a||z+a|l = const, (28) 


c'est-à-dire que ce sont des lemniscates (on appelle lemniscate le 
lieu géométrique des points dont le produit des distances à deux 
points donnés, dits foyers, est 
constant; fig. 113). 

48. Problèmes aux, limites. 
Nous avons vu (n° 46 et 47) que 
pour étudier un champ plan il 
suffit de connaître son potentiel 
complexe. D'ordinaire, les pro- 
blèmes appliqués se ramènent à 
la détermination du potentiel 
complexe d’après les conditions 
données sur la frontière des 
champs (elles sont dictées par 
les conditions physiques mêmes 
du problème considéré) ou, comme 
il est d'usage de le dire, à la 
résolution d’un problème aux limi- 
tes. En outre, si le problème est FIG. 113 
posé correctement du point de vue 
physique, alors les conditions données doivent entièrement déter- 
miner le champ, c'est-à-dire que le potentiel complexe doit être 
déterminé à une constante additive près. Nous donnons ici les énoncés 
les plus simples de problèmes aux limites de la théorie des champs 
plans, de plus, pour fixer les idées, nous avons recours à la termi- 
nologie hydrodynamique. Dans les exemples de résolution de ces pro- 
blèmes, nous considérons d’autres interprétations aussi. Commençons 
par trois problèmes d'écoulement. 

1) Ecoulement autour d'une courbe fer- 
mée. Nous supposons que le domaine D du champ contient à son 
intérieur le point à l'infini et est limité par un contour C, frontière 
du corps plongé dans un fluide (D est l'extérieur du contour C). 
Supposons que le corps soit animé d’un mouvement de translation 
avec une vitesse constante —V, ou, ce qui revient au même, que 
le corps est immobile et que les filets de fluide l'investissent avec 
la vitesse Vs. Alors la dérivée du potentiel complexe, la fonction 
Conjuguée complexe de la vitesse d'écoulement (cf. la formule (3) 
du n° 47), doit être une fonction régulière à l'infini, analytique et 
uniforme dans le domaine D. Son développement en série de Laurent 
au voisinage du point à l'infini est donc de la forme 


Ref (= Vot + (1) 


17—0149 
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Il découle de la formule (23) du n° 46 que 2ni:e = F + iN, où 
T'et N sont la circulation et le flux respectivement le long et à travers 
tout contour fermé qui contient € à son intérieur. Mais comme le 
fluide s'écoule autour de C et qu’il n’y a pas de source dans le do- 
maine D, donc NV — 0 et, en intégrant (1), nous avons le développe- 
ment suivant du potentiel complexe au voisinage du point à l'infini: 
: r c_ 

w=f(z)=Vez+c+Lnz-——,,., (2} 
où c est une constante arbitraire. La circulation T doit être donnée: 
c’est la première condition aux limites du problème de l’écoulement, 
Le sens physique de cette condition sera élucidé plus loin (cf. les 
exemples 2) et 3) du n° 49). La deuxième condition aux limites con- 
cerne le contour C. D’après la condition d'écoulement, en tout point 
du contour C, la vitesse du fluide doit être dirigée suivant la tangente 
à C. Autrement dit, le contour C doit coïncider avec une des lignes de 
courant, c'est-à-dire que la condition 


v (x, y) —= const (3) 


doit être satisfaite sur le contour C. 

Démontrons l’unicité de la solution du problème si la vitesse à 
l'infini Vs et la circulation T sont données. Soient f; (z) et f2 (z) les 
potentiels complexes qui correspondent aux deux solutions du pro- 
bième et f(z) = f; (z) — f2 (2). Il est clair que la fonction f (z) est 
uniforme et analytique partout dans D, y compris au point à l'infini. 
Sa partie imaginaire v (z) est constante sur C et harmonique partout 
dans D (y compris au point à l'infini). D’après le théorème d’unicité 
de la solution du problème de Dirichlet, v (z) = const et, par consé- 
quent, jf (z) = const. Ainsi, nos potentiels complexes ne se distin- 
guent que par des termes constants, ce qui n’influe pas sur la réparti- 
tion des vitesses. 

Notons que, dans le cas d’un écoulement sans circulation, T = 0, 
le potentiel complexe w = f (2) réalise une transformation biunivoque 
du domaine D sur l'extérieur d’un certain segment parallèle à l'axe des 
u. En effet, on voit du développement de f (z) au voisinage de l’infini 


w= f(2)= Var + et — 0 
que le terme principal du développement est de la forme V, z, donc, 
la fonction w = f(z) réalise une transformation biunivoque des 
voisinages des points à l'infini dans les plans des z et w (cela découle 
aussi de ce que f (oo) = V, = 0 existe). Puisque f (z) a un pôle 
du premier ordre (à l'infini) dans le domaine D, d’après le principe 
de l’argument (n° 23), pour les a suffisamment grands, nous avons: 

j _ jf’ (2) di 

in (oz | Te = 0 

C 
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où n(a) est le nombre des a-points de f (z} dans le domaine D 
et la courbe C est parcourue dans le sens positif. Or, nr (a) est 
une fonction continue à valeurs entières du point a, donc, elle est 
constante, et 1 — n (a) — 0 pour toutes les valeurs de a que la fonc- 
tion f (z) ne prend pas sur le contour C. Mais comme il découle de la 
condition aux limites (3), l’image du contour C par la transformation 
w = f(z) est un certain segment parallèle à l'axe des w, ce qu’il 
fallait démontrer. : 

Le problème se généralise au cas d’un écoulement autour d’un 
système de contours (polyplans). Dans ce cas, en plus de la vitesse 
à l'infini, il faut se donner les valeurs des circulations autour de 
chaque contour. 

2) Ecoulement dansune bande curviligne. 
Soient données deux courbes C, et C; qui n’ont de commun que leurs 
extrémités qui coïncident avec le point z = et soit D le domaine 
compris entre ces deux courbes. On demande de déterminer dans 
le domaine D un écoulement irrotationnel autour de C, et C; de débit 
donné N, c’est-à-dire l'écoulement de vitesse V à travers une courbe y 
réunissant les courbes Co et C1. 

Soit w — f(z) le potentiel complexe du champ à déterminer. 
La condition d'écoulement autour de C, et de C, se ramène à ce que 
sur ces courbes la fonction v = Im j (z) doit prendre certaines valeurs 
constantes, par exemple: 


( sur C5, ’ 
v(a y)= vy surCi. #7 
D'après la formule (11) du n° 46, le débit 
N= | (Vn°)ds=u— 0, (5) 
Ÿ 


donc, la différence w, — v, est connue. Puisque f (z) n’est déterminée 
qu’à un terme constant près, on peut toujours prendre w = 0, = N. 
Le problème est indéterminé si l’on n’impose pas des conditions 
Complémentaires sur le comportement de f (z) à l'infini. En effet, 
Considérons, par exemple, la bande 0 << y << N, où N est le débit 
donné; alors, la fonction 
t14174 


fn, à (2) =3+heN 


Satisfait à toutes les conditions imposées, car pour tout entier n 
Tnx 


2 = e . . DT T 
et pour tout nombre réel À, sa partie imaginaire y +e N sin 2% 


N 

Prend sur la frontière de la bande des valeurs constantes vo = 0, 
U = N. Pour cette raison, nous supposons encore que : 1) les courbes 
Co et C; ont une courbure une fois continûment différentiable, 
2) lorsque z—+ oo, la largeur de la bande D est bornée ainsi que Les 


17% 
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courbures des courbes Cà et C et les dérivées de ces courbures, 3) on 
ne considère que des écoulements à vitesse bornée à l'infini. 
Démontrons que dans ces conditions, pour un débit NW donné, 
il existe un écoulement irrotationnel unique dans le domaine D 
autour de Co et C1. En effet, soit f (z) le potentiel complexe d’un 
écoulement quelconque qui satisfait aux conditions du problème 
et soit z —  (w) la fonction qui réalise la représentation conforme de la 
bande 0 << Im w<< N sur le domaine D; de plus, @ (+oo)— +oo (*). 
11 est clair que la fonction 
F (uw) = j Lg &)l = U + iv (6) 
est le potentiel complexe d’un écoulement dans la bande 0 < v << N 
autour des droites v — 0, v — N de débit donné W. En vertu de la 


condition d’après laquelle la vitesse à l’infini de l'écoulement consi- 
déré est bornée et du théorème 1 du n° 29 sur la correspondance des 
frontières dans les représentations conformes, la dérivée F”’ (w) —- 
— f' (z) p” (w) est bornée à l'infini. Considérons la fonction 


ue — Im F” (w) harmonique dans la bande 0 << v << N. Il est clair 


qu’elle est nulle sur la frontière de la bande et bornée dans la bande 
fermée 0 <v< N. D'après le principe généralisé de l’extrémum 
(théorème 5, n° 42), on peut conclure que partout dans [a bande 
ôv ; 


Fr = 0 et, par suite, F’ (w) = a est une constante réelle. D'où 


F (w) — aw (nous n’écrivons pas les constantes non essentielles), 
et comme la fonction V (w) — av doit être nulle sur la droite v = 0 
et égale à N sur la droite v = N, donc a = 1; soit enfin F (w) = w. 
I1 vient alors de la formule (6): f [g (w)l — w, c'est-à-dire que 
f (z) doit être la fonction inverse de œ (w). L'unicité de la solution du 
problème est démontrée. 

On a en même temps démontré que le potentiel complexe que nous 
voulions déterminer w — f (z) réalise la transformation conforme et 
biunivoque du domaine D sur la bande 0  v << N avec correspondance 
des points à l'infini: f (+oo) — +oo. 

3) Ecoulement dans un demi-plan curvi- 
ligne. Soit donnée une courbe C sans point multiple, contenant 
le point à l'infini et fermée sur la sphère de la variable complexe; 
par D nous désignons l’un des deux domaines qui ont pour frontière 
la courbe C. On demande de déterminer, dans le domaine D, un 
écoulement autour de la courbe C, dont la grandeur de la vitesse à 
l'infini est [Ve |. 

Si on suppose de plus que € a une courbure continûment diffé- 
rentiable en tous ses points, y Compris au point à l'infini, et si l’on 


(*) Le point z — est un point double de la frontière du domaine D ; 
l'un de ces points est noté — et l’autre +. De plus, il importe seulement 
que lorsqu'on parcourt la frontière du domaine D, ces points soient disposés de la 
même manière que dans le cas d’une bande rectiligne horizontale. 
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ne considère que des écoulements à vitesses bornées, alors l’unicité 
de la solution se démontre de la même manière que dans le problème 
précédent (seulement, il faut remplacer la bande par un demi-plan). 
Le potentiel complexe à déterminer w = f (z) réalise la représen- 
tation conforme du domaine D sur le demi-plan supérieur avec les con- 
ditions f (0) = ©, |f (oo) | = |V, |. 
Comme exemple, indiquons les chan- 
gements qu’il faut apporter dans les 
problèmes 1)-3) lorsqu'on considère des 
champs électrostatiques. Partout, le 
«contour autour duquel il y a écoule- 
ment » est remplacé par Le «conducteur » 
(plus précisément, par la trace du cy- 
lindre conducteur perpendiculaire au plan 
des z), la « vitesse » par l’« intensité », FIG. 114 
la «fonction de courant » par le « po- 
tentiel », la «fonction potentiel » par la « fonction de forces», le « dé- 


bit» par la «différence de potentiel», etc. Dans le problème 1) la circula- 
{ 


tion donnée est remplacée par la charge totale e — > \r (z) dz — 


C 


+ _ également donnée (cf. formule (21) du n° 47), donc dans la 


formule (1), c_1 = —2ei et le terme en logarithme dans la formule (2) 
prend la forme 2ei Ln - (comparer avec la formule (23) du n° 47). 


Pour terminer, donnons deux exemples un peu plus compliqués 
de problèmes aux limites. 

4) Problèmes de chocs. La plupart de ces problèmes 
sont régis par le schéma suivant. Un récipient À contient un liquide 
au repos ou en mouvement dans lequel sont plongés des corps solides 
By (k = 1, 2, ...,n) (fig. 114 (*)). A l'instant £ — 0, des forces 
d’impulsion agissent sur les corps de sorte que le corps B, acquiert 
instantanément un accroissement de la vitesse V( (choc). On demande 
de déterminer le champ des vitesses d’impulsion V() et la distri- 
bution des pressions d’impulsion PG) dans le liquide à l'instant sui- 
vant. | 

Passons à l’énoncé mathématique du problème, de plus, pour 
plus de simplicité, bornons-nous au cas d’un liquide au repos. Comme 
on le sait, en l’absence de forces d’impulsion massiques le mouvement 
après le choc est irrotationnel, en outre, le potentiel des vitesses 
u (x, y) à l'instant suivant immédiatement le choc satisfait à la con- 

ition 


pu — PO, (7) 


(*) On suppose évidemment que le récipient et les corps sont cylindriques 
et que le mouvement du liquide est plan ; on a représenté sur la fig. 114 la sec- 
tion perpendiculaire aux génératrices des cylindres. 
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où o est la densité du liquide et P() la pression d’impulsion. Dé- 
signons par D le domaine occupé par le liquide, par C sa frontière, 
C'est composée des arcs de courbe C, (parois du récipient), C} (surfa- 
ces des corps B,) et C; (portions de la surface libre entre deux arcs 
de courbe successifs C,, C;+1) (fig. 114). Pour le potentiel des vitesses 
u (x, y) nous avons les conditions aux limites suivantes: 

a) Sur les parois C, du récipient 


car, de la condition d’écoulement nous obtenons v (x, y) = const, 
et alors des conditions de Cauchy-Riemann, écrites pour les direc- 
tions s° ét n°, nous avons: 2 = — À = 0, 
ôn ôs 
b) Sur les arcs de courbe C;, points de contacts des corps avec le 
liquide, 
êu 3) 
= (VE, n°), (9) 
où n° est le vecteur unité de la normale intérieure à C;,. Nous sup- 
posons en outre que le liquide ne s'éloigne pas des parois du récipient 
et des corps (cavitation); (9) découle de la relation connue entre 
grad u — VÜ) et la dérivée suivant une direction. On suppose con- 
nues les vitesses d’impulsion des corps B, de sorte que le second mem- 
bre de la formule (9) est une fonction connue. 
c) Sur les arcs de courbe C3 (c’est-à-dire sur la surface libre) 


u (x, y) = 0, (10) 


car la pression sur la surface libre est finie ; donc, PÜ) — 0 et alors 
(10) découle de (7). 

Déterminant u (x, y) dans le domaine D, nous trouvons la réparti- 
tion des vitesses V = grad , tandis que la pression est donnée par la 
formule (7). 

Ce problème aux limites est un cas particulier du problème aux 
limites mixte de la théorie des fonctions harmoniques, dont l’étude 
et la résolution sont faites au n° 55 (cf. également exemple 9) du 
n° 49). 

5) Ecoulement avec décollement. C’est ainsi 
que l’on appelle un écoulement autour d’un corps tel que l’une des 
lignes de courant réunit le point à l'infini à un point B de ce corps 
en lequel elle se décompose en deux branches dont chacune suit le 
corps jusqu'aux points C;, et C>, puis s’en détache pour s'éloigner à 
nouveau vers l'infini (fig. 115). On suppose en outre que les jets 
libres C4: et C>A2 séparent la zone de mouvement 7 de la zone de 
repos {1 de manière que le long de ces jets les vitesses accusent des 
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discontinuités (*). Dans la zone 7, le mouvement est supposé irro- 
tationnel ; dans la zone de repos 77, la vitesse est partout nulle, donc 
la pression est constante (cf. la formule de Bernoulli-Euler (4) du 
n° 47), et les jets C141 et C>A2 peuvent être considérés comme la 
frontière libre d’un fluide. Nous avons donc le problème aux 
limites suivant: 

a) sur la portion CBC: 
du corps (dont la longueur 
est inconnue) il y a écoule- 
ment, c'est-à-dire 


À 


[A 


v (x, y) = const: (11) 


b) surlesjetslibres C,4: 
et C:42 (dont les formes sont 
inconnues) la valeur de la 4 
vitesse est constante: 


IVI= [Val (121 


cela découle de la formule de Bernoulli-Euler, en vertu de la cons- 
tance de la pression dans la zone de repos. 

Les méthodes de résolution de ce problème aux limites sont 
données au n° 65. 

Dans la suite, nous rencontrerons plus d’une fois les problèmes 
aux limites des différents types. 

49. Exemples. Applications. 1) Formule de Joukovski. 
Au numéro 47 nous avons établi la formule de Tchaplyguine de la 
portance d’un profil investigpar un fluide en mouvement: 


P—X—ir ={ | f (2)lidz. (1) 
(4 


FIG. 115 


Tenant compte du développement à l'infini de la dérivée du potentiel 
complexe dans le problème d'écoulement autour d’une courbe 
fermée, obtenu au n° 48: 

T 1 


F=Vo+sste.. 
et appliquant le théorème des résidus à l'intégrale (1), nous trouvons: 


P — Le2ni. Te = pl Ve. 


U 


Passant aux quantités conjuguées complexes, nous obtenons ile 
théorème connu de Joukovski (1904)s 


me 

(*) Ce schéma reflète, dans une certaine;mesure, la discontinuité pratique- 
ment observée des vitesses en amont d’un corps en mouvement dans les fluides 
réels ; cependant, dans les fluides réels la zone 7/7 n’est pas la zone de repos, 
mais la zone de mouvement tourbillonnaïirejet ne s'étend pas vers l’infini. 
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c'est-à-dire que la portance qui agit sur le contour investi par un fluide 
en mouvement est en grandeur égale au produit de la circulation, de la 
densité et de la valeur de la vitesse à l’infini, et sa direction subit une 
rotation par rapport à Vs d'un angle droit, et cela dans le sens opposé 
à celui de la circulation (pour l' > 0 dans le sens négatif; pour 
l'< 0 dans le sens positif). 

2) Ecoulement autour d'un cylindre cir- 
culaire. Déterminons d’abord l'écoulement sans circulation 
autour de la circonférence | z [| — À avec une vitesse à l'infini 
donnée Vs — v%ei®. D’après ce que nous avons démontré (n° 48), 
le potentiel complexe de cet écoulement réalise la représentation 
conforme de l'extérieur du cercle sur l'extérieur d'un segment de 
l'axe réel. Cette transformation est donnée par la fonction de Joukovski 

z R 
k 
À 
à la place de Vs = ve, Donc, pour obtenir le potentiel complexe 
de l’écoulement de vitesse à l’infini donnée, nous remplaçons z dans 
la dernière formule par ze et nous posons 4 — Re, ; nous obtenons : 


= Vs Re, (3) 


Superposant un écoulement de circulation — Ln z autour de la 


circonférence | z { — À sur l'écoulement sans circulation qui vient 
d’être obtenu, nous trouvons la de du rs 


w = f() = Vas + Ver + L n z. (4) 


où X est une constante réelle. Mais pour cette fonction w’ (00) — 


Les points critiques du courant, c’est-à-dire les points en lesquels 
la vitesse d'écoulement est nulle (cf. n° 47), sont donnés par l’équa- 
tion 


2 3 — 6202 —( 
ii 2HiV> | 
d’où 
Zcrit = L - — T3) 
Le &TV 
Il en découle que pour [T|<4nv<hR nous avons |Zexrit| — 
4 mn 
a. V1672v4R?, et les deux points critiques se trouvent sur 
oo 


la circonférence | z | = À, pour | l | > 4nveR nous avons | zrit | = 
= _—_ IT + VT2— 16721? R? 1 R, et, comme le produit des 


modules des racines de l’équation du deuxième degré est égal à R?, 
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un des points se trouve dans le cercle | z [<< R et l’autre à son 
extérieur. 

Considérons en détail le premier cas. Prenant sur la circonférence 
,= Reiv, nous avons 
Ti 
2nR 


1 fu (e-58— eito-20r) TE ee | 2 


= | 20 sin er |, (5) 


d'où, en prenant Ÿ — O pour plus de simplicité, nous obtenons la 
relation suivante pour les points cri- 
tiques : 


È r 
Qi RME RS , Po — I — Pr. (6) 


Au point Reï®2, la ligne de courant 
de l'écoulement se décompose en deux 
branches: l’une contourne l'arc de 
circonférence supérieur, l’autre l'arc 
de circonférence inférieur. Au point 
Reïi®i, les deux lignes se réunissent 
(fig. 116a). Le premier point est 
appelé point de ramification et le 
second point de fuite du courant. 


Pour un écoulement sans circula- 
tion, les points critiques coïincident 
avec + À. La circulation a tendance o 
à rapprocher ces points: lorsque l 
croît, ces deux points se rapprochent 


et pour L = 4xveR ils se confondent 

(fig. 116b). L'augmentation ultérieure FIG. 116 

de T'conduit à la formation de lignes 

fermées de courant (fig. 116c): nous avons alors le deuxième cas. 
Si la vitesse à l'infini a un argument , alors l’image de l’écoule- 

ment subit une rotation. En particulier, la formule (6) pour les 

Points de fuite prend la forme: 


L = 4nRv, sin (ps — à). (7) 
. Notons que dans notre problème on peut se donner le point de 
fuite du courant Reï®: à la place de la circulation l', car ils sont 


reliés entre eux par la formule simple (7). La valeur de la portance, 
dans le théorème de Joukovski, s'exprime à l’aide du point de fuite: 


[PI = 4rpRve | sin (gi — Ÿ) | (8) 
et la vitesse d'écoulement (comparer à la formule (5)): 
[VI = 20% | sin (p — 8) — sin (ps — 8) |. (9) 
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3) Ecoulement autour d'un profil quel. 
conque. Condition de Tchaplyguine. Soient 
donnés un profil arbitraire limité par une courbe fermée C et Ja 
fonction 


= g(z), g(o) = ©, g'(œ)=1 (10) 


qui réalise la représentation conforme de l’extérieur de € sur l’exté. 
rieur du cercle | Ë | >> À. Il est alors clair que le potentiel complexe 
de l’écoulement autour du profil, si le point de fuite z, et la vitesse 
à l'infini sont donnés, est la fonction 
1VLR2 FT 

w = Vog|(z) + 0) l'on Ln g (2), [(11) 
où À est complètement déterminé par les conditions (10) et F est 
donnée, d’après la formule (7), par l’image &, — ei®i du point de 
fuite du courant. 

Supposons qu’il y a écoulement autour d’un cylindre possédant 
un bord effilé de sorte que le profil € a un point anguleux z, dont 
les tangentes forment un angle œn (0 < &œ << 1). Il découle alors 
du comportement de la transformation conforme aux points anguleux 
(cf. n° 37) dans le voisinage de ce point 


1 
E=g()z A(z— 20)? + (12) 
et donc la dérivée 
“à L _a=i 
LE iBKr— a) (13 


devient infinie (*) au point z, (À et B sont des constantes non nulles, 
o — & (o)). 

Tchaplyguine a proposé d'admettre que dans l'écoulement autour 
d'un profil avec un point anguleux 25, le point de fuite du courant 
se déplace en ce point sous l’action de la viscosité et des formations 
tourbillonnaires (condition de Tchaplyguine). Alors, d’après l'exemple 


précédent, au point Lo — £g (20) la dérivée _ de la transformation 


(4) (nous avons remplacé z par €) a un zéro du premier ordre, c’est-à- 
dire que nous avons dans le voisinage du point z,: 


if 
sd 2 — af 
© CE—b)=D (2-2) (14) 
{nous avons tenu compte de l’expression (12); C et D sont des cons- 
tantes). 


(*) Rigoureusement parlant, dans les formules (12) et (13), il peut encore 
no de facteurs contenant des logarithmes qui ne changent pas la conclusion 
(cf. p. 173). 
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Tenant compte des formules (13) et (14), nous obtenons qu’au 
voisinage de Zo 
œ 
dw __ dw dé | 2-a 
He dd > PD (z— 2) L 
c'est-à-dire que de la condition de Tchaplyguine il découle que sur 
Le bord effilé du profil la vitesse est bornée. 
Pour les contours à un bord effilé, la condition de Tchaplyguine 
détermine d’une manière unique la valeur de la circulation (com- 
arer à la formule (7)). 


4) Ecoulement autour CTOTTR 
des profils Joukov- 1772 
Z 


ski. Nous avons démontré 


{n° 34, exemple 1) que la fonction 
o—=z+Vz— a (15) 


transforme l'extérieur du profil 
Joukovski de paramètres a, het d FIG. 117 
sur l'extérieur du cercle C’ de 


@> 
ù è Ti , ñ 
centre au point @9 — ik — de 2? ,où 7 —arctg—, et de rayon 


Ro = Va? + h? + d (fig. 117 et 63). La dérivée de la fonction (15) 
à l'infini est égale à 2, par conséquent, la fonction Ë = g(z) pour 
le profil Joukovski a la forme: 


= + (0— 0) =+ (1 0+ V2), 


et le rayon de la circonférence sur laquelle est transformé le profil 
est égal à 
R 1 EEE 
R= = (Va ++ ad). 


. Les portant dans (11), nous obtenons le potentiel complexe de 
l'écoulement autour du profil Joukovski. 
On voit de la fig. 62 que l’argument de l’image du point anguleux 
it 
du profil dans le plan des 6 est égal à — + (£1 = Re ?), de sorte 


que, d’après la condition de Tchaplyguine et la formule (7), la cir- 
Culation est 


D = — 2m (Va+ + d)sin (0++), (16) 


et alors, d’après le théorème de Joukovski, la valeur de la portance 
est 


[P|= 2npui (Va A+ d) sin (8++). (47) 
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5) Champ électrostatique au Voisitaps,s 
des bords d'un condensateur plan. Si pow 
l’étude d’un champ à l’intérieur d'un condensateur plan ce cham 
est pratiquement supposé uniforme, par contre, au voisinage de 
extrémités l’uniformité du champ est enfreinte d’une manièm 
essentielle et un calcul spécial est nécessaire. Lorsqu'on considère 
le champ au voisinage d'une 
des extrémités du condensa 
teur, nous négligeons, pour plus 
de simplicité, l'influence de 
la deuxième extrémité et nous 
représentons le condensateur 
sous la forme de deux demi- 
plans superposés. Soient 2h la 
distance entre ces deux demi- 
plans et + V leurs potentiels. 

Le problème se ramène au 
calcul d’un champ plan del’ex- 
térieur de deux demi-droites 
parallèles (traces des armatures 
du condensateur dans le plan 
perpendiculaire aux bords des 
armatures), c’est-à-dire au 
problème aux limites 2) du 
n° 48. Le potentiel complexe w — f (z) réalise la transformation 


FIG. 118 


du domaine du champ sur la bande — V Im v< V avec 
correspondance des points f (4) = — co, f(C) — co. La transforma- 
tion inverse a été obtenue dans l'exemple 3 du n° 39: 
re 
2=— ("+5 w) (18) 


(cf. la formule (13); nous y avons interverti les rôles de z et de w, 
réalisé une homothétie de la bande et négligé les termes constants 
non essentiels). 

Nous avons représenté sur la fig. 118 les lignes équipotentielles 
et les lignes de force du champ; leurs équations paramétriques 
s’obtiennent respectivement pour v — const ou u — const des rela- 
tions obtenues en séparant les parties réelles et imaginaires dans 
la formule (18): 

T . TT 

z= À (ev “cos Fv+r u) ; y=+ (e7 “singv+qv) (19) 
(nous posons z—zx<+iy, w—u+-iv). D'après la formule (20) du 
n° 47, l'intensité du champ est : 


ER) (20} 
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A l'intérieur du condensateur, c’est-à-dire pour les z voisins du 
point À, west voisin de — ©, donc, l’intensilé du champ E & 
= —i- est voisine de l'intensité du champ uniforme. Lorsqu'on: 
s'approche des bords du condensateur, w — + Vi, donc l'intensité 
du champ croît indéfiniment. 

Suivons la variation de la valeur de l'intensité du champ | E | — 


= F | le long des lignes équipotentielles. Etant donné que la 


dérivée d’une fonction analytique ne dépend pas de la direction 
suivant laquelle on calcule cette dérivée, on peut donc la calculer 
suivant la direction de la ligne de force u — const. Alors | dw | — 
= |du |, | dz | — ds, où ds, la différentielle de l’arc de ligne de 
force, est obtenue des formules (19) pour uw == const: 


2n a 
ds= ÿ (dr + Gp = + V2 cos Tu+1 dv 
et, par suite, 


du 4 
Lors 


= 
ë Ras Re à À 
eV 42e cos 7 v+1 


Pour calculer le maximum de |E | sur la ligne équipotentielle, 
il suffit de déterminer Le minimum, par rapport à w pour v fixe, 
de l’expression qui se trouve sous la racine. La condition nécessaire 


(21) 


ELA 
Le ET IT û , Q £ = F 
d’extrémum eŸ + cos Tr= 0 (qui s'obtient en égalant à zéro la 


dérivée par rapport à u) n’est à fortiori pas satisfaite lorsque le 
: PU ; ET 7 L4 

cosinus est positif, c'est-à-dire pour _ FA <+ ou [v|< HE 

Sur de telles lignes, l'intensité du champ |E | varie d'une manière 


c ; ne LA 
monotone sans avoir de maximum ni de minimum. Pour v = + UE 
le maximum de 

V 1 
[El == — 
ev +-1 
est atteint pour w — —o, c’est-à-dire sur l'extrémité de gauche 


u condensateur. Si on construit un condensateur dont les armatures 
& FRE : V : 
Ont la forme des lignes équipotentielles v — >: (*) (les traits 
TR ————— 
(*) Nous avons pour ces lignes à partir des formules (19): x = — u, 

h [ À a h  h +x 
Y= LU V PRPITÉ Si PODRE PRE 1 
+ (e + }: d'où y +(sise }. 
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gras sur la fig. 118), alors, pour un pareil condensateur, l'intensitg 
du champ décroît lorsqu'on s'approche des bords, mais ne Croît 
pas indéfiniment comme dans le cas d’un condensateur plan. (, 
‘condensateur est appelé condensateur de Rogowski. 

6) Champ magnétique dans une machins 
électrique. Considérons le champ magnétique dans l’espace 
compris entre le rotor et le stator au voisinage de la rainure du rot 
d’une machine. Les rayons et la largeur 
du stator et du rotor sont supposés suf. 
fisamment grands pour que le champ 
diffère peu d’un champ plan (on a repré. 
senté sur la fig. 119a la section de la ma- 
chine par un plan perpendiculaire à l'axe 
de rotation). Nous désignons par 2H la 
largeur de la rainure du rotor; étant 
donné que, en pratique, une très petite 
partie des lignes de force qui pénètrent 
dans la rainure atteignent sa base, on 
peut supposer que la profondeur de cette 
rainure est infiniment grande. Nous dési- 
gnons par À la distance entre le stator et le 

FIG. 419 rotor; négligeant l'influence des autres 
rainures, nous supposons que cet espace 
représente une bande infinie. Après les 

simplifications que nous venons d'introduire, le domaine du 
champ qui nous intéresse a la forme du pentagone représenté sur 
la fig. 1195. Nous supposons que le potentiel de la trace de la fron- 
tière du rotor 4A14645:4,4 3 est V et celui de la trace de la frontière 
du stator 4,443 est nul. (On suppose que la perméabilité magnéti- 
que du fer est infiniment grande.) 

Le problème est du type problème aux limites 2) du n° 48 et se 
ramène à la transformation conforme w = f (z) du domaine du champ 
sur la bande 0 << Imw<V, f(4;)= — 00, f (A3) = ©. Nous avons 
calculé (n° 39) la transformation du demi-plan supérieur sur le 
domaine du champ: 


2i ho à (D) ‘ 
220) + (hante + Harth— (22) 
2 2 
où a? — LE , de plus le segment (—1, 1) de l’axe réel du plan 


des © a pour image la droite A:4,4: et la partie restante de l’axe 
a pour image 4:4,4,464A: (cf. n° 39, formule (23); nous avons 
changé la notation des variables). Ayant recours à une transforma- 
tion auxiliaire du demi-plan des © sur la bande 0°<< 1m w << V 
avec la correspondance voulue des frontières : 


Den ae arth ©, (23) 


TT 1—@ x 
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et en éliminant & entre (22) et (23), nous obtenons la fonction inverse 
du potentiel complexe que nous voulions déterminer. 

Déterminons la valeur du vecteur induction magnétique B qui, 
dans notre Cas, coïncide avec H 


duo 
dw |__| dw | 2V 1 1 
B1=|< ds | sn 2H | Vars 
do 1 or 
y 1 
= — ——  — 24 
EfVe-st 


pour calculer les dérivées, nous avons tenu compte des expressions 
(23) et (22)). 

Pour la caractéristique de la machine, il est important de con- 
naître le degré de pulsation du flux, 


magnétique, c’est-à-dire le rapport de RE ue 


l'induction minimale sur le stator à l’in- — RS 


duction maximale. Grâce à des considéra- 

tions physiques, il est clair que l’induc- Az f A4 

tion minimale Bain est obtenue en regard A;Y NS > 45 
de La rainure du rotor, c’est-à-dire au point 

A», et l'induction maximale Bmx en re- FEGE 420 
gard du milieu de la saillie, c’est-à-dire 
au point 41. Puisque le point 4, correspond à © = 0 et le point 4: 


au point © — —1, le rapport en question est (*) 
Bmm Va 25 
Bmax a s VA TR Ge 


7) Ecoulement plan autour d’un segment 
de droite incliné (0, heist), de profondeur infinie et 
de vitesse à l'infini v. (fig. 120). Ce problème est du type problème 
aux limites 3) du n° 48 et se ramène à la transformation conforme 
du domaine du courant sur le demi-plan supérieur. La transformation 
Mverse a été obtenue au n° 39 

z = 2{(w) = h (w — 1)4fw + 1} 0, (26) 
où $ — 1 — (cf. la formule (10) du n° 39; nous avons interverti les 
tôles de z et de w et nous avons fait subir une dilatation au plan 
des z pour obtenir un segment de droite de longueur k). Il est clair 
———— 


.(*) On peut également obtenir ce résultat à l’aide de considérations mathé- 
petiques. La frontière du stator 414243 a pour image le segment (—1, 1) de 
axe réel dans le plan des w et on voit alors de (24) que 
LA L4 1 
Pom Boat + 
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que Z (00) = co, mais la dérivée à l'infini est égale à: 
dz L Bw+1\1-œ w—Ai ia .: 
= |(#7) + (5) Le 


do 
ah k À 
nr (1 +8) TT y 
Remplaçant w par + dans la formule (26), nous obtenons la fonction 


Lee] 
inverse du potentiel complexe, car sa dérivée à l'infini est égale 


y à , ce qu'il fallait démontrer. On à 


œ 
représenté sur la fig. 120 les lignes de cou- 
rant. Notons que, comme on le voit de l'ex. 


: El et 00 : 
pression de la dérivée la vitesse du flui- 


de [V | — | Fe | devient infinie au point 

A3 qui correspond au point w — O(*) et 

s’annule aux points A: et À; qui corres- 
à 1 

pondent à w = ——> et w = 1. 


£° 
8) Distribution de la tempé- 

FIG. 121 rature dans un canal dont le 
fond se trouve maintenu à une tempéra- 

ture £° et les parois à une température 0° ; il y a du matériau calorifuge 
entre les parois et le fond. La section du canal par un plan perpendi- 
culaire au fond est représentée sur la fig. 121. Le problème se ramène 
au problème généralisé de Dirichlet pour une demi-bande. Trans- 
formons d’abord cette demi-bande sur le demi-plan supérieur à l’aide 


de la fonction € — sin À ; le fond BC a pour image le segment 


(—1, 1) et les parois les demi-droites (—oo, —1}), (1, oo). Il ne 
reste qu'à avoir recours à la formule (9) du n° 44: 


t t —1 
u(= ii (np) =<aei 
(dans notre cas, n—2, uy—=u=0, w=t, io —=arg (6 +1)) et à 


- . JLZ . UT A Ti L ur HL4 
remplacer & = sin = sin —— ch + icos — sh + . Nous obte- 


be (sin-ch—1)-icos-sh nitre ss 2 cos-sh 
7 ?18 (sin-ch+1)+icos-sh x 8 Sin2-ch? 1 Lcost.sh? 


(*) En outre, il faut remarquer que si l’on suppose que peur w —+ 0 la 


5 PA | À w — y 
fraction 1 + —1 — ei , alors la seconde fraction —=—— et; 
w—1 Bu +1 


donc, _ RS lorsque w — 0. 
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nous nous sommes débarrassés de la quantité complexe du dénomi- 
pateur; pour plus de simplicité, nous n'écrivons pas les arguments 
des fonctions trigonométriques et hyperboliques). Après avoir 
remplacé au dénominateur ch? par 1 + sh?, nous le mettons sous 


forme sh? — cos?; si l’on pose arct Lee &, on à alors 
la to ? P £ sh2—cos H 

2 cos? 
Te — cos &, donc 


ue. 1—cos a __ cos 
835 — 4Lcosæ sh ? 


et la formule de la température prend la forme 


cos En 
2t 2t 
UD) == arctg 


PRE (27) 
a 


Utilisant l'intégrale de Schwarz pour le demi-plan, on peut aussi 
déterminer le potentiel complexe du flux de chaleur. 

9) Choc d’une plaque contre l’eau. Pour ter- 
miner donnons un exemple très simple de problème de choc. Sup- 
posons qu'un liquide remplisse le 
demi-espace inférieur et qu'un corps 
solide, une plaque plane qui a la forme 
d’une bande de largeur 2a, est tangent 
à l'instant du choc { — 0 à la surface 
libre et acquiert instantanément une 
vitesse V, dirigée verticalement vers : 
le bas (fig. 122). Soit (—a, a) la trace FIG. 122 
de la plaque dans le plan perpendi- 
culaire à-ses arêtes et soit f (z) — u (z) + iv (z) le potentiel complexe 
du champ plan qui décrit la vitesse du liquide après le choc. 

Les conditions aux limites du problème s’énoncent de la manière 
suivante: nous avons sur le segment (—a, a): 


a 
nl (28) 


sur la partie restante de l’axe des x qui correspond à la surface 
ibre 


u = 0. (29) 
D'après le principe de symétrie, nous prolongeons la fonction harmo- 
nique uw dans le demi-plan supérieur à travers les demi-droites 
(— oo, —a) et (a, æ) (ceci est possible grâce à la condition (29), 
Cf. n° 42); au lieu de (28) nous obtenons alors sur le bord supérieur 
la condition Le — V;. Ainsi, le problème est ramené au problème 


de Neumann du n° 44: déterminer une fonction u (z) harmonique 
dans l'extérieur du segment (—a, a), qui satisfait à la condition 
18—0149 
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de êu ô PR: 5 os 
aux limites = = V, ( est la dérivée suivant la normale intérieure 


au domaine). 

Pour résoudre ce problème, nous utilisons la représentation 
conforme de l'extérieur du segment (—a, a) sur l'extérieur du cercle 
unité du plan des Ê = Ë + in: 


2-4 (t+s). (30) 


La condition aux limites se transforme de la manière suivante: 


Ou __ Ou | dz | a _2ip | — 
male raie 

= DE VTT — cos 2q) + sin 2p= — Via sin 4, 
oùp = [Cet p — arg Ë (on a le signe moins puisque sur la demi- 


circonférence inférieure, où t << @ << 27, on doit avoir _ > 0). 


D'après les conditions de Cauchy-Riemann en coordonnées polaires 
(cf. n° 5), nous obtenons F2 —V, a sin @ sur la circonfé- 
rence p = À, donc v = Via cos @ = V,a Re ©. Ainsi, nous trouvons 
le potentiel complexe dans le plan des 6 : w = iVs aë. Portant 
l'expression de Ë en fonction de z tirée de (30), nous obtenons le 
potentiel complexe cherché dans le plan des 2: 


f (2) = iVo {2 — VA — à}. (31) 


Nous trouvons, à l’aide de la formule (7) du n° 48, la pression 
d’impulsion en un point arbitraire x du segment (—a, 1) 


PO = p Ref(z) = pVVe — +; (32) 


à l'instant qui suit le choc, les vitesses des particules sur la surface 
libre sont normales à cette surface et égales en grandeur: 


êu z à 
an ur (35) 
La formule (32) permet de résoudre le problème suivant: un corps 
de masse m en chute libre tombe sur l’eau suivant une bande plane 
de largeur 2a; déterminer la vitesse V; du corps après le choc si la 
vitesse avant le choc est V,. D’après la formule (32), à l'instant 
du choc la force d’impulsion 


V = 


a 
P=pV, | Va À dr = npV,0? (34) 
—a 


git sur le corps. 
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D'autre part, d’après le théorème de la quantité de mouvement 
p = m(Vi — V2) et en comparant cette expression avec la relation 
ci-dessus, nous trouvons: 
y 
es (35) 


pa? 


m+— 


V, est aussi une vitesse que le corps acquiert lors d’un choc non élasti- 
pa? . HPa? : Ë 

que contre un corps de masse PR Aussi —5- est appelé masse virtuelle 

de la plaque qui tombe sur le liquide. 

D'autres exemples de résolution de problèmes pratiques sont 
donnés dans le $ 4 de ce chapitre. 

50. Problème plan de la théorie de l'élasticité. Les applications 
de la théorie des fonctions de la variable complexe au problème 
plan de la théorie de l’élasticité 
constituent un groupe de pro- 
blèmes à part. Parlons brièvement 
de leurs fondements. Le lecteur 
trouvera les détails dans l’excel- 
lent livre de N. Muskhelishvili 
[101]. 

On applique le problème plan 
de la théorie de l’élasticité dans 
deux cas suivants: a) la surface 
latérale d’un cylindre long est FIG. 123 
soumise à des contraintes; en 
outre ces contraintes sont situées dans des plans perpendiculaires aux 
génératrices du cylindre et elles sont les mêmes dans tous les plans 
(fig. 123a); b) une plaque fine est soumise à des contraintes ap- 
pliquées sur son périmètre et qui se trouvent dans le plan de la 
plaque (fig. 123b). Dans les deux cas, le problème est décrit par 
l’état plan de contraintes. Etudions plus en détail ces problèmes. 

Dans le problème général de la théorie de l’élasticité on considère 
des forces de deux espèces: les forces massiques qui sollicitent des 
éléments de volume ou de masse des corps (la force de pesanteur) 
et les forces surfaciques qui agissent sur la surface des éléments qu'on 
isole en pensée dans le corps (la pression). Dans le problème plan, 
à ces cas correspondent des forces massiques qui agissent sur des 
aires élémentaires et des forces linéiques qui agissent sur la frontière 
des éléments. 

. Nous supposons que les forces massiques sont absentes. La force 
linéique qui agit sur l'élément ds et que nous désignons par Fds, 
Où F, la force rapportée à l'unité de longueur, est appelée contrainte. 

a contrainte F en un point donné dépend de la direction de l’élé- 

ment (elle a un caractère tensoriel). En particulier, les contraintes 


18* 


b) 
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rapportées aux éléments perpendiculaires aux axes des x et des 
y sont respectivement notées F, et F,. Les quantités F, et F, sont des 
grandeurs vectorielles ; adoptons, pour désigner leurs composantes, 
les notations X,, Ÿ, et X,, Ÿ,, de sorte que 


FX + 


en outre, X. et Ÿ, sont appelées contraintes normales et Y, et X, 
contraintes tangentielles. Dans le problème plan, les composantes 
de la contrainte sont des fonctions de deux variables réelles x et y. 
On démontre que la contrainte F, — X, + iŸ,, rapportée à un 
élément dont la normale n fait un angle a avec l'axe des x, s'exprime 
en fonction des contraintes (1) à l'aide de la formule 


F, = F, cos &« + F, sin « (2) 
(cf. [10], p. 23). 
Dans la théorie de l’élasticité, on établit les équations d'équilibre 
suivantes qui donnent des relations entre les composantes de la 
contrainte : 


CORP DO RE Ale 
0x Ds dy a ôx + RS () 
et on démontre aussi que 
Tnt de (4) 


(cf. [10], p. 13). 

Sous l’action de forces élastiques, un corps subit des déformations, 
c’est-à-dire que les distances entre les points du corps varient. Nous 
désignons par 

x" = fs (x, y), y* = f2 (x, y) 


les nouvelles (après déformation) coordonnées d’un point (x, y) 
du corps, et les différences 


u—=i* — zx, v=y* — y (5) 


sont appelées composantes du déplacement. Les composantes du dépla- 

cement dans le problème plan sont des fonctions de deux variables 

réelles x, y. Nous supposons dans la suite que les composantes du dépla- 

cement ainsi que leurs dérivées par rapport à x et à y sont si petites que 

leurs produits et leurs carrés peuvent être négligés (petites déformations). 
Puis, les quantités 


êu ôv 4 [ dv ôu 
Exx — TT ? Eu Sy ? exy= 7 | ) 


de 0 2 (6) 
sont appelées composantes de la déformation ; la quantité 


Q G] 
0 Enr + Ep = Ge FE (7) 


FA 
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est la dilatation surfacique pendant la déformation (cf. [01], 
. 40-41]. D'après la loi fondamentale de la théorie de l’élasticité 
(loi de Hooke), les composantes de la contrainte sont des fonctions 
linéaires homogènes des composantes de la déformation. 
Pour un corps isotrope (*) (nous ne considérons que de tels corps), 
cette dépendance est de la forme 


Xx— 0 + 2uezx, Yy=A0+2ue,,, | 
X,=Y;=2pe.;;: 


où à et u sont des coefficients non négatifs constants (cf. [10], p. 59). 
Les formules (3) et (8) constituent les équations fondamentales du 
problème plan de la théorie de l'élasticité. Elles forment un système 
de cinq équations aux dérivées partielles du premier ordre par rapport 
aux cinq fonctions inconnues X,, Y,, X,, u et v de deux variables 
indépendantes x et y (**). 

Il est facile d'obtenir de ce système des équations qui ne contien- 
nent que les composantes du déplacement. Il suffit pour cela de 
porter les expressions (8) qui donnent X,, Y, et X, dans les équations 
(3); tenant compte de (6) et de (7), nous obtenons alors un système 
de deux équations du deuxième ordre par rapport aux deux incon- 
nues u et v: 


: (e] 
Qu) +udu=0, (Rp) À +nAv—0, (9) 


où À est l’opérateur de Laplace. Une fois que le système (9) est résolu, 
on détermine les contraintes par dérivation d’après les formules (8). 

Il est aussi facile d'obtenir des équations qui ne contiennent 
que les composantes des contraintes. Pour cela dérivons la première 
équation (9) par rapport à x et la seconde par rapport à y et addition- 
nons les équations ainsi obtenues. Tenant compte de l’expression (7), 
nous trouvons (4 — u) A8 + AG — O0, d’où 


AG — 0. 


Remarquons que des deux premières équations (8) et de la formule (7) 
découle la relation 


(8) 


1 
= me Ne + Vus, (10) 


(*) C'est-à-dire un corps dont les propriétés élastiques sont identiques dans 
toutes les directions. 

(**) Dans le cas d’un cylindre long, la composante Z; de la contrainte dépen- 
dant, de même que les autres composantes, de x et y agit encore sur les particules 
du corps. Nous n’incluons pas l'équation qui la contient dans le système fonda- 
mental car elle est égale à Z;, — À8 et peut être déterminée après avoir résolu 
ce système (cf. [10], p. 90). Dans le cas d’une plaque fine, la constante À doit 
être remplacée par la constante \*— TE (cf. [10], p. 96). Ce changement ne mo- 
difie pas le caractère des équations (8) ; c’est la raison pour laquelle nous ne le 
mentionnons pas dans Je texte. 
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en la portant dans l'équation précédente, nous trouvons: 
A(Xx + Yy) = 0. (11) 


L’équation (11) avec les équations (3) donne précisément le système 
cherché qui ne contient que les composantes des contraintes (trois 
équations à trois fonctions inconnues). | 

Introduisons la fonction dite fonction des contraintes, particu- 
lièrement commode pour décrire La solution d’un problème plan. 
Conformément aux formules (3), les expressions 


—X dr + X,dy = dB, Y, dx — Y, dy — dA (12) 
sont les différentielles de certaines fonctions. L'égalité des contraintes 
tangentielles X, et Y, donne la relation 2 = +de laquelle 


il découle que l'expression 
A dx + Bdy = dU (13) 


est la différentielle totale d’une fonction U (x, y) qui est appelée 
fonction des contraintes. Cette fonction a été introduite en 1862 
par l’astronome anglais Airy. Nous déduisons de (12) et de (13) 
les expressions suivantes des composantes des contraintes en fonc- 
tion de UÙ (x, y): 


0B o2U ôÀ GU a2U 
Hé ea No on an 


On peut aussi exprimer les composantes du déplacement à l’aide 
de la fonction U (x, y). Portant dans les formules (8) les expressions 
(14) de X,, Y, et X,, les expressions (6) de e,,, eyy et exy, ainsi 


que l'expression Jesse AU qui s'obtient en substituant les 
deux premières formules de (14) dans (10), nous avons: 
MR mm A0: | 
Qu Re Dr poly AU, U (15) 
(ta) 


Il vient des deux premières relations (14) que X, + Y, — AU, 
où À est l’opérateur de Laplace; de l'équation (11) on voit mainte- 
nant que la fonction ne ARE U ri di à l'équation 


AAU = RE 2 Er De 0, (16) 


c’est-à-dire, comme il est convenu de dire, la fonction des contraintes 
U est une fonction biharmonique. 
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Nous allons démontrer maintenant que toute fonction biharmoni- 
que peut être représentée à l’aide de fonctions analytiques de la 
variable complexe. D'autre part, puisque les composantes de la 
contrainte et du déplacement s'expriment par une fonction biharmo- 
nique, nous arrivons ainsi à la représentation complexe des solutions 
du problème plan de la théorie de l'élasticité. C'est sur cette repré- 
sentation que sont basées les méthodes d'application des fonctions 
de la variable complexe à la théorie de l’élasticité, méthodes 
développées par G. Kolossov et N. Mouskhélichvili. 

Soit U une fonction biharmonique arbitraire. Il est alors clair 
que AU est une fonction harmonique. Désignons AU par P et soit Q 
la fonction harmonique conjuguée de AU; posons f (z) = P + iQ. 
Toutefois, il est plus commode de considérer la fonction 


1 ; 
pt)=T | f() di=p+ig, (17) 
de sorte que 


Un calcul simple montre que la fonction 


Pa=U—pr—qy 


est harmonique (*). 
Désignons par %(z) une fonction analytique de partie réelle 1, 
il est alors clair que nous avons: 


U= px +qu+ p1= Re{zp(z) +%(2)}. 


Ecrivant cette formule sous une autre forme, nous trouvons la 
représentation complexe cherchée d'une fonction biharmonique : 


U = (Gp+2p+x+%) (19) 


(£. Goursat, 1898). 

Il est utile de trouver pour la suite les représentations des 
dérivées partielles de U. Dérivant (19) par rapport à x et y (nous 
Considérons z et z comme des variables intermédiaires et nous 

a — C = dE à ge 
t _—_p=—p=p et — p——p—— ip 
enons compte de ce que pra our nel à et où () où ip ) ; 

(*) En effet, tenant compte des relations (18) et des conditions de Cauchy- 
Riemann pour la fonction f(z), nous trouvons: A (pr) — A (qy) — ni P, 


donc Ap; = AU — P = 0. 
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nous trouvons : 


U 1 ip ca Sat , A7 
= 5 (+20 +p+zp+x +x), 
oU À up Fe 2 , v' 0) 
= P+2p + p—2p + — 7), 
d’où 
CEE LAN CAL 
Ge te VOTE (z) + (2), (21) 
où l’on a posé #(z)—% (z). Dérivant (20), nous trouvons 
@U a2U 1 Er ’ * 
AU = Er + = 2 (9 +9") —4Re lg’ (2)] (). (22) 


Passons à la représentation complexe des composantes du dépla- 
cement et des contraintes. Remplacons dans les deux premières 


: CLIS GU aU aU : 
formules (15) AU — P, TE — Gi ? ns =P— EP . Puisque 
de (18) nous avons : P=4 5 Le il vient 

x y 
ou a2U ôp dv o2U ôq 
2 am Thor Mo th 


SL 
où £—2 Fe. Intégrant les relations que nous venons d’obtenir, 


nous avons : 
oU C184 
Qu — + kp+ hu), uv —%+kq+ f(x). (23) 


Pour déterminer les fonctions f1(y) et f:(x), nous allons utiliser 
la troisième formule (15). Nous trouvons des formules (23) 


pe EE Of (a): 


comparant cette dernière relation avec l'expression (15), nous 
obtenons // (y)+ f; (x) —0 ou f{(y)= —f; (x). Nous avons à gauche 
une fonction de y et à droite une fonction de x, il s’ensuit donc 
que les deux membres sont égaux à une même constante. Soit & cette 
constante. Nous avons: 


fa (y) = ay +, fax) = —ax + y. 


Il est facile de voir que le déplacement d’un corps conditionné 
par ces termes des formules (23) est un « déplacement rigide », 


(*) Il découle entre autres de l’expression (22) que pour toute fonction U 
qui peut être représentée à l’aide de la formule (19), AU est une fonction har- 
monique, donc U est biharmonique. 
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c'est-à-dire le déplacement du corps en bloc. (En effet, le vecteur 
de ce déplacement f; + if, — —aiz + $ + iy.) En négligeant ces. 
termes dans les formules (23), vu qu'ils n'influent pas sur l’état 
de contraintes du corps, nous obtenons: 

1 C181 . OU k 

En De ir) + VU) 

ou, en utilisant la relation (21), nous trouvons la formule définitive 
de la représentation complexe du déplacement : 


u+iv= — 


: 1 er rat —— 
u + iv = Du {xp (2) — 2p" (2) —V (z)} ; (24} 
iikxk=k— 1 — St. Cette représentation a été obtenue par 


G. Kolossov en 1909. 
Passons à la représentation des contraintes. Des formules (14) 
nous trouvons: 


È aU . OU . à oU . OU 
Fe Lee Ge ag Cat): 25 
pr = 000 ri +) (29) 
Cie ee CEE Ôx 0y 0x2 dx \ 0x dy 


et, tenant compte de (21), nous obtenons : 


F; D X> DL Ye = q” (2) LE p (2) PE 2" (2) NE Ÿ (2) } (26) 
y, = Yy — iXy = pe) + p (2) + zp" (2) + we). 


Additionnant les équations (26) et retranchant la seconde de la 
première, nous déduisons les formules appartenant également à 
Kolossov, qui donnent la représentation complexe des contraintes: 


Xx +Yy=24{p () +9 (G)} = 4Re @} 
Yy— Xa+ 2iX, = 2 {2@" (2) +’ (:)} (27) 


(dans la seconde formule, nous avons pris les quantités conjuguées 
complexes). 

Nous voyons ainsi que les contraintes et le déplacement dans le 
problème plan de la théorie de l'élasticité s'expriment à l’aide de deux 
fonctions analytiques de la variable complexe @ (z) et 1b (2). 

Pour terminer, voyons à quel point la donnée de l’état de con- 
traintes et du déplacement détermine ces fonctions. Pour un état 
de contraintes donné, la fonction @’ (z) est déterminée par la première 
formule (27) à une constante purement imaginaire près, car la partie 
réelle de cette fonction est donnée. IL en découle donc que toutes 
les fonctions qui peuvent avoir à tenir le rôle de la fonction q s'expri- 
ment à l'aide de l’une d’entre elles par la formule 


® (z) + œiz + b, (238) 
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où œi est une constante purement imaginaire et b — f + iy complexe. 
La seconde formule (27) donne alors 4’ (z), et par suite l’ensemble 
des fonctions 4 est décrit par la formule 


Ÿ (2) + bi, (29) 


où bi = 1 + iy1 est une constante complexe. 

Il est clair qu'inversement l’état de contraintes ne change pas 
si l’on remplace q et Ÿ respectivement par @ + œiz + b et 4 + bi. 

Soient données maintenant les composantes du déplacement. 
On voit des formules (6)-(8) qu'alors les composantes de la con- 
trainte sont aussi déterminées. C’est pourquoi il est admis de rempla- 
cer les fonctions @ et seulement à l'aide des formules (28) et (29), 
Mais, comme on le voit de la formule (24), pour ce changement 
u + iv varie de la quantité 


b—b 
nn (30) 


nous n'avons donc qu'un déplacement rigide de tout le corps dont 
nous avons convenu de ne pas tenir compte. 

La formule (30) montre que les déplacements ne sont conservés 
que pour des changements des fonctions @ et # de la forme (28) 
et (29), pour lesquels 


œ = 0, xb — b, = 0. (31) 


Ainsi, pour des déplacements donnés, la constante & est complète- 
ment déterminée et une seule des constantes b et b, peut être donnée 
d'une manière arbitraire. 

51. Problèmes aux limites de la théorie de l'élasticité. Les 
formules (24) et (27) de Kolossov du n° 50 représentent la solution 
générale des équations fondamentales (3) et (8) du problème plan 
de la théorie de l'élasticité (*). Cependant, justement en vertu 
de leur généralité, ces formules ne donnent pas les solutions immédia- 
tes des problèmes pratiquement importants qui conduisent toujours 
à certaines conditions imposées aux valeurs des quantités considérées 
sur la frontière du domaine, c’est-à-dire à des problèmes aux limites. 

Les principaux problèmes aux limites de la théorie plane de 
l’élasticité s’énoncent de la manière suivante: 

Premier problème aux limites (I). Déterminer 
l'équilibre élastique d'un domaine D si les contraintes extérieures X», 
Yh, appliquées à la frontière de ce domaine, sont données. 

Deuxième problème aux limites (II). Déter- 
miner l'équilibre élastique d'un domaine D si les déplacements u et v 
des points de la frontière C de ce domaine sont donnés. 


Bu ++ 60 = HE ai + 


(*) On aurait pu montrer que pour toutes fonctions analytiques œ (z) et 
(2), les fonctions X4+, Yy, Xy et u, v, définies par (27) et (24), satisfont aux 
équations fondamentales (3) et (8). 
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jequel on se donne, sur certaines portions de la frontière, les contrain- 
tes et sur d'autres les déplacements. 
Démontrons l’unicité de la solution des problèmes I et II, en 
considérant, pour plus de simplicité, un domaine D simplement 
connexe et borné. Considérons l'intégrale 


= À (Xnu+Yav) ds, (1) 
€ 


rise le long de la frontière C du domaine D (elle représente le travail 
des forces élastiques sollicitant le contour C). Remplaçant X, et Y, 
selon la formule (2) du n° 50, nous pouvons écrire l'intégrale précé- 
dente sous la forme 


T= | {(Xxu+ Ya) cos a-+(X,u+Yv) sin a} ds. 
C 


Or, d’après la formule d'Ostrogradski dans le cas du plan (*), notre 
intégrale se transforme en une intégrale double étendue au domaine 
D: 


7. à {7 Au + Yo) +7 A+ Yi) } dx dy — 
D 


= ff {ft de) 


dy 
ôu êv ôu ôv 
He ge+A (S+ NV, Se) dd. () 
En vertu des formules (3) du n° 50, les deux premières parenthèses 
de l'intégrale double dans le second membre de (2) sont nulles; 


remplaçant X,, X,, ŸY, par leurs expressions tirées de (8), &, 


ô 
ri Ur FL d'après les formules (6) (n° 50) et tenant compte de 


(7) du même numéro, nous trouvons: 


T= | | (A6? + Qu (ex + 26% + eiy)} dx dy. (3) 
D 


Supposons maintenant que l’on puisse construire dans D deux 
Solutions X%, ..., vw’ et X%, ..., v” d'un problème aux limites I. 
tant donné que les équations fondamentales (3) et (8) du n° 50 
———_—__—_—_—_— 
(*) La formule d'Ostrogradski dans le cas du plan a la forme 


| (P cos a +Q sin a) ds — }] (+ +) dx dy, 
C D 


Où & est l’angle de la normale à C et de l’axe des z. 
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sont linéaires, les différences X, — X, — X% ..., U—=v0 —yr 
sont aussi solution du problème plan de la théorie de l'élasticité. 
de plus, en vertu des conditions aux limites, nous avons X, = Y, = 
— 0 sur C. Donc, l'intégrale (1) et, par suite, (3) sont nulles. Or, La 
fonction à intégrer dans (3) est non négative, donc cette intégrale 
ne peut être nulle que dans le cas où l’on a identiquement 6 — 
= Exx = Exy — Eyy == 0 dans le domaine D. Alors, des formules (8) 
du n° 50 nous concluons que nous avons identiquement ZX, — 
= Y, = X, — 0 dans le domaine D, c'est-à-dire que les états 
de contraintes X,, Y,, X, et X%, Y, Xy coïncident (*). L'unicité 
de la solution du premier problème aux limites est démontrée. 

La démonstration de l’unicité de la solution du problème aux 
limites II se fait d’une manière analogue (**) avec la seule diffé- 
rence que l'intégrale (1) est nulle du fait que les déplacements v et v 
sont nuls sur la courbe C. 

Montrons maintenant comment la solution des problèmes 1 et 1I 
se ramène à la solution de problèmes aux limites de la théorie des 
fonctions analytiques. Puisque d’après ce qui a été démontré (n° 50), 
l'état de contraintes est complètement déterminé par deux fonctions 
analytiques æ (z) et  (z), la solution de nos problèmes doit aussi 
s'exprimer par ces fonctions. Supposons comme précédemment que 
le domaine D soit simplement connexe et notons € sa frontière. 

Dans le problème IT la condition aux limites s'écrit directement 
à l’aide de la formule (24) du n° 50 sous la forme 


np (6) — £p° (6) — p (©) = 2ug (6), (4} 


où x et u sont des coefficients constants et g (£) = u + iv le dépla- 
cement donné sur le contour C. 

Ainsi, la solution du problème II de la théorie plane de l'élasticité 
pour un domaine D se ramène à la détermination dans ce domaine 
de deux fonctions analytiques @ (z) et 1 (z) qui satisfont à la condition 
aux limites (4) sur la frontière C. 

Pour le problème 1, remarquons d'abord que des formules (2) 
et (25) du n° 50 il découle une formule pour le vecteur contraintes 
rapporté à un élément dont la normale fait un angle « avec l'axe 
réel : 


: Q ô ôU . OU 
Fn= —ifcosa sin ü (= +is)= 


dy CHA 
. 8 [êU , , AU 
7 ir (Sri). (5) 


(*) Rappelons que pour les états de contraintes identiques, les déplacements 
u, vne peuvent différer que par un « déplacement rigide » que nous avons convenu 
de négliger (cf. n° 50). 

(#*) Si les déplacements sont donnés sur la frontière, alors le « déplace- 
ment rigide », dont il est question dans le renvoi précédent, disparaît et u, v sont 
complètement déterminés. 
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6] T 9 : TT ô ni, £ ei 
où 3 — COS (a+ +) x + sin (a+ 5) "A est l'opérateur de déri- 
vation suivant la tangente à l'élément. 

Il découle de cette formule que sur le contour C 


OU . OÙ : ( 
tit | Fids+4, (6) 


0 


où s est la longueur d'arc de C, comptée dans le sens positif à partir 
d’un point fixe, et À une constante arbitraire. Dans le problème I, 
es valeurs de F, sont données sur le contour C et, par suite, la 
onction 

S 


i | Fa ds = j (4) = fi (€) + if2 (€) (7) 


0 


est connue. Portant cette dernière dans la relation (6) et tenant 
compte de la formule (21) du n° 50, nous trouvons la condition 
aux limites du problème EI sous la forme 


ei = @ (0) +606 + PO = (0 +4, (8) 


où f (£) est une fonction donnée et À une constante arbitraire. 

Ainsi, la solution du problème 1 de la théorie plane de l'élasticité 
se ramène à la détermination, dans un domaine D, de deux fonctions 
analytiques ® (z) et 1 (z) qui satisfont à la condition aux limites (8) 
sur la frontière C. 


Elucidons la question du nombre des paramètres qui restent libres dans 
les problèmes aux limites considérés. Comme nous l'avons vu à la fin du n° 50, 
quand on se donne les contraintes (problème I), la fonction q est déterminée 
à un terme de la forme iaz + b près et la fonction Ÿ à un terme constant b, 
près (a est réel, b et b, sont complexes), et quand on se donne les déplacements 
(problème II), les fonctions @ et W sont déterminées aux termes constants b 
et b; près qui vérifient la relation xb — b,. 

Il en découle que dans le problème II ces fonctions sont complètement 
déterminées par la donnée de l’une d'elles en un point quelconque du domaine, 
Par exemple par la condition 

p (0) — 0 (9) 


(nous supposons que le point z — 0 appartient à D). Dans le problème I, pour 


Sue : : au : 
des variations admises de @ et , la fonction + ET comme on le voit de 


(8), varie de b + b;,, de sorte que la donnée de la constante À impose une rela- 

10n sur b et b4. Donc, dans le problème I, lorsque la quantité À est donnée, 
Un paramètre complexe et un paramètre réel restent libres et on peut, par exem- 
Ple, se donner les conditions 


Ÿ (0) — Im æ° (0) — 0. (10) 


. Pour terminer, décrivons les changements qu’il faut introduire dans la 
Position des problèmes aux limites dans le cas des domaines non bornés ou 
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multiplement connexes. Soit d’abord D un domaine borné de frontière un con. 
tour fermé C, qui contient à son intérieur les contours €, C2, ..., C,. ti 
est clair des considérations physiques que les contraintes et les déplacements 
sont, dans ce.cas, uniformes, toutefois, les fonctions et 4 peuvent être mul. 
tiformes. Elucidons le caractère de leur multiformité. 

11 découle de la formule de Kolossov X; + Y, — 4Re (2) que Re ® (2) 
est uniforme, mais Im @q’ (z), lorsqu'on parcourt un contour fermé autour de 
chaque courbe intérieure Cx dans le sens positif, peut accuser un accroisse. 
ment que nous désignons par 2rax (cf. n° 41). 11 en découle que la fonction 
p'(z) accuse un accroissement de 2nia, et, par suite, la fonction 


n 
p'G@)— Y axln(—zx)=@() (11) 
A=1 
où z, est un point intérieur au contour C;, est uniforme dans D. L'intégrale 


[5 (z) dz dans le domaine D peut être aussi une fonction multiforme, de plus, 


20 
cette multiformité est engendrée par des termes de la forme b, Ln (2 — +). 
Ainsi, intégrant la relation (11), nous obtenons que 


œ (2) = > agz Ln (z— 28) + > bg Ln (2— 23)+ p* (2), (12) 
k=1 R=1 


où p*(z) est une fonction uniforme dans D, a, sont des constantes réelles et b, 
des constantes complexes. 
Comme on le voit de (11) ou (12), la fonction œ” (z) est uniforme dans D. 
De la seconde formule (27) de Kolossov (n0 50) nous concluons que 4’ (z) est 
une fonction uniforme, donc 
n 
p(2— S' cp Ln (2— 28) + px (2), (13) 
R=1 
où 4* (z) est uniforme dans D et c, sont des constantes complexes. 
Jusqu'à présent, nous n'avons utilisé que l'uniformité des contraintes. 
On voit des formules (12) et (13) qui viennent d'être obtenues et de la formule (24) 
du n° 50 que lorsqu'on décrit un contour fermé autour de C;, la fonction 
2u (u + iv) accuse un accroissement égal à l'accroissement de la fonction 
kagz Lin (2 — 23) + %xbz En (2 — 23) — 207 Ln(z — 23) — cz; Ln (2 — 2), c’est- 
à-dire égal à 2ni [(x + 1) axz + xbx + cl, où z est un point de D en lequel 
commence et finit le parcours. La condition d’uniformité que l’on impose aux 
déplacements conduit donc aux conditions 


AR = 0, CR —= —# bp, (14) 
et les fonctions q et 4 prennent la forme 


p (2) = Da bg Ln (2— 28) + p* (2), 
k=1 


(15) 
7È _ 
(2 ——%x © bg Ln(2—23)+p* (2), 
A=1 
où p* et p* sont des fonctions uniformes et b;, des constantes complexes. 

Les coefficients b, ont un sens mécanique simple: 
Fh à 
br = (16) 


 2anA+x) 
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Re 


où Ft est la résultante générale des forces extérieures appliquées à C;. En 
effet, d’après la formule (6), ce vecteur est 


po = — | Fnds=iâg, ( LR }: 


x 0y 47 
CR 


où Ac, est l’accroissement lorsqu'on décrit un contour fermé autour de C4 


(le signe moins devant l'intégrale provient de ce que nous considérons le vec- 
teur des forces extérieures). D'après la formule (21) du n° 50, nous en déduisons 
que 


FO = 140, 49 (e) + 2@/ (2) + D G)} = —2n (1 + x) b. 


Dans le problème I, les coefficients b, sont donnés tandis que dans le problème 
11 ils sont inconnus. 

La condition aux limites (4) à laquelle est ramenée la solution du problème 
II est conservée pour les domaines multiplement connexes tandis que la con- 
dition (8) à laquelle est ramené le problème I nécessite une certaine précision. 
En effet, les valeurs de la constante À pour les différents contours frontières 
peu ent s'avérer différentes de sorte que cette condition doit être à présent 
écrite sous la forme : sur C4 


p (9) + Ep (©) + p (6) = f (9 + An (8’) 


où A3 sont des constantes (4 — 0, 1, ..., n). Une analyse plus détaillée 
montre que l’on peut se donner arbitrairement l’une de ces constantes et que 
les autres sont déterminées par la condition d’uniformité des déplacements. 

I1 découle ensuite des considérations physiques que la solution du pro- 
blème I ne peut exister que dans le cas où la résultante générale et le moment 
résultant de toutes les forces extérieures données'sur toute la frontière € — 
= Co+ CT +...+C;x du domaine sont nuls. La condition de nullité de 
la résultante est équivalente, d’après la condition (7), à la nullité de l'accrois- 
sement total de la fonction ÿ — jf; + if, donnée sur la frontière: 


\ Fa ds = ic {fi (0) + ifa (O} —0 (18) 
C 


(dans le cas d’un domaine simplement connexe, elle est satisfaite automatique- 


ment si la fonction donnée est continue). La condition de nullité du moment 
résultant 


| (ZŸ n—yYyXn) ds —0 


C 
peut être facilement transformée si l’on remarque que, d’après la formule (7), 
Xn ds = dfss Yn ds — —df1, donc, après intégration par parties, cette condi- 


tion s'écrit sous la forme : 


a 


| GFnuXn) ds = mc {ef (9 + vf OX, 
J | 


fa de + fa dy =0. 


Q 


Tenant compte de (18), on peut encore écrire cette condition sous la forme 


| hi de+ fau 0. (19) 

C 
.. Si un domaine est non borné et s'il contient le point z — à son inté- 
leur, alors nos raisonnements sont conservés si l’on ajoute aux sommes consi- 
êrées un terme de la forme b Ln z qui correspond au parcours selon un con- 
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tour fermé autour du point à l'infini. Le coefficient b s'exprime par la résu]. 
tante générale F des forces extérieures appliquées à la frontière du domaine: 


F 
(TE) (16") 


qui, contrairement au cas d’un domaine borné, n’est pas obligatoirement nulle, 
On suppose que ce vecteur est connu : dans le problème II, il doit être donné, 
tandis que dans le problème I il est déterminé par les contraintes extérieures 
données. 

Si l’on suppose que les contraintes sont bornées à l'infini, alors des for- 
mules (26) de Kolossov (n° 50) on voit que les parties principales des développe- 
ments en séries de Laurent de p*(z) et #*(z) au voisinage de l’infini ne peuvent 
contenir que les premières puissances de z. Ainsi, dans le cas considéré, les 
expressions de @ et de 1 prennent la forme: 


b= 


(= D ba Ln(2— 28) +6 Ln 24 T2+ po (2), 

ee (20) 

P(a=—x Ÿ By Ln(s—2)—%*b Lnz+T'2+ po (2), 
k=1 


où b, et b sont données par les formules (16) et (16’) et , et ÿ, sont des fonc- 
tions uniformes dans D et régulières à l'infini. Les constantes Jet F’, comme 
on le voit des formules (27) de Kolossov (n° 50), s'expriment par les contraintes 
à l'infini: 

X7 +Yy =<4Re r, XP —XY +2iX7 = 21". (21) 


Dans le cas du problème II, elles sont supposées connues ; dans le cas du pro- 
bième I, on se donne Re T et l’ (on peut démontrer que Im F n'inîlue pas sur 
la répartition des contraintes). 

Le cas où la frontière de D contient le point à l'infini n’est pas considéré 
dans toute sa généralité, et nous nous bornons au cas où D est le demi-plan 
inférieur. De même que dans le cas précédent, nous prenons ici au voisinage 
du point z — : 


p(z) = bLnz+ @p*(z), Wd(z) = c Ln z + Ÿ* (2), 


où p*+ et p* sont des fonctions uniformes et b et c des constantes complexes. 
D'où, en utilisant la formule (17), nous trouvons le vecteur des forces exté- 
rieures appliquées à un grand segment Ch: —R; < x < R2, de l’axe des x 


Fr= Ac, {9 ()+29 )+b@}=i (on _. +bni-+êln PE — Gi) +e, 


où £ —+ 0, lorsque R1, R2 > ©. Exigeons que cette expression reste bornée 
lorsque R1, R2 — oo indépendamment l'un de l’autre. Alors 


b+c—0 


et la formule précédente donne à la limite le vecteur des forces extérieures 
appliquées à tout l'axe des zx: 


F — x (€ — b). 
Ainsi 
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supposant encore que la contrainte et la rotation à l'infini soient nulles (c’est- 
à-dire | — T°” = 0), nous avons, à la place des formules (15), 


= F Ln :+ 9 (2), 
LL (22) 
PG@=-T FE Ln +4 (), 


où Po (z) et Vo (z) sont des fonctions uniformes dans D et régulières à l'infini, 


$ 3. INTÉGRALE DU TYPE CAUCHY ET PROBLÈMES 
AUX LIMITES 


On expose dans ce paragraphe les principales propriétés de 
l'intégrale du type Cauchy et les méthodes efficaces de résolution 
des différents problèmes aux limites de la théorie des fonctions 
d’une variable complexe qui sont basées sur ces propriétés. On donne 
à la fin du paragraphe des applications de ces méthodes à certains 
problèmes d'hydrodynamique et de la théorie de l’élasticité. 

Ces méthodes partent des formules pour les valeurs frontières 
de l'intégrale du type Cauchy obtenues en 1873 par Julian Sokhots- 
ki (*), puis oubliées et retrouvées par J. Plemelj en 1908 et avec 
des suppositions plus générales par 7. Privalov en 1918. A l'heure 
actuelle, les méthodes de résolution des problèmes aux limites de 
la physique mathématique basées sur les intégrales du type Cauchy 
sont surtout développées par N. Mouskhélichvili, 1. Vékoua, A. Bi- 
isadzé et d’autres. 

52. Intégrale du type Cauchy. Formules de Sokhotski. L'intégrale 
de Cauchy 

1 f © dé 


1er | LE (1) 


représente une fonction analytique à l’intérieur du contour fermé C 
au moyen de ses valeurs sur la frontière (cf. n° 14). Supposons 
maintenant que C soit une courbe arbitraire sans points anguleux 
(ceci est essentiel pour la suite) et non obligatoirement fermée et soit 
donnée sur cette courbe une fonction arbitraire f (£) partout continue, 
excepté peut-être en un nombre fini de points en lesquels elle possède 
des discontinuités intégrables. 
L'intégrale , 


_ f (0 dé 


Construite de la même manière que l'intégrale (1), est dite intégrale 
du type Cauchy. 


Sant ne à 


(*) 20. B. Coxouruü, «06 onpenerenHHX HEHTerparax H PYHKAAX, YHOTPEO- 
T#eMHx np pasrokenuax B pans», CIIB., 1873. 


19-0149 
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Répétant les raisonnements du n° {7, nous nous convainquons de 
ce que l'intégrale du type Cauchy représente une fonction analytique 
en tout point z qui n'appartient pas à la courbe €. De plus, si ç 
divise le plan en plusieurs domaines, alors l'intégrale du type Cauchy 
définit en général dans ces domaines différentes fonctions analyti. 
ques. Par exemple, 


est égale à l'unité dans le cercle | z | 1 et est nulle à son extérieur. 
Même dans le cas d’un contour fermé €, il est facile de comprendre 
que l'intégrale du type Cauchy n’est pas dans le cas général une 
intégrale de Cauchy, c’est-à-dire que les valeurs de la fonction f (£) 
ne sont pas les valeurs limites de F (z) lorsque z — €. En effet, 
comme nous l’avons vu (n° 43), la donnée de la seule partie réelle 
d’une fonction analytique sur la frontière d’un domaine définit 
la partie réelle à l’intérieur. Alors les équations de Cauchy-Rie- 
mann définissent à l’intérieur du domaine la partie imaginaire de la 
fonction à une constante additive près et, par conséquence, ses 
valeurs limites aussi, lorsque z tend vers la frontière du domaine. 
C'est pourquoi, lorsqu'on se donne sur la frontière deux fonctions 
qui ne sont pas liées entre elles — les parties réelle et imaginaire 
de la fonction f (£), — alors, dans le cas général, on ne peut s'at- 
tendre que F'(z) tend vers des valeurs données lorsque z — £. 
Pour pouvoir étudier le problème des valeurs frontières d’une 
intégrale du type Cauchy, nous éluciderons avant tout le sens que 
l’on peut donner à cette intégrale lorsque le point z se trouve sur 
la courbe d'intégration C. Si le point z appartient à C, alors l'inté- 
grale (2) diverge en général car la fonction à intégrer devient infinie 
lorsque Ë — z. Cependant, pour certaines suppositions complémen- 
taires imposées à f (&) on peut donner un sens bien défini à cette 
intégrale. Supposons qu’en un point & — &, du contour C, la fonc- 
tion f(Ë) satisfasse à la condition de Hôlder d'exposant u < 1: 
(H) IL existe une constante M telle que, pour tous les points 


de la courbe C suffisamment voisins de Lo, on ait l'inégalité 
110 — AG) I<MIE—- bi  0<p < 1. (3) 


Il est clair que la condition de Hôlder signifie que l'accroissement 
de la fonction est un infiniment petit d'ordre non inférieur à H 
par rapport à l'accroissement de la variable. 

Montrons que dans ces conditions l'intégrale du type CauchY 
existe aussi lorsque z — &o si on la comprend dans un sens particulier, 
et trouvons son expression à l’aide d’une intégrale usuelle. Supposons 
d’abord que &, ne soit pas un point anguleux de la courbe C et dési- 
gnons par &' et Ê” les points d’intersection de C avec la circonférence 
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1z—Col=7r, parc l'arc de courbe de C qui se trouve entre les 
points L' et Let par a et b les extrémités de C (fig. 124). Nous avons: 


JO _ ( (O1 y dt 
J 0 À. dti) | (4) 


CN Ce 5 


[ET = in (660) +10 660) = In En ER 


J a— og L'— 60 ‘ 
CNc 


où par In sur les arcs al’ et £"b on sous-entend deux branches quel- 
conques du logarithme variant continûment sur ces arcs de courbe; 
de plus, pour fixer les idées, on demande que ” 
la valeur de In(£” — €) s'obtienne par } T Les 
Mr ; ; ; 
variation continue de In (£” — &5) lorsque t 
le point & décrit l'arc de circonférence 
|z — Co] — r qui se trouve à gauche de la 
courbe C. En vertu de cette dernière con- 
dition et vu que | —£ol =] €" — bol, 
nous avons: 


: ÉD à 
nu In Et = (5) 


a 
D'autre part, pour des r suffisamment FIG. 124 
petits, en vertu de la condition de Hülder, 


nous avons 4 < PAIETÉ par conséquent, la limite 
: FE) Fo y _ { f@—f (Co) 6 
un ns &— Co æ \ 6—£o de 6) 


existe; de plus la dernière intégrale peut être comprise au sens 
ordinaire. Ainsi, la formule (4) prend la forme: 

FO __( f@O—f(Co : b—&o , ; O0 7 
Je [RER 46-47 Gin + ant GO OGM 
où O(r) + 0 lorsque r —+ 0. 

On voit de la formule (7) que la limite 


. Î (©) dé Î (©) dé 
lim = | LS S. 
10 de E— Co à &— Lo 


existe; cette limite est appelée valeur principale de l'intégrale, et 
l'intégrale donnée par la formule (7) pour un tel passage à la limite 
êst appelée intégrale singulière (au sens de Cauchy). Dans notre 
définition de l'intégrale singulière il est essentiel que l'arc de courbe 


19+ 
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c que l’on retranche de C se réduit au point &, suivant une Loi bien 
déterminée (de manière que ses extrémités, pour tout r, appartiennent 
à la circonférence | z — &, | — r); si c se réduit à un point suivant 
une autre loi, la limite (7) peut alors ne pas exister. Rappelons que 
dans la définition ordinaire d’une intégrale impropre on demande 
que la limite (7) existe lorsque c — €, suivant une loi arbitraire, 
il est clair que si l'intégrale existe au sens ordinaire, alors elle 
existe aussi comme intégrale singulière et sa valeur principale coïncide 
avec la valeur de l'intégrale ordinaire (*). L’inverse évidemment 
n'a pas lieu. 
Expliquons cette définition sur un exemple simple. Comme 

on le sait, l'intégrale 

E dx 

a 

“1 
prise sur le segment (—1, 1) de l'axe réel, n'existe pas. Cependant 
elle existe en tant qu'intégrale singulière au sens de Cauchy car la 
limite 

E 1 

3 dz dx à 1 
lim | D En 4 | +} = lim {inr+im+} = 0 


T0 ot _ r0 


existe (nous retranchons du segment (—1, 1) le segment (—r,r) 
conformément à la définition de l'intégrale singulière). 

Passant dans la formule (7) à la limite, lorsque r — 0, nous 
obtenons le théorème suivant: 

Théorème 1. Siun point Lo est un point régulier du contour C 
et ne coïncide pas avec ses extrémités et si la fonction f (£) y satisfait 
à la condition de Hôülder d'exposant u < 1, alors l'intégrale du type 
Cauchy existe en ce point comme intégrale singulière et sa valeur prin- 
cipale s'exprime à l'aide d'une intégrale ordinaire par la formule 


_ 1 FO dE __1 f (© — f (Go) 
FG)= | : = [ES a+ 


6 —£o 
+51@+ÉH nee. @ 


Si en particulier la courbe € est fermée, on peut alors prendre 
a = b, le terme contenant le logarithme disparaît et la formule (8) 
prend une forme beaucoup plus simple 


—_1 1 dé _ 1 f (6) — 1 (Co) 1 
F()= | OS Sn) ee Et) (9) 


(*) C'est pour cette raison que nous conservons pour l'intégrale singulière 
le symbole de l'intégrale ordinaire. 
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Soit maintenant £, un point anguleux de la courbe C; désignons 
par % l'angle des tangentes à € en ce point, mesuré dans la partie 
qui se trouve à gauche de la courbe C (fig. 124). Tenant compte 
de notre condition imposée sur la relation qui existe entre les bran- 
ches du logarithme, nous avons, au lieu de la formule (5), 


: &"— Lo 
ue 2 £’— Lo 


Alors la formule (8) est remplacée par la formule suivante: 


F(t)=-7 | 1 (©)— f (Co) dE + 2 j (Go) + fGo) ,, b—to. (10) 
C 


= — id. 


2ñi E— Éo 2ni a—&o 


Passons à l'étude des valeurs limites de l'intégrale du type 
Cauchy lorsque z tend vers la courbe d'intégration C. Démontrons 
d'abord le lemme suivant: 

Lemme. Soit f(£) une fonction qui satisfait au point Lo à 
la condition de Hôlder d'exposant u < À et supposons que le point 


z tende vers le point Co de manière que le rapport de h = |z — & | 
à d, la plus courte distance de z à C, soit borné. Alors 
260 G—3 d E— Co 


Pour démontrer ce lemme évaluons la différence A entre les 

intégrales du premier et du second membre de (11): 
_ pi f © — f (Co) 
i Ï GE -tar 

Partageons l'intégrale À en deux; la première est prise le long de 
l’arc de courbe c de C dont les points vérifient | 6 — &o | K 6, 
où 6 est un nombre dont le choix sera précisé plus tard, la seconde 
le long de la partie restante C’ = C\c. 

Pour la première intégrale, tenant compte de la condition de 
Hôlder (nous supposons que 8 est suffisamment petit) et vu que 
lËÉ—z1>d, nous avons: 


MP ee RM TT SEE 
I | Gt l'ElE ETES 
Désignons par { = | £ — €, | la longueur de la corde sous-tendant 


l'arc de courbe ÉÈ de C. Vu que C ne possède pas de points anguleux, 
€ rapport de la longueur de l’arc de courbe à la longueur de la corde 
est borné. Supposons que ce rapport ne soit pas supérieur à À, alors 
| dé | — ds  Adt, et la dernière estimation devient 
ô 
[A Ï=2$ MA | À 
ü 


u 
—— —= SL: 
RE const-Ô . 
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On voit donc que l’on peut choisir 8 aussi petit que l’on veut pour 
que la quantité | A; | ne soit pas supérieure à tout nombre donné # 
Puisque la courbe C”’ ne contient pas le point £o, pour 6 fixe, 


l'intégrale 
f@)— f (Co) 
je + 


comme fonction de z est continue au point Co, donc, pour des À — 
— |2— £, | suffisamment petits, la quantité | À, | ne sera pas 
supérieure à. Pour ces k, nous avons | AS |A |+|Al<e, 
ce qui démontre le lemme. 

A l’aide de ce lemme on peut obtenir facilement des formules 
pour les valeurs limites de l'intégrale du type Cauchy. 

Théorème 2 (J. Sokhotski). Soient Lys un point régulier 
du contour C, qui ne coïncide pas avec ses extrémités, f (£) une fonction 
satisfaisant en ce point à la condition de Hôlder d'exposant pu <1 


et z— Lo de manière que le rapport es reste borné. Alors l'intégrale 


du type Cauchy possède des valeurs limites F* (Co) et F- (£o) auxquelles 
elle tend lorsque z — Lo respectivement à gauche et à droite de C ei 


F+(o) = F (Go)-+ + f (Go), 
F-(&o) = F (Go) — f (to): 


où F (Lo) est l'intégrale singulière (9) (*). 
Supposons d'abord que C soit une courbe fermée parcourue dans 
le sens positif. Nous avons: 


1 FO. 1 ( 1O—/E fGo ( _dE 
FO= 37 | er = | mr “lo | ns (A) 


(12) 


de plus, d’après le lemme qui vient d’être démontré, la première 
intégrale du second membre tend vers la limite 


f (8) — f (Co) 
| Ë— Co &, 


lorsque z —+ &, et la deuxième intégrale est égale à 2ni ou 0 suivant 
que le point z se trouve à gauche ou à droite du contour C (c'est-à- 
dire à l’intérieur ou à l'extérieur de C). Tenant compte de ce qui 
vient d'être dit, nous passons à la limite, lorsque z— 69, dans 


(*). CE. p. 289. 
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ja formule (13) (à gauche ou à droite de C): 
" __1 ( f@©—f(0) 3 
F (£o) TT Jni Ï ë— Lo dé + f (£o) 3 


2ni à E— 


En y substituant la valeur de l'intégrale tirée de la formule (9), nous 
trouvons les formules (12) de Sokhotski que nous voulions établir. 

À présent, si C est une courbe non fermée, nous la complétons 
par une courbe arbitraire C" de manière que C9 — CC” soit une 
courbe fermée et nous posons f (£) = 0 sur la courbe C”’. Alors, il 
est clair que 

1 1 (© 
Fer | de 
Co 


et si &o ne coïncide pas avec une extrémité de la courbe C, d’après 
ce qui vient d’être démontré, les formules (12) de Sokhotski dans 
lesquelles l'intégrale F (£0) est prise le long de C, sont vraies. Mais 
comme f (6) = O0 sur la courbe C’, on peut remplacer la dernière 
intégrale par l'intégrale prise le long de C. Le théorème est démon- 
tré (*). 

Si 6 est un point anguleux de C, dont les tangentes forment 
un angle &, alors en utilisant la formule (10) au lieu de (9) (on doit 
poser a — b), nous obtenons les formules de Sokhotski sous une 
forme un peu plus générale: 


F+ (Co) = F (bo) + (1 — 4) f (Go), 
F- (Go) = F (Go) — + j (Go). 


On conclut des formules de Sokhotski (12) et, dans le cas d’un 
point anguleux, des formules {14), que lorsqu'on traverse la courbe 
d'intégration C au point 6o, l'intégrale du type Cauchy accuse le saut: 


F* (Go) — F7 (Lo) = f (Go). (15) 


La formule (15) contient la solution du problème posé au début 
du n° 52 sur la détermination des conditions pour lesquelles une 
intégrale du type Cauchy soit une intégrale de Cauchy. Nous voyons 
que si la courbe C est fermée et qu’en chacun de ses points F- (Ë) = 0, 
alors la valeur limite de F (z) par l'intérieur de C, c’est-à-dire 


—————— 


(*) Si en chaque point de C f(£) vérifie la condition de Hôlder de même 
€Xposant > 0, alors l'intégrale du type Cauchy converge vers FÆ+ (£:) ou 
F- (6) quelle que soit la façon dont z tend vers le point 6, (respectivement par 


(14) 


la gauche ou la droite) et non seulement pour Det borné (cf. [14]). 
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F+(E), est égale à j (£), ce qui signifie que F (2) est une intégral, 
de Cauchy. D'autre part, si F (z) est une intégrale de Cauchy, alors 
F*+(&) = f(£), donc F-(E€) — 0. Ainsi, la condition 


F7 (6) = 0, (16) 


vérifiée en chaque point de €, est nécessaire et suffisante pour que 
l'intégrale (2) soit une intégrale de Cauchy. Il est clair que cette 
condition est aussi la condition pour que les valeurs f (£) données 
sur C soient les valeurs frontières d’une fonction analytique à l’inté. 
rieur de C. On peut énoncer cette condition sous une forme beau- 
coup plus commode. 

Théorème 3. Si une fonction f (Ë) satisfait en chaque point 
d'un contour fermé C à la condition de Hôlder d’exposant p <1, 
alors pour que ses valeurs soient les valeurs frontières d'une fonction 
analytique à l’intérieur de C, il faut et il suffit que les égalités suivantes 
soient satisfaites : 


| er (at =0 (n—0, 1,2, ...). (17) 
C 
En effet, puisque pour les grands |z | 
1 re { ra 1 _ js on 
b—2 = Z ( —+) S 2 zn+i ? 


nous avons au voisinage du point à l'infini le développement suivant 
de l'intégrale du type Cauchy : 


HO --Dh fee 8 
n=0 C 


C 


F(z)= 


Il en découle que si toutes les conditions (17) sont satisfaites, alors 
au voisinage du point à l'infini F (z) = 0. Mais comme l'intégrale 
du type Cauchy F (z) est partout analytique à l'extérieur du contour 
C, d'après le théorème d’unicité du n° 20, il en découle que F (z) = 0 
partout à l'extérieur de C. Ainsi, les valeurs limites extérieures 
F-(&)= 0, c'est-à-dire F*(£) — f (Ë), et les valeurs f (£) sont les 
valeurs frontières d’une fonction analytique à l’intérieur de C. 
Inversement, si les valeurs f (£) sont les valeurs frontières d’une 
fonction analytique à l'intérieur de C, alors pour tout point z à 


f (6) 


l'extérieur de €, la fraction 7: comme fonction de &, est une 


fonction analytique à l’intérieur du contour € et continue sur ce 
dernier. Donc, d’après le théorème de Cauchy, pour tous ces z 


__1 (ID 
Fe (res =0 
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et, par conséquent, tous les coefficients du développement (18} 
sont nuls. Ce sont précisément les conditions (17); le théorème est 
démontré. 

Le théorème suivant est également évident. 

Théorème 4. Avec les conditions du théorème précédent, pour 
que les valeurs f(£) soient les valeurs frontières d'une jonction analyti- 
que à l'intérieur de C, il faut et il suffit que l'égalité 


1 (10% 
Br J"ts — Ge 


ait lieu pour tous les points z à l'extérieur de C. 

Cherchons maintenant les conditions pour que des valeurs données. 
sur € soient les valeurs frontières d’une fonction analytique à l’exté- 
rieur de C. Avant tout remarquons que si une fonction f (z) est 
analytique à l'extérieur de C, le point à l'infini y compris, et continue 
sur le contour, on a alors la formule suivante de Cauchy pour les 
domaines infinis: 


1 f (4) dE —f(z)+f(o) pour z à l'extérieur de C, 
un) = { f(co) pour z à l’intérieur de C 


(20) 


(le contour C est parcouru dans le sens positif). 

En effet, si le point z appartient à l'extérieur de C, alors nous 
entourons € d’un contour fermé C’ contenant à son intérieur ce 
point et nous appliquons au domaine doublement connexe, de 
frontière les courbes C et C”, la formule intégrale de Cauchy (n° 14): 


E! 1 d 
= f (© dé —-77 | f (© dé 


27i É—2 


(les deux contours sont parcourus dans le sens positif). Puisque le 
développement 


FE) = c++ AS ee +. 


est valable au voisinage du point à l'infini, avec co — f (co), alors 


le résidu de la fonction = au point à l'infini est égal à —co — 

— —f(c) et, par conséquent (cf. n° 24), mes = f (co), 
d ”. 

Ce qu'il fallait démontrer. 


1 © 


Si z se trouve à l’intérieur de C, alors la fonction : est analyti- 


Que dans la couronne de frontière les contours C et C’; par conséquent, 
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d’après le théorème de Cauchy, 


[4 OX _ [ 42 0 
G—2 


et, en tenant compte du résultat précédent, nous obtenons la deu- 
xième formule (20). 

En se basant sur la formule qui vient d’être obtenue, on peut 
aisément démontrer le théorème suivant: 

Théorème 5. Dans les conditions du théorème 3, pour que 
les valeurs f (&) soient les valeurs frontières de la fonction f (z) analyti- 
que à l'extérieur de C, il faut et il suffit que l'égalité 


_“ OL 


Si cs a — const (21) 


soit satisfaite pour tous les points z intérieurs à C ; de plus, la constante 
du second membre est égale à f (oo). 

La nécessité de la condition est contenue dans la formule (20). 
Pour démontrer sa suffisance, remarquons que la fonction 


1 FOX Le 


_ ( 
F(2)= — ani j b—2z 


est analytique à l'extérieur de C, de plus il découle de la condi- 
tion (21) que ses valeurs limites par l'intérieur F+ (£) = 0, et cela 
signifie, d’après la formule de Sokhotski, que F- (£) = f (£). Le 
théorème est démontré. 

Pour terminer donnons l’autre énoncé des théorèmes 4 et 5 dans 
le cas où la courbe C est la circonférence unité. 

Théorème 6. Pour que les valeurs f (&), la fonction f (Ë) 
‘satisfaisant en chaque point de la circonférence unité C à la condition 
de Hülder d'exposant pu < 1, soient les valeurs frontières d'une fonction 
analytique respectivement a) dans le cercle | z [<< ou b) à son exté- 
rieur, il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées: 

a) pour tous les z à l'intérieur de C 


_— | + = a = const, (22) 


où a est égal à la valeur de la fonction considérée pour z = 0, ou 
b) pour tous les points z à l'extérieur de C 


Î FOX _o, (23) 
€ 
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Pour ramener ce théorème aux théorèmes précédents il suffit 
de remarquer que, d’après le principe de symétrie (n° 35), la fonction 


F,(=F(—) 


Z 


est analytique à l’extérieur du cercle | z | << 1 si F (z) est analytique 
à l’intérieur de ce cercle, et, par conséquent, sur la circonférence 


1z|— 1, où =1, les valeurs limites de la fonction F; (z) par 


l'extérieur sont les conjuguées complexes des valeurs limites de la 
fonction F (z) par l’intérieur (et inversement). 

53. Problème aux limites d'Hilbert-Privalov. En 1934 Priva- 
lov (*) pose et résout le problème aux limites suivant: 

Soient données sur une courbe fermée C deux fonctions à valeurs 
complexes a (€) == O0 et b(Ë) qui vérifient la condition de Hôlder 
d'exposant un < 1. On demande de déterminer deux fonctions dont 
l'une, f” (z), serait analytique à l'extérieur de C, le point z — 
y compris, et l’autre, f* (z), analytique à l'intérieur de C; les valeurs 
frontières f” (£) et f* (Ë) de ces fonctions sur C doivent exister et véri- 
fier la relation 


f (6) = a (8) f* (6) + b (6). (1) 


Le cas particulier de ce problème, lorsque b (£) = 0, c’est-à-dire 
quand la relation (1) est de la forme: 


f7 (©) = a (0) + (6) (2) 


a été résolu par David Hilbert (1862-1943) en 1905. Le problème 
aux limites d’Hilbert-Privalov trouve d'importantes applications 
dans différentes questions de la physique mathématique (cf. n° 55). 
I faut souligner que les solutions d'Hilbert et de Privalov n'étaient 
pas complètes. Une solution complète et très simple a été donnée 
par F. Gakhov [131 en 1938. C'est cette solution que nous donnons 
ici. 

Commençons par résoudre le problème d’Hilbert (2). On appelle 
indice de la fonction a (6) un nombre entier égal à la variation totale 
de son argument, lorsqu'on décrit C, divisée par 2x: 

Fr dcarga(o = | dina(s). (3) 
C 


27ri 


Supposons d’abord que l'indice soit nul, c'est-à-dire que la fonction 
In a (£) soit uniforme sur le contour €. Dans ce cas on trouve facile- 
D ton à ; 


. (*) Zvan Privalov (1891-1941), mathématicien soviétique, spécialiste de la 
théorie des fonctions d'une variable complexe. 
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ment la solution. Construisons l'intégrale du type Cauchy 


4 l d 
F(D= gp | ESS © 


et désignons par F-(z) et F*(z) les fonctions que cette intégrale 
définit respectivement à l'extérieur et à l'intérieur de C. Alors 
la solution est: 


f (2) = 4e-F 9, fr(2)= Ae-F'0), (5) 

où À est une constante arbitraire (il découle de la formule (18) 
du n° 52 que F- (oo) = 0, donc À = f- (cæ)). 

En effet, les fonctions F- (z) et F+ (z) sont respectivement analy- 


tiques à l'extérieur et à l’intérieur de C et possèdent des valeurs 
limites (*) qui sont liées entre elles par les formules de Sokhotski 


F-(9)=F(t)—7 Ima(t), 


F+(t)=F(t)++Ina(t), 


où F (£) est la valeur principale de l’intégrale (4). En se débarrassant 
des logarithmes dans ces dernières formules et en utilisant (5), 
nous trouvons: 


f(O=AVatte-F®, fO= e-F(b), 


a (6) 


d’où FA — a (Ë), ce qu’il fallait démontrer. 
Démontrons l'unicité de la solution construite au facteur cons- 
tant À près. S’il existe une seconde solution f* (z), alors, en vertu 
fé (2) 


+ 


de ce que les fonctions (5) ne s’annulent pas, les fonctions 


= g+(z) sont analytiques (dans les domaines correspondants). 
D'après la condition aux limites (2) sur le contour C 


8 © .. A OO 


1 
FO HO rO ‘0! 

par conséquent, d’après le principe du prolongement continu. 
g” (2) et g* (z) définissent une fonction g (z) analytique dans le plan 
fermé des z. D'après le théorème de Cauchy-Liouville, g (2) = 
= const, ce qui démontre la proposition. 

Soit maintenant In a (£) une fonction multiforme d'indice 
négatif — n; pour simplifier l'écriture, supposons encore que € 
contienne à son intérieur l’origine des coordonnées. Alors l'indice 


(*) Puisque a = 0 sur C, In a vérifie, avec a, la condition de Hôülder. 
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de la fonction 
as (E) — Era (6) 


est nul, car 
Ac arg & (6) = Ac arg €" + Ac arg a (€) = 2nn — 2nan = 0, 


et la condition aux limites (2) s’écrit sous la forme 


ro= 40 (©. (6) 


Nous allons chercher la solution du problème sous la forme d’un 
produit de deux fonctions 


fe (a) = fe () JE (0). (7) 
Etant donné que le choix de l’un des couples de fonctions est arbi- 
traire, choisissons les fonctions f* (z) de manière que la relation 


fs (©) = & (6) ji (0) (8) 


soit satisfaite. Puisque l'indice de la fonction a; (Ë) est nul, on peut 
utiliser le résultat obtenu ci-dessus, c’est-à-dire poser 


fi{G)=e FU), fi(z)=e-Fi@), (9) 


où F; (2) est l'intégrale du type Cauchy construite d’après les valeurs 
frontières In a; (£) (cf. formules (4) et (5); nous avons pris À = 1). 

Il reste à choisir les fonctions f# (z) de manière que l'on ait sur 
la courbe C 


RO= TA, (10) 


alors le produit (7) satisfait à la condition (6) (pour s’en convaincre 
il suffit de multiplier (8) et (10)). Supposons que de telles fonctions 
JE (z) soient choisies, alors, en vertu de (10), les fonctions jf (2) 
et z"f, (z) coïncident sur C et, par conséquent, définissent une fonc- 
tion analytique dans tout le plan fini des z. Cette fonction possède 
à l'infini un pôle d'ordre plus petit ou égal à n car j; (z), régulière 
à l'infini, est donc un polynôme. Ainsi 


Ja (2) = ++ +, fÉ(2) = 007 + a+ an; 


ayant recours aux formules (7) et (9) nous pouvons écrire la solution 
du problème dans le cas considéré sous la forme 


F(= (a+ +... +2) 60, 


(11) 
f*(z)=(a07" az 14... Lan) e-Fi(), 


1 In fér 
Fi = 7% | ES &. (42) 
C 
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Les constantes &o, &, . .., a, dans les formules (11) sont arbitraires, 
en outre l’une d'elles, &, est définie par la donnée de f- (œ). 
Ainsi, si l’indice de la fonction a (£) est égal à —n, alors le 
problème d'Hilbert possède z + 1 solutions linéairement indépen- 
dantes. Introduisant la notation 
G* (z) = e Fr@, 
ces solutions peuvent être écrites sous la forme 
ee 1 
G (2), TG), ..., (2); 
G(z), zG*(z), ..., 2"G+ (2), 


Considérons enfin le cas où l'indice nr de la fonction a (£) est 
positif. Dans ce cas, il s'avère que le problème ne possède pas de 
solutions analytiques dans les domaines correspondants. En effet, 
nous introduisons la fonction 


aD=7e@ 


(13) 


d'indice nul. 

Tout comme dans le cas précédent, nous cherchons la solution 
sous la forme des produits f+ (z) — f# (z) f# (z). Le premier couple 
de fonctions doit satisfaire à la condition 


fi @) = & (0 À (); 


on détermine f# (z) à un facteur constant près, car l'indice de la 
fonction a; (6) est nul. Pour le deuxième couple de fonctions nous 
avons une condition aux limites de la forme 


fa (E) = Evfi (©). 


On voit donc que fz (z) et z"f$ (z) définissent une fonction analytique 
régulière dans tout le plan fermé et, par conséquent, constante. 
Puisqu’elle est nulle à l’origine des coordonnées (car à l’intérieur 
de C cette fonction coïncide avec z"fi (z)), elle est donc indentique- 
ment nulle, ce qui est impossible (*), 

Résumons les résultats obtenus. 

Théorème 1. (F. Gakhov). Le problème d'Hilbert 


F7 (6) = a (6) 7* (0) 
an + 1 solutions linéairement indépendantes de la forme (13) si l'indice 
—n de la fonction frontière a (£) est non positif. Si l'indice n est positif, 


alors le problème n’a pas de solutions analytiques dans les domaines 
correspondants. 


(*) Si l’on admet que la fonction à déterminer puisse avoir un pôle en un 
certain point, par exemple au point z — , alors le problème est résoluble. Si 
l'indice de a (€) est égal à n, il existe alors une solution unique ayant un pôle 
d'ordre & n à l’infini, cf. Gakhov [13]. 
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Passons à la résolution du problème de Privalov: 
Î (©) = a (0) ft (0) + b O. (1) 
Supposons d'abord que l'indice de la fonction a (Ë£) soit nul, c'est-à- 
dire que le problème d’Hilbert correspondant, que l'on obtient 
en prenant b(£) = O0 dans la condition ({), possède une solution 
unique : 

ÎE (2) = e-F< G, (14) 
où F'(z) est définie par l'intégrale (4). Cherchons la solution du 
problème de Privalov de nouveau sous la forme des produits f+ (z) = 
= f# (2) f$ (2), où les fonctions j* (z) sont définies par les formu- 
les (14). Sur le contour € la relation 


fifs = afifi + b = fifi + b 


doit être satisfaite (nous avons remplacé af;, en vertu de la condi- 
tion (2), par /;). Après y avoir substitué f; (Ë), tirée de (14), nous 
obtenons la condition aux limites pour f2 (2): 


f (0) — 2 (0 = —b (0 7 Ÿ. (15) 
Cette condition aux limites se ramène à ce que l’on se donne sur 
le contour C le saut de la fonction f» (z). D'après la formule de 
Sokhotski (15) du n° 52, nous pouvons affirmer que la fonction 
f2 (2) ne diffère de l'intégrale du type Cauchy 


A, f ere 
2ni — 
i L C—2 


P:(z)= — dé (16) 


que par une constante, c’est-à-dire 
Je () = À + FE (2), (17} 


où À est une constante arbitraire. 
Ainsi, si l'indice de la fonction a (£) est nul, alors la solution 
du problème de Privalov peut être mise sous la forme 


fe (9) = er" {4 + FE (2)}, (18) 


où F (z) et F, (z) sont données par les formules (4) et (16) et À est 
une constante arbitraire. 

Démontrons l’unicité de la solution obtenue. Il est clair que 
la différence des deux solutions du problème ({) vérifie la condition 
(2). Il en découle que deux solutions du problème de Privalov ne 
peuvent différer que par une solution du problème d'Hilbert. Tenant 
compte de l’unicité de la solution du problème d’Hilbert démontrée 
ci-dessus, nous voyons que toute solution du problème de Privalov 
s'obtient de (18) en faisant varier la constante À. 

Si l'indice de la fonction a (Ë) est égal 4 —n, nous introduisons 
alors la fonction a (&) — &* a (£) d'indice nul et nous cherchons 
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f£ (z) sous la forme des produits f+ (z) f5 (z) , où 
fe (a) = er 


et F;,(z) est donnée par l'intégrale (12) tandis que f: (2) satisfait 
à la condition aux limites 


1 ù 
fe (O= 7 5 (O +0 (0-10, 
Cette dernière condition est évidemment satisfaite par les fonctions 
fe ()= a+ + HF 


13 (2) = a02" + @7 14 ... Han + z"ET (2), 
OÙ Gp, is « + Un Sont des constantes arbitraires et Æ2(z) est 
définie par la formule (16) dans laquelle F- (£) a été remplacée 
par F3 (ÿ). La solution du problème de Privalov dans le cas d’un 
indice négatif —7 est donnée sous la forme 


f (z)= {a0+ + .. +4 Fr G)} e-F1(), 
f* (2) = {a02° + az 1 + cc. + On + 2 FE} (z)} e-FiU), 


Comme précédemment, il est facile de démontrer que la formule (19) 
contient toutes les solutions du problème. 

Si enfin l’indice n de la fonction a (Ë) est positif, la même méthode 
donne pour j; (z) la condition 


HOT) 
et pour f: (z) la condition 
fa (©) = 65 (0) + b (Der ®, 
où F, (z) désigne l'intégrale du type de Cauchy construite d’après 


«®. 
R@=A+F (GE), fi()=-4+%0, 


où F2 (z) est donnée par la formule (16) dans nr F- (€) a été 
remplacée par Fj (£), satisfont à cette dernière condition. Comme 
il est facile de le démontrer, seules ces fonctions vérifient notre 
condition. La fonction jf? (z) est régulière au point z = 0 si ce point 
est pour À + F, (z) un zéro dont l’ordre n'est pas inférieur à ». 

Cette dernière condition peut être un peu transformée si l’on 
développe F} (z) en série de Taylor suivant les puissances de £. 
Pour cela substituons 


{ 1 4 1 z zh 
E—z TE z Dr SE ET 


1 ERH 


(19) 


les valeurs frontières de In Les fonctions 
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dans la formule (16) (dans laquelle F a été remplacée par F;); 
nous avons 


1 b _ b = 
Fi (:)= 2 | (te) eF1(E) &— x | e eF1®) dE ue 


£ 


2" b@ or 

EE | per 610 dé — ee 
C 

On voit que notre condition de résolubilité a la forme 


b — 
Ï = eFT@ dt = 0 (k=1,2,...,n) (20) 
C 


(la constante À doit être prise égale au terme constant du dévelop- 
pement). Ainsi, dans le cas d’un indice positif n, le problème de 
Privalov n’a de solution régulière que si les conditions (20) sont 
observées. 

Résumons les résultats obtenus. 

Théorème 2. (F. Gakhov). Le problème de Privalov 


F7 (@) = a (0) f* (©) + b (0) 


a une famille de solutions (19) dépendant de n + 1 constantes arbitraires 
si l'indice —n de la fonction frontière a (£) n'est pas positif. Si l'indice 
n de la fonction a (Ë) est positif, alors ce problème n'est résoluble que 
dans le cas où la fonction b (&) satisfait aux conditions complémentai- 
res (20). 

Pour terminer, indiquons que les méthodes de résolution du 
problème d’Hilbert-Privalov exposées ci-dessus s'étendent au cas 
des contours non fermés C. Pour obtenir cette extension, il suffit 
de compléter la courbe C de manière à obtenir un contour fermé 
Co à l’aide d’un arc de courbe C’ réunissant les extrémités de C 
(Co — CUC') et de poser sur C’ 


a(D=1, b(O=0. 


Pour plus de simplicité, considérons le cas de b (£) = 0 et sup- 
posons que l'indice de la fonction a (£), qui est défini comme la 
Variation de arg a (&) lorsque le point € décrit les deux bords de la 
Coupure C dans des sens opposés, est nul. Alors la solution j* (2), 
construite d’après les formules (4) et (5) pour le contour €; (de plus, 
dans la première de ces formules l'intégrale n’est prise que le long 
de C (puisque sur C’, par définition, In a (£) = 0), est uniforme 
et analytique partout à l’extérieur de la courbe C (sur C” la condi- 
tion aux limites donne f* (£) — f- (£)), et sur les deux bords de C 
elle prend les valeurs f* (£) et f- (£) qui vérifient la condition (2). 

a différence qui existe entre ce cas et le cas d’un contour fermé 
est que cette solution est, en général, non bornée aux extrémités 
20—0149 
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de la courbe C. Cependant, on peut démontrer que si a (Ë) satisfait 
à la condition de Hôlder, alors cette solution devient infinie d'ordre 
inférieur à l'unité lorsqu'on tend vers les extrémités de C. 

Si on multiplie la solution f+ (z) par une fonction Dan 
£ (z), analytique aux points du contour €, alors le produit f+ (2) g (2) 
résout évidemment le même problème aux limites homogène que 
f£ (2). Tenant compte de ce que, dans le cas d’un contour € non 
fermé, on admet des solutions devenant infinies d’ordre inférieur 
à l'unité aux extrémités de C, on peut parfois multiplier la solu- 
tion f+ (z) par une fonction régulière partout, excepté en l’une des 
extrémités de C. Cette remarque sera utilisée dans les applications 
(cf. n° 55). 

Le lecteur trouvera un exposé complet des questions se rapporiant 
au problème d'Hilbert-Privalov dans le cas des contours non fermés 
dans le chapitre IV de la monographie de N. Mouskhélichvili [14]. 
On donne dans cette même monographie la généralisation de la 
méthode de Gakhov aux domaines multiplement connexes obtenue 
par B. Khvédélidzé en 1941. 

54. Formule de Keldych-Sédov. Le problème aux limites mixte 
suivant (*) est d’un grand intérêt pour les applications. 

On se donne sur la frontière C d’un domaine simplement connexe D 
des points @, b1, @o, Ur, . . ., an, b, disposés dans l'ordre où ils 
sont écrits. On demande de déterminer une fonction f (z) analytique 
dans D, dont la partie réelle prend des valeurs données sur les arcs 


Le 
de courbe a,b, et la partie imaginaire des valeurs données sur les arcs 
de courbe bia+1 (k = 1, 2, ..., n; an+1 = &). 

En 1937, M. Keldych et L. Sédov ont donné l'étude complète 
de ce problème et ont démontré qu’en général il n’a pas de solutions 
bornées au voisinage des extrémités a, et b, des arcs de courbe. 
Si on se libère de la condition que j (z) est bornée et si l’on demande 
que l'intégrale de f(z) soit bornée, alors le problème est résolu 
et a une solution à la (nr + 1)èmt constante arbitraire près. Enfin, 
ils ont démontré que le problème a une solution unique si on exige 
de plus que f (z) soit bornée au voisinage de nr extrémités quelconques 
et que l'on se donne sa valeur en un point quelconque de la frontière. 

Nous allons étudier en détail le dernier cas. Supposons encore 
que le domaine D soit le demi-plan supérieur ; le cas d'un domaine 
simplement connexe quelconque s’y ramène à l’aide d'une trans- 
formation conforme. 

Ainsi, soient donnés sur l'axe des x des points —o << a, < 
bi La Lb3 L...< ay < bn << æ et deux fonctions réelles 
u (x), v (x) qui possèdent un nombre fini de points de discontinuité 
de première espèce, de plus u (x) est définie sur tous les segments 


(*) Le problème représente un cas particulier du problème d’Hilbert (cf. 
n° 55). 
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(a b,) et v (x) sur tous les segments 
(dbz, a+) R=l, 2 ssuns de a). 


On demande de déterminer une fonction f (z) analytique dans le 
demi-plan supérieur et telle que sur les segments (a;, bz) 


Re f (2) = u (x), 
et sur les segments (b,, 4:41) 
Im f (2) = v (x). 


Comme nous l'avons dit plus haut, on a le théorème suivant: 

Théorème (Keldych-Sédov). Le problème mixte pour le demi- 
plan supérieur a une solution unique j (z) qui vérijie les conditions 
suivantes : 

4) f (2) est bornée au voisinage de tous les points az; 


2) l'intégrale [ f(z) dz est bornée au voisinage de tous les points b; ; 


3) f(z) a une ‘limite finie f (co), lorsque z — ©, qui est supposée 
réelle pour plus de simplicité. 
Pour démontrer ce théorème posons 


g(e)= Il vi, (1) 


où l’on considère la branche de la racine qui est positive sur le 
segment (b,, co), Il est le symbole du produit. Soit z un point 
arbitraire du demi-plan supérieur. Entourons-le d’un contour fermé 
: C'formé de la demi-circonférence supérieure Cr: [&| = R,Im£&> 0, 
et du segment (—RÀ, R) de l’axe réel. Supposons que la fonction 
f (z) soit connue, alors, d’après la formule de Cauchy, on a: 


fOet=x | O0 &. (2) 
C 


Mais, comme il est clair que lim g(£)—1, la limite 
00 


lim 


f © & © 
ter do 


existe aussi. Donc la fonction Lee 


admet au voisinage du point 
— © la représentation suivante: 


1@O4@ _ 1), © 
DRE I: Frs (3) 
20* 
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où p(£)—0 lorsque Ê— c, Intégrant (3) le long de la demi-circon. 
férence Cr : rayon ne grand, nous trouvons : 


pa Lito)+ [ar 


CR 


— = 


Puisque _. lorsque £—+ ©, l'intégrale du second membre 
tend vers Ô lorsque R—>0o, et, par conséquent, la relation (2) 
donne à la limite: 


1 T fOet 1 
1e | IDE à +7 5 (00), & 
où l'intégrale est prise le long de l’axe réel. Remplaçant ici z 
par z, nous avons d’une manière analogue : 


1 (10e y, 1 
D= A DEOL at + 5 (ce). 
Passons dans cette dernière formule aux quantités conjuguées 


x 


complexes et additionnons-la à la formule (4): 


f(z )g(z)= _. Î 1Qs0— I0HO | f(o). 


— 00 


Remarquons à présent que sur les segments (a, b;) le produit 


Il ns est négatif et que sur les segments (b,, az1) il est positif; 
k=1 

par conséquent, la fonction g(t) prend sur (4;, b,) des valeurs. 
purement imaginaires et sur les segments (b,, az+1) des valeurs 
réelles. Tenant compte de ce qui vient d’être dit, nous écrivons 
la dernière formule sous la forme 


UE 
= (> | 10H coa+ Ï 1078 à (y) ae} + f (co). 
A=1 GTA 
(5) 


Jci le second membre est connu car sur les segments (ay, bx) 
Re f (é) — u (t) est connue et sur les segments (b,, az+1) Im f (£) — 
—= v(t). Ainsi, nous aboutissons à la formule de Keldych-Sédov 
que nous Pr 


JG)= HG {8 | nn re > Fa ee ner da: ® 
k 


h=1 D s@ 
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11 reste à démontrer que la fonction définie par cette formule résout 
réellement le problème mixte. Pour cela, considérons un des termes 
de la somme (6) 


by 
__d u (it) g (0 
hQ= x | CRETE (7) 
TR 


Le produit f, (z) g(z) représente l'intégrale du type Cauchy construite 
d’après la fonction œ (t) = 2u (t) g (t). Sa valeur limite fé (4) & (to), 
lorsque z tend par le demi-plan supérieur vers le point #, du segment 
(ax, bx), est donnée par la formule (12) de Sokhotski du n° 52: 


FR (to) & (to) = D (0) + uw (fo) & (to), (8) 
où, conformément à la formule (8) du n° 52, 
b 


k 
1 t) g (t)—u (t b 
D (é0) = — CEE GLEG) de + 2 (40) 8 (to) + 
dB 

+ u (to) & (to) In b— to (9) 

: Ti an —t0 
Tenant compte de ce que, pour ax << to << br, la valeur limite du 
logarithme, lorsqu'on s'approche du segment (ax, b;) par le demi- 
plan supérieur, est 


br —to 


In = In #0 _;n 

ai — to to — a 
(on considère la branche du logarithme qui est réelle sur l’axe des 
t à droite de ce segment), nous pouvons écrire la formule (8), après 


y avoir porté ® (to) tirée de (9) et simplifié par g (4), sous la forme 
eu (80 u (ro) 
fE()= 2 Î —{9_— dt+u (to) “in, (10) 


mi to — a 


Puisque, pour t et & appartenant au segment (ax, bz), la fonction 
02 

by 

g()= Il t—ay 
v=1 


Prend des valeurs purement imaginaires, dans la dernière formule 

l'intégrale est réelle, ainsi que le terme In D. Par conséquent, 
= 

Re jf (to) = u (to). Si maintenant z tend par le demi-plan supérieur 

Vers un point #, appartenant à un segment quelconque (CE br), 


ki k, alors la valeur limite fë (1) est obtenue en substituant 


310 CH. III. PROBLÈMES AUX LIMITES 


= à 
directement ? — {, dans l'intégrale (7): 
br 
Ra = À u (t) 8 (6) 
fa (&) = mg (t) | t—ù dt. 
or 


Ici, la valeur g (#1) est purement imaginaire ainsi que g (t). Done, 
la valeur fé (t:) est purement imaginaire et Re f£ (4) = 0. Si enfin 
z tend par le demi-plan supérieur vers un point & appartenant à un 
segment quelconque (b,, ay+1), v = 1, 2, ..., n, alors la valeur 
limite est 


Fu (QFAU 
fi) = G ar 


Ici g(t>) est réelle et g (t) ne imaginaire, donc la valeur 


fà (te) est réelle et Im f# (42) = 0 
Il découle de nos raisonnements que la partie réelle de la fonction 


u (8) 
fa (2) = A5 en É—2z dt 


k=1a} 


prend des valeurs données w (t) sur chaque segment (a;, b,) et sa 
partie imaginaire sur chaque segment (bd, ax+1) est nulle. 

D'une manière tout à fait analogue, nous démontrons que la 
partie imaginaire de la fonction 


LUEUR 
Tax (2) = HG > Ï has dt 


prend des valeurs données v (t) sur on segment (dx, ax+1) et sa 
partie réelle prend la valeur 0 sur chaque segment (an, br). 
1] en découle que la fonction (6) 


(8) fa (2) + fau (2) + 

résout en effet le problème aux limites mixte (la présence du dernier 
terme ne change rien car f (œæ) est un nombre réel et g (z) prend 
des valeurs imaginaires sur les segments (a;, b;) et des valeurs 
réelles sur les segments (b,, ax+1)). Il découle de la construction 
des fonctions f, (z) et f.. (2) que, lorsque z —+ co, elles tendent vers 0; 
la fonction g (z) tend alors vers l'unité, donc la condition à l'infini 
est satisfaite. Il découle aussi de la démonstration de la formule (6) 
que cette dernière donne l'unique solution du problème mixte qui 
vérifie les conditions 1)-3). Le théorème est démontré. 
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Montrons maintenant que si l’on remplace la condition suivant 
laquelle f (z) est bornée aux points 4; par la condition qui veut que 
Z 


seule son intégrale | f (z) dz y soit bornée (ainsi qu’aux points b;), 


alors, pour la valeur donnée / (œ), la solution du problème contiendra 
n constantes arbitraires. En effet, pour des constantes réelles arbitraires 
Vos Vis + - + Yn1 la partie réelle de la fonction 


k(z)= Vo+Vi2+ + Yna2 (11) 


V I] (z— az) (2 — bg) 
k=1 


est nulle sur tous les segments (a;, b,) et sa partie imaginaire est 
nulle sur tous les segments (b,, a:+1). Lorsque z — co, cette fonction 
tend évidemment vers zéro. Ainsi, nous pouvons ajouter cette 
fonction à la fonction f (z), définie par la formule (6), et la somme 
ainsi obtenue est une fonction analytique dans le demi-plan supérieur, 
possédant l'intégrale bornée au voisinage des points a, et b,, prenant 
à l'infini la valeur réelle donnée f (œ) et résolvant le problème 
aux limites mixte. 
Introduisant la notation 


_. u (t) sur les segments (ax, b;), 
PU = { iv (é) sur les segments (b,, az41) (12) 


(k — 1,2, ..,, n), nous pouvons écrire la formule de Keldych- 
Sédov sous la forme 


f(z)= _ (2) 


co 


g@p() Î (co) 
Î EE dé + h (2) + 0 ” (13) 


où g(z) et h (z) sont données par les formules (1) et (11). On peut 
démontrer que la formule (13) contient toutes les solutions du 
problème qui satisfont aux conditions posées (cf. Mouskhélichvili (14). 


Dans le paragraphe suivant nous appliquons la formule de Keldych-Sédov 
transformée, qui s'obtient en remplaçant le demi-plan supérieur par le cercle 


27 | << . Pour réaliser cette transformation nous utilisons la trans- 
formation homographique 
iz1 
= 1 
TEA (14) 
du cercle |z4 — + | ee sur le demi-plan supérieur des z. 


Portant (14) dans la formule (13) où, pour plus de simplicité, on a posé 
2) = f (oo) — 0 et remplaçant z, par z et 4 par 6, nous obtenons 


1 OO PQ 1—z 
RTE Ven mt © 2 (45) 
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où C est la circonférence | 6—+ | = p (&), la fonction donnée sur la 


circonférence, est égale à u (£) sur (az, bz) et à iv (€) sur (by, ap+1) et g (2) 
est donnée par la formule (1) (les points 4; et b; se trouvent sur C). 

D'une manière tout à fait analogue on peut transformer la formule (13) 
pour le cas du cercle unité | z | 1. Dans ce cas elle prend la forme 


1 L 1 
ae De (x) &+ 


fe : axbr 12 n— 
+} [event Hell eo, cn), (16) 


où c, sont des constantes complexes satisfaisant à la condition c, y = €. Le 
lecteur trouvera la démonstration de la formule (16) dans le livre de N. Mous- 
khélichvili [14]. 


55. Autres problèmes aux limites. Considérons encore quelques 
problèmes aux limites de la théorie des fonctions analytiques et 
harmoniques. 

1) Le problème aux limites de Riemann- 
Hilbert s’énonce de la manière suivante: 

Déterminer une fonction f(z) = u (z) + iv (z) analytique dans 
un domaine D et continue sur D, qui satisfait sur la frontière C du 
domaine à la condition 

a (6) u (5) — b (Ov (O = c(b), (1) 
où a, b, c, sont des fonctions réelles données sur C. 

Nous donnons la solution du problème de Riemann-Hilbert due 
à N. Mouskhélichvili. Si D est un domaine simplement connexe, alors 
au moyen d’une représentation conforme le problème se ramène au 
cas où D est le cercle unité |z [<< 1. C'est précisément ce cas 
que nous allons considérer, en supposant de plus que les fonctions 
a, b, c satisfont à la condition de Hôlder et que a? + b? = 0 partout 
sur C. Ecrivons la condition aux limites (1) sous la forme 


2Re (a + 50) f(E) = (a+ ib)f (6) +(a—ib) ft) =2c. (2) 


Posons à l’extérieur du cercle unité 
1 
f@)=1 (=) (3) 


et désignons par F (z) la fonction égale à f (z) dans le cercle |z | <1 
et à f, (z) à son extérieur. La valeur limite de F (z) sur C à gauche 


F*(E) = f(£), la valeur limite à droite F- (&) — f (&) (cette dernière 
relation découle de la définition (3) et de ce que — — 6 sur C). 
C'est pourquoi la condition (2) peut être écrite sous la forme 


(a + ib) FF (0) + (a — id) FT (D = 2e (4) 
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ou encore 
F-(t) = À (0) F* (0 + B(E), (5) 
avec ; 
AD= LT, B(O=—--2. (6) 


Ainsi, la solution du problème de Riemann-Hilbert se ramène à la 
solution du problème d'Hilbert-Privalov (n° 53). 

Cependant, ce n’est pas toute solution F (z) du problème (5) 
qui donne la solution du problème (2), car la condition (3), qui 
est une relation entre les valeurs de F (z) en des points symétriques 
par rapport à la circonférence, n’est en général pas satisfaite. Cepen- 
dant, connaissant une solution quelconque F (2), il est facile de 
construire une solution vérifiant cette condition. Pour cela, outre 
F (z), considérons la fonction 


FW=F() 


et remarquons que sur C elle vérifie la condition (4) (*) et, par 
conséquent, la condition (5). Mais alors la fonction 


L{F(D+E, ()}, 


qui vérifie évidemment la condition (3), vérifie également cette 
condition. À l’intérieur du cercle unité cette fonction est, par con- 
séquent, la solution du problème aux limites de Riemann-Hilbert. 

2) Le problème de la dérivée oblique s'énonce 
de la manière suivante. 

Déterminer une fonction u (z) harmonique dans un domaine D et 
continue, ainsi que ses dérivées partielles premières, sur D, qui satisfait 
sur la frontière C de ce domaine à la condition 


a (6) +00 Sc (E, (7) 


où a, b, c sont des fonctions réelles données sur C. 
L'appellation de ce problème tient à ce que la condition (7) 
Peut être écrite sous la forme 
Su __c() ’ 
l Var ‘ (7 ) 
, Ô DA ; , : : 
où est la dérivée dans la direction du vecteur 1 = a + ib faisant 
avec C un certain angle. 


(*) En effet, nous avons F, (€) = F (£) sur C, et lorsque z tend vers C 
Par La gauche, —- y tend par la droite. Par conséquent, en prenant dans (4) les 


PA 
AE conjuguées complexes, nous obtenons une condition semblable pour 
« (6). 
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Pour les suppositions faites dans le problème précédent, le 
problème de la dérivée oblique s'y ramène. En effet, désignons 
par f(z) = u + iv la fonction de partie réelle w et posons f’(z) — 
— ie = u; + iv. La condition (7) s'écrit maintenant sous 
la forme 


a (6) 4 (9) — b (9) 1 (©) = c (0) 


et coïncide avec la condition (1). Ainsi, on peut déterminer f’(z) 

par la méthode décrite dans 1) et f (z) par une simple intégration. 

3) Pour certaines questions, par exemple, pour l'étude des 

équations aux dérivées partielles du type mixte (il en sera question 

dans le paragraphe suivant), 

PS À on rencontre la variante sui- 

vante du problème de la déri- 
vée oblique (*): 

Soit D un domaine dont 


VA 


4 une partie de la frontière coïncide 

Q K A avec le segment (a, b) de l'axe 

a) us ) réel et l'autre partie avec une 
courbe y d'extrémités aux points 

FIG. 125 a et bet soient données des fonc- 


tions réelles continues @ (x) et 
4 (Ë) respectivement sur (a, b) et y. On demande de déterminer une 
Jonction u (z) harmonique dans le domaine D telle que 


ôu 2 
—@(x) sur (a, b), 
7 67 = (x) (a, b) | (8) 
V(ËÉ) sur Y. 
Il est clair que x: = est la dérivation dans la 
direction 1 formant l’angle — % avec l'axe des x. Pour résoudre 


4 
ce problème nous avons recours à la représentation conforme 


Z — { (4) du domaine D sur le secteur 0 << arg z 7 qui fait 
correspondre à l’arc de courbe y la demi-droite y*: arg 4 = 0, 
au segment (a, b) la demi-droite arg z — et aux points a et b 
les points oo et 0. Par cette transformation la direction dans laquelle 
on se donne la dérivée sur y a pour image la direction de l’axe négatif 
des x (fig. 125). Donc, pour la fonction harmonique 


u [f (21)] = wi (x), 


(*) Cf. M. A. Tacpenmvee n À. B. Buyaôse, «K npoôxeme ypaBneHznï CMe- 
mauxoro Tuua», JJAH CCCP, 1950, Tr. XX, JM 3. 
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en laquelle se transforme la fonction inconnue u (z), la première 
condition (8) s'écrit sous la forme 


PTS 

V2 
La deuxième condition se transforme en la relation uw4 (1) — 
4% [f (x1)] qui, après dérivation par rapport à x,, prend la forme 


LE PRE D PA (10) 


0x1  0s | du 


ôu: ôu 


8 


r 
dz 


e LG) (a) f. (9) 


où — 1} désigne la dérivée le long du contour y. Puisque les 


seconds membres des conditions (9) et (10) sont des fonctions connues, 
notre problème se ramène alors à la détermination d’une fonction 


L êu s des 
harmonique en d'après ses valeurs sur la frontière du secteur 
1 


0 << arg z: <T, c'est-à-dire au problème de Dirichlet. 


Par une méthode analogue, on peut résoudre un problème encore plus 
général. Soient données sur une partie C1 de La frontière € d'un domaine sim- 
plement connexe D des fonctions réelles continues æ (£), a (£), b (£), avec a? + 
+ b2 - 0, et sur la partie restante C, une fonction réelle continue 4 (£). On 
demande de construire une fonction u (z) harmonique dans le domaine D, gui 
satisfait sur la frontière à la condition 


D +O VE suc, 
u—14b(f) sur C2. 


La première de ces conditions aux limites peut être interprétée comme la 
donnée de la dérivée suivant une direction faisant un angle connu avec l'arc 
de courbe C1. A l’aide de la formule de Cisotti (n° 44) on peut construire la repré- 
Sentation conforme z, — f (z) du domaine D sur le domaine D; de manière 
que l’arc de courbe C2 ait pour image une droite verticale et les directions dans 
lesquelles la dérivée est connue aient également pour images des directions 
verticales; la forme de l’image de la courbe C; est définie par ces conditions. 
Il faut de même imposer aux fonctions des conditions telles que les images des 
arcs de courbe C; et C, soient la frontière du domaine simplement connexe D1. 

Tout comme dans le cas étudié ci-dessus, le problème se ramène au pro- 


blème de Dirichlet pour la dérivée partielle _ ; 


4) Le problème mixte pour les fonctions 
harmoniques s’énonce de la manière suivante. 
On donne sur la frontière C d’un domaine simplement connexe 


D des points a, bi, a2,.b», .. ., a,, b, disposés dans l'ordre où ils 
Sont écrits et on se donne respectivement sur les arcs de courbe (ax, bz), 
(dx, axu1) (k = 1,2, ...,n; an+1 — à) des fonctions réelles p () 


&t D (£). On demande de déterminer une fonction u (z) harmonique 
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et bornée dans le domaine D, qui vérifie les conditions aux limites: 


u—@(£) sur(ax, b»), 
(11} 


ôu 

On — (©) sur(bx, an), 
. ôu pce : no ue $ 
où —— est la dérivée suivant la normale intérieure à C. 

Démontrons la résolubilité et l’unicité de la solution du problème. 

mixte. Il est clair qu’à l’aide d’une représentation conforme auxi- 
liaire le problème se ramène à un cas particulier, à savoir celui 
où le domaine D est le demi-plan supérieur et les conditions aux 
limites (11) sont de la forme 


u—@(x) sur (an, ba), 


: 12} 
= (x) sur (dbz, AR+1) 


(le procédé de réduction est le même que celui employé d'ordinaire; 
cf. exemple 6) du n° 44). Pour ce cas particulier la solution du 
problème mixte est donnée par la formule de Keldych-Sédov. 

En effet, soit f (z) —= u + iv la fonction analytique dans le 
demi-plan supérieur, de partie réelle w et 


fa (2) = Ï' (2) = wi (x, y) + ins (x, y). 


du ov ôu 45 
Nous avons us Be tr donc les conditions aux 


limites (12) pour la fonction jf; (z) prennent la forme 
uy = @'(x) sur (ax, b»), 
y = —Ÿÿ (x) sur (b,, ar+1). 


La solution /, (z) du problème (13) est donnée par la formule (15) 
(n° 54) de Keldych-Sédov, de plus la condition d’après laquelle 


Z 


(13) 


l'intégrale j# (z) dz est bornée au voisinage des points a, et d: 


garantit que la solution uw (z) du problème (12), qui d’ailleurs est. 
donnée par f1(z) d’après la formule: 


u (z)= Re Î fi(2) dz (14) 
u 


est bornée. Pendant la réduction du problème (12) au problème 
(13) nous dérivons la fonction @ (x) donnée sur l’ensemble des # 
segments (a,, b,) puis, appliquant la formule (14), nous intégrons 
la fonction construite f1 (z). Ainsi, notre méthode nous donne une 
fonction u (z) qui ne coïncide sur les segments (a,, b,) avec la fonc- 
tion donnée ® (x) qu’à des termes constants près (différents pour 
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des divers segments). Cependant, la présence de n constantes arbitrai- 
res dans la formule de Keldych-Sédov permet de choisir ces termes 
de manière que les valeurs de u sur (a;, b,) coïncident exactement 
avec æ (x). Ainsi, la résolubilité du problème mixte pour les fonctions 
harmoniques est démontrée. 

Démontrons maintenant l’unicité de la solution de ce problème 
dans la classe des fonctions harmoniques bornées. Soient uw: (z) 
et u2(z) deux fonctions bornées harmoniques dans le demi-plan 
supérieur, qui satisfont à la condition (12). La différence u (z) = 
= Uy (2) — u2(z) est également une fonction bornée harmonique 
dans le demi-plan supérieur, de plus 


u—0 sur (a, bn), 
ôu . 


Sy = sur (Dr, Gn+1). 


D'après le principe de symétrie (n° 42) la fonclion harmonique 
. admet un prolongement analytique à travers l’ensemble des 
segments (Dz, aä:+1), par conséquent, la fonction uw admet aussi un tel 
prolongement. La fonction prolongée uw s'avère donc bornée et 
harmonique à l'extérieur de l’ensemble des segments (ax, b4) et 
prend la valeur 0 sur ces segments. Ainsi, la fonction uw résout le 
problème de Dirichlet pour le plan duquel on a retranché les segments 
{ax, b:), pour les valeurs frontières nulles. D'après le théorème 
d’unicité de la solution du problème de Dirichlet, u = 0, ce qu’il 
fallait démontrer. 


$ 4 APPLICATIONS 


Nous considérons dans ce paragraphe les applications des métho- 
des de la théorie des fonctions de la variable complexe à certaines 
questions de la théorie des équations aux dérivées partielles ainsi 
qu'aux problèmes de la mécanique des milieux continus et à certains 
autres problèmes posés ci-dessus. On opère avec des exemples concrets 
pour illustrer des procédés employés et des procédés nouveaux. 

56. Equations aux dérivées partielles. Ci-dessus nous avons 
étudié en détail Le lien qui existe entre la théorie des fonctions de la 
Variable complexe et l’équation de Laplace. Cette direction classique 
dans la théorie des fonctions remonte aux travaux d’Euler et surtout 
à ceux de Riemann. Cependant, ces derniers temps une attention 
particulière est portée aux liens qui existent entre la théorie des 
fonctions et d’autres équations aux dérivées partielles. Le présent 
numéro étudie certains de ces liens parmi les plus simples. 

1) Système de Carleman. Dans la théorie des équa- 
tions aux dérivées partielles on utilise avec succès, ces dernières 
années, des méthodes basées sur la représentation de la solution 
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sous la forme complexe. Ces méthodes ont été principalement dévelop- 
pées dans les travaux de 7. Vékoua, L. Bers et S. Bergman. Comme 
exemple nous donnerons avec Vékoua une telle représentation pour 
un système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre: 


2 

= — + ou + du, (1) 
où a, b, cet d sont des fonctions continues des variables x et y dans 
un domaine D. 

Le système (1) est une généralisation des conditions de Cauchy- 
Riemann (pour a=b—c—d—0nousretrouvons ces conditions); certains 
problèmes de la théorie des enveloppes élastiques, de la dynamique 
des gaz et d’autres chapitres de la mécanique des milieux continus 
s’y ramènent. Ce système a été pour la première fois considéré par 
Torsten Carleman (1892-1949) qui a démontré un théorème d’unicité. 
de la solution, analogue au théorème 1 du n° 20. Vékoua.a fait 
une étude détaillée du système (1) et de ses applications [15]. 
Pour plus de simplicité, nous supposerons partout dans la suite 
que les fontions u et v possèdent dans le domaine D des dérivées. 
partielles continues. Pour établir les formules de représentation, 
il est commode d’user des opérateurs de la dérivation complexe 


DR RES EUR Past 2) 9 
slam) Geo toi: (2) 
Par exemple, le premier d’entre eux appliqué à une fonction complexe 
w = u + iv donne: 
ôw __ 1 fO(u+iv) . O(u+iv) \ __ 1 Ou _ dv 4 (? ôv \ . 
er (ET La re = (= mn) ++ ta) 
En particulier, les conditions d’analyticité de Cauchy-Riemann 


ôu ôv 
Ge op os 


re ôw 
s’écrivent sous la forme Æ 0. 
YA 


Donnons d’abord la formule de représentation d’une fonction 
quelconque w (z) — u + iv possédant dans un domaine D des dérivées 
partielles premières continues. Pour cela nous avons recours à la 
formule de Riemann-Green qui à l’aide des symboles (2) s’écrit 
sous la forme 


77 [u@at- || dEan, (3) 
C D 
où & — E + in et C est la frontière de D. Pour les fonctions analy- 
tiques _ = 0 et la formule (3) exprime évidemment le théorème 
de Cauchy. 


Ensuite, agissant exactement comme pour établir la formule 
intégrale de Cauchy (n° 14) à partir du théorème de Cauchy, retran- 
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chons du domaine D le voisinage d d’un point fixe z de frontière 
la circonférence c de petit rayon. Appliquons au domaine D X d 


et à la fonction ”®@) ja formule (3); nous trouvons: 


G—z2 
1 fwD y 1(v0 y ((G2v Œan 
2i Ï C— 32 de 2i Ï b—2 æ=\] dE L—z ‘ 


Faisant tendre le rayon du voisinage vers zéro, nous voyons, 


comme au n° 14, que la limite de l'intégrale | 2 dt est égale 


(a 
à 2niw (z) et, par conséquent, nous obtenons la formule de représen- 
tation que nous cherchions : 


“fees tif © 


Pour les fonctions analytiques l'intégrale double disparaît et nous 
retrouvons la formule intégrale de Cauchy. 
Appliquons cette formule aux solutions du système (1) de Carle- 


man. À l’aide des dérivées complexes (2) ce système s'écrit sous 
la forme d’une équation complexe: 


ôw 


= = Aw+ Bu, (5) 


où w=ut+iv, À = (a+ d+ie—ib) et BE (a — d + 


+ ic + ib). Ainsi, la formule (4) donne la représentation complexe 
des solutions du système (1): 


1 BOvwE 
LISE 1 (APE OE ga (6 
D 


2m —_ 
€ Los 


Donnons une formule plus commode de représentation complexe 
des solutions du système (5) de Carleman. Soit w — w (z) une solu- 
tion quelconque de ce système et soit V l’ensemble des points de D 
en lesquels w — 0; désignons par M l’ensemble D X N. Posons 


A(z)+8B (2) re lorsque z appartient à M, 


0 lorsque z appartient à W'; 


x (2 = 


la fonction x (z) est continue séparément sur M et sur N et est 
évidemment bornée, car pour tout point z de D nous avons | # (2) | < 
< | A4 (2) | + | B (2) |. Ainsi, la fonction y (z) est intégrable dans 
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le domaine D, c'est-à-dire que l'intégrale 


(+ (IQ (7) 


a un sens. 
Il est aisé de vérifier (cf. n° 16) que la fonction © (2) est analytique 


à l'extérieur du domaine fermé D et que ® (œ) — 0. Démontrons 
qu’en point de continuité z de la fonction y (z) la dérivée complexe 

46 

= — Z 

Æ X (2) (8) 
existe. En effet, dégageons le voisinage d du point z limité par le 
contour c et représentons & (z) sous la forme d’une somme de deux 
fonctions &w4 (z) et œ,(z) continues dans tout le plan: 


1 dé d 1 dE d 
«@=+ [] 1.48 mn. 2 {] nes n 
N 


La fonction «4 (z) est analytique à l'extérieur de d, la fonction 
2 (z) dans d, donc 
1 1 1 1 
_ | & (2) = | @ (2) d3+ Î @Z (4) dz = + | @i(z) dz, 
È 


Lu C C 


où L est une circonférence de rayon suffisamment grand contenant D 
(nous avons utilisé le théorème de Cauchy d’après lequel la première 
intégrale, qui se trouve après le premier signe d'égalité, peut être 
remplacée par une intégrale prise le long de ZL et la deuxième est 
nulle). Remplaçant :; (z) par son expression et en intervertissant 
l’ordre d’intégration, nous trouvons: 


job — 5 | [ro dan (= — (Tr dan. 
d 


c d L 


Si l'on divise Les deux membres de cette égalité par l'aire s du 
domaine d et si l’on utilise la relation limite 
dw 


: 1 
momie 


qui découle de la formule (3) d’après le théorème de la moyenne; 
alors, à la limite, lorsque d — z, nous obtenons la formule (8) cher- 


chée. 
Considérons maintenant la fonction 


p (2) = w (2) (9) 


qui évidemment est continue dans D. Si z appartient à l’enserable M, 
alors, appliquant les règles de dérivation complexe du produit de 


$ 4, APPLICATIONS 321 


deux fonctions et de la fonction exponentielle (qui se vérifient 
facilement), nous trouvons: 


ôœp ôw 40 ee 

: —— —= ea(z) De LD —— — e2(2) A B — = 0; 
9z Es à ( DB UA) 

ainsi la fonction œ (z) est analytique sur l’ensemble M. On voit 

facilement qu’elle est aussi analytique sur l’ensemble N. En effet, 

la fonction w (2) est analytique en chaque point en lequel elle est 


nulle, car en de tels points, conformément à l'équation (5), on 


a _ = 0; donc pour chaque point z, de N le rapport 
Z 


p@—pG) _ PG _ VE joe) 
Z— 29 Z— 29 Z— 29 


a une limite, lorsque z —+ 2, égale à w' (20) e(), c'est-à-dire que 
o (z) est dérivable au point 2. 

Ainsi, la fonction œ (z) est analytique partout dans le domaine D. 
Remarquons enfin que, conformément à la formule (9), les zéros 
de w (2) coïncident avec ceux de o (z) et, d’après le théorème d’unicité 
{n° 20), l’ensemble NV de ces zéros ne peut avoir de points limites 
à l’intérieur de D. Par conséquent, cet ensemble n'influe pas sur 
l'intégrale de la formule (7) et cette formule peut être écrite sous 
la forme 


4 A (t)w (6) + B (0) w (€) 
o(=s (| TES EE œan 


La formule (9) donne maintenant la représentation complexe cherchée 
des solutions d’un système de Carleman à l'aide des fonctions analytiques 
® (2): 


B w 
w (= p(exp {-+ [| SOPOTOPE an} (9. (40) 
: D 


Cette formule a été obtenue par I. Vékoua et, indépendemment 
de lui, par Z. Bers (avec des conditions plus restrictives). Il en 
découle qu’en ce qui concerne les zéros et les pôles, les solutions 
d’un système de Carleman se comportent de la même manière que 
les fonctions analytiques : le théorème sur les zéros du n° 20 s'étend 
à ces solutions (ce que nous avons déjà remarqué plus haut), ainsi 
que le prinçipe de l’argument, le théorème de Rouché (n° 23) et 
d’autres théorèmes. Remarquons cependant que les propriétés géo- 
métriques des solutions d’un système de Carleman diffèrent essentiel- 
lement des propriétés des fonctions analytiques (**). 


(*) Le symbole exp a désigne ec. 
(**) Cf. PB. B. IMa6am, «O6 oTO6paxkeHœAX, OCYINECTBIAEMHX PeMEHAAMN 
Cucremn Kapnemasa»r, Vcnexn matem. Hayk, T. XI, Bit. 3 (69), 1956, 203—206. 
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2) Systèmes linéaires elliptiques. Consi. 
dérons un champ électrostatique de révolution dont les vecteurs 
se trouvent dans des demi-plans passant par un axe (que nous prenons 
pour axe des z) et ne dépendent que de la distance r à cet axe et de la 
coordonnée z le long de celui-ci. Evidemment ce champ est complète. 
ment décrit par un champ plan qui se trouve dans le plan des coor. 
données cartésiennes (r, z), mais ses équations diffèrent des équations 
données au n° 47. En effet, ayant recours aux expressions Connues 
de la divergence et du rotationnel en coordonnées cylindriques et 
désignant par £, et E, les coordonnées correspondantes du vecteur 
champ électrique E, nous écrivons les conditions d'absence de 


charges, le champ étant un champ irrotationnel, sous la forme: 
O(rE,) , ô(rEr) 6E,  0E, 
\9z gi ôr al 6 “ ôr * (11) 


De la même manière qu'aux n°% 46 et 47 nous concluons de ces 
conditions qu’il existe deux fonctions w (r, z) et v (r, z) pour lesquel- 
les 

d , ôu ôu 
7 DZ ? r ôr ? 2 — ôz 


ôv 
rE=) rE, = 


et qui sont, par conséquent, liées par les relations 


ARR. nt (12) 


Ces fonctions décrivent complètement le champ de révolution. 

Les équations (12) sont un cas particulier d’un système d’équa- 
tions linéaires aux dérivées partielles du premier ordre du type ellip- 
tique 


Vy = Az + (13) 


—Vx = dux + Cuy, 


où a, b, c, d sont des fonctions données des variables x et y satisfai- 
sant partout dans le domaine considéré D à la condition d'ellipticité: 


A=ac— (#5) >0 (14) 


8 Ses NE Re : êu 
(pour simplifier l'écriture, nous écrirons u,, . . . au lieu de m'* +): 


Certains problèmes de la dynamique des gaz, de la théorie de la 
plasticité, de la théorie de la flexion des surfaces et autres se ramènent 
également à ces systèmes. Ils ont été étudiés dans les travaux de 
TI. Vékoua, L. Bers, G. Polojy, B. Boïarski et d’autres auteurs, qui 
ont établi une série de propriétés apparentant les solutions de ces 
systèmes aux fonctions analytiques. La théorie des solutions des 
systèmes linéaires est la partie la plus simple de la théorie générale 
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des représentations quasi conformes (*). Il a été démontré dans 
Jes travaux des auteurs cités que le théorème d'existence des trans- 
formations, généralisant le théorème de Riemann (n° 28), est vrai 
our les systèmes (13) et que les solutions de ces systèmes possèdent 
toute une série de propriétés géométriques entièrement analogues 


14 v 


FIG. 126 


aux propriétés des représentations conformes. N'ayant pas la possi- 
bilité de donner dans ce livre une étude détaillée de ces résultats (**), 
nous ne donnons que quelques propositions simples. 

On peut démontrer (***) que le système (13) exprime géométri- 
quement la condition de transformation des ellipses infiniment 
petites du plan des z = x + iy de la famille 


VX — a) —2B(X —2)(Y — y) +a(Y — y} = ph, (15) 


aux infiniment petits d'ordre supérieur près, en des ellipses du plan 
des w = u + iv: 


Va (U — 0} — 284 (Ù — u) (V — v) + & (V — 0} = pihk, (157) 


(fig. 126), de plus les coefficients des équations des ellipses sont 
déterminés par les coefficients du système (13) d’après] les formules : 


ae = L b+d € 

Va” VA a dé 
a = ! pt, ds 

VA 2 VA VA 


} 


(*) CÊ. M. À. Jaepenmeee, (O6maA saJjaua TeOPHA KBASHKONŸOPMHHX OTO- 

PaxkeanË nxocKkux 06nacreñ», Marem. c6. 21 (63) (1947), 285-320, et «OcHoBnaa 

3aaua TCOPUH KBA3HKOHOPMHHX OTOGpa#keHHË n1ocKUX OOractreñ», Mas. AH 
CCCP, cep. marem., 12 (1948), 513-554, ainsi que [16]. 

(#*) Le lecteur pourra trouver dans le livre de L. Volkovyski [17] l'exposé 

Une série de résultats de la théorie l'néaire des représentations quasi conformes. 

(##*) Cf. B. B. Ha6am, «06 0606meNNEX peMeRHAX ONHOË CHCTEMEL YPAPHEHM 

D x uponsBonaHx», Marem. c6., 17 (59) (1949), 193-210 ou L. Volkovyski 
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(P, p1 > 1 sont les rapports des demi-axes, h, k; les demi petits 
axes des ellipses œy — B?= 1, ay, — ff=1, B = ac — by 
> À > 0)et, par conséquent, sont des fonctions données du point z, 
Nous formons la fonction de la variable complexe f (2) = u + à 
à l’aide des solutions u (x, y) et v (x, y) du système (13) et la trans. 
formation qu’elle réalise est appelée transformation quasi conforme 
associée à ce système. En particulier, lorsque les ellipses (15) et (15’) 
représentent des circonférences, c’est-à-dire œ—y—1, f—0 
et @; — Yi — 1, Bi — 0, il est facile de voir que le système (13) 
devient (avec la condition supplémentaire de conservation de l’orien- 
tation; comparer avec le n° 27) le système de Cauchy-Riemann, 
c’est-à-dire que les transformations quasi conformes deviennent 
des transformations conformes (*). 

On peut trouver pour les solutions du système (13) des formules 
généralisant le théorème de Cauchy (n° 12) et la formule intégrale 
de Cauchy (n° 14) (**). Pour la démonstration écrivons le système 
(13) sous la forme 


L lu, v] = au, + bu, — v, = 0, 
M lu, en 


et utilisons la formule de Green connue en analyse qui, pour le 
système considéré, s'écrit sous la forme: 


Î {uv — (bu* + cv*) u} dx + {(au* + du*) u + v'v} dy = 


C 


(13) 


= | {u*Lu, vu] +v*M [u, v] +ulL{u*, v*] + 
D 


+oM ju*, v*]} dr dy, (17) 
où C est la frontière du domaine D et 
Lu, v] = (au + dv), + (bu + cv),, 
M lu, vl = Ux — Vy 


(cette formule est vraie pour tout ensemble de quatre fonctions 
u, v, u*, v* qui possèdent des dérivées partielles continues et on 
l'obtient par intégration par parties de la même manière que la 
formule usuelle de Riemann-Green). 

Si l’on suppose que les dérivées partielles secondes sont continues; 
on peut alors exclure la fonction v du système (13) de manière 


(*) Comparer avec le caractère circulaire des transformations conformes 
(no 27). 

(**) Cf. B. B. Habam, «Teopema n bopmyna Komu xuA KBasmkonŸopMHHX 
oroGpaxenuÿ nuneñtux KaccoBr, JAH CCCP, 49:3 (1949), 305-308. Dans 
un cas particulier ces résultats avaient déjà été obtenus par G. Polojy. 
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LT Mes + 


qu'il se ramène à une équation du second ordre 
A lu] = (au, + bu,), + (du, + cu), = 0 (18) 


(nous utilisons la condition d'égalité des dérivées croisées v,, et v,,). 
Considérons également l'équation conjuguée de (18) 


AS [XI = (aX, + AX he + (bX4 + cX y), = 0. (19) 


Pour chaque solution X (x, y) il existe évidemment une fonction 
Y (x, y) liée à X par les équations 


L'IX, Y] = ax, + dX, — Y,, = oi 


MIX, Yl=bX,; +cX, +Y, = 0. (9) 
Puisque ce système ne diffère de (13) que par la permutation de 
bet d, les ellipses qui lui sont associées coïncident dans Le plan des z 
avec les ellipses qui sont associées au système (13) et dans le plan 
des w on les obtient à partir de celles-ci par une transformation de 
symétrie par rapport à l’axe des u (changement de signe de 1) ; pour 
b = d les ellipses coïncident. 

Utilisons maintenant la formule de Green (17) en supposant 
que w et v sont des solutions du système (13) et en posant u* — X,, 
v* — X,, où À et Y sont des solutions du système (20) ; nous trouvons 


| vdX + udY — 0. (24) 
C 
Nous résolvons ensuite le système (13) par rapport à u, et u,: 
Li lu, v] = —av, — div, — u, = 0, 
M lu, v] = —biv, — av, + u, = 0 
(ici da — 7 LATE 3) . Pour ce système, la formule ({7), dans 
laquelle uw est remplacé par v, v par u et les coefficients a, . .., d 
Par —a3, . .., —b1, est valable. Pour chaque solution de l'équation 
AS EXT = — (a XE + biXihx — (diXs + iXy)y = O  (19:) 


x 


il existe une fonction Ÿ! liée à cette dernière par les équations 
LEIXE, V1] = a Xi + biXi, — Yi, = a 


20 

MA LXE, Yi] = diXi + aXi + VE = 0. (20) 
Les ellipses associées à ce système coïncident dans le plan des z 
avec les ellipses associées au système (13) et dans le plan des w 
on les obtient de ces dernières par une transformation de symétrie 
Par rapport à la bissectrice du premier quadrant; pour B — 1 ces 
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ellipses coïncident. A la place de la formule (21) nous avons: 


fu dx — vayi = 0. (4) 
C 


Introduisons enfin les variables complexes Z — X + ;y1 
Z* = X1 + iY ; alors les formules (21) et (21;) peuvent être réunies 
en une même formule 


fuaz* + ivaz = 0 (22) 


C 


qui exprime précisément le théorème généralisé de Cauchy. 

Si en particulier les ellipses dans le plan des w sont des circonfé- 
rences (b = d, B — ac — b? — 1), alors les systèmes (20) et (20,) 
coïncident. Donc, dans ce cas on peut prendre Z* — Z et la formule 
(22) se simplifie: 


Î f() 4 = 0. 


C 


Si de plus les ellipses dans le plan des z sont des circonférences 
(système de Cauchy-Riemann), on peut alors prendre Z = z et nous 
retrouvons le théorème classique de Cauchy. 

Pour obtenir la formule généralisée de Cauchy, introduisons 
la «distance» associée au système (13) 


P (z, Z0) = 
= Vo — 20) — (bo + do) (x — 20) (y — yo) + ao (y — Yo), 


où dy, . . ., do sont les valeurs des coefficients au point Z, et au lieu 
de X nous allons considérer la solution de l'équation (19) qui possède 
au point fixe z, du domaine D une singularité du type In p (z, Zo): 


P' (2, zo) = Ÿ' (2; Zo) In p (2, 20) + Y” (2, 20) 


(y’ et y” sont des fonctions continues) et la fonction « conjuguée » 


Zz 


H (2, 2) = | — (OP + Ty) de + (al, + dT,) dy. 


En vertu de (19), cette intégrale ne varie pas pour une déformation 
continue du chemin d'intégration si de plus il ne passe pas paï 
le point z. Lorsqu'on décrit un contour autour du point % 
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çune fois dans le sens positif), Æ subit l'accroissement (*) 


lim | — (bT, + cT,) dx + (al, + dl,) dy — 
0 o(2, zo)=h 
= À (0) Ÿ co, 20) À 5e 
? ao Sin? t — (bo + do) sin t cos t+cpcos?t 


Si 


= 2nv’ (20 %) V A(zo), (23) 
qui est égal à 2n si l'on prend y’ (2%, Zo) = 1/V A (x). Ainsi, la 
fonction multiforme A (z, z) possède au point z, une singularité 
du même type que Arctg ne 

Appliquant la formule (17), dans laquelle on fait u* =, 


v* = V, et u et v sont des solutions de (13), au domaine D duquel 
on a retranché l’ellipse p (z, z0) & À, nous obtenons: 


{var + u dH = À: vd +udH. (24) 
C 


pCz, zo)=h 


Puisque lim | vdl —Oet, en vertu de (23), lim \ u dH = 2nu (2), 
h=0 k 


hk0 


nous obtenons de (24) à la limite, lorsque RO 


u (20) = 7 | v (0) del (2, 20) + u (5) GE (2, 20). (25) 
C 


On construit d'une manière analogue la solution de l’équation 
(19;) de singularité du type logarithmique, en passant au systè- 
e (20;): 
L° (2, 20) = Yi (3, 20) In p (2, 20) + Yi (2, 20) 
et la fonction multiforme 


Z 
H° (2, 20) = ( — (T4 + T4) dr + (aT£ + biTÉ) dy, 


dont l'accroissement pour un contour décrit autour de z0 est égal 
à 2x si on prend y (26 zo) — B (z0)/V À (zo). 


(*) Pour obtenir (23) il suffit de remarquer que lorsqu'on calcule la limite 
de l'intégrale, on peut remplacer dans cette dernière a, ..., d, y" et y‘ par les 
valeurs a, . ..,.dp, {fo Zo) et Y" (20; 0) ; on introduit alors le paramètre 
t au moyen des formules 


k cost : 
V/c0 co82 t— (bo+ do) sintcos t+apsinit | 
hsint 
V/co cos? t— (Bo E do) sin t cos t + apsin?t | 
L'intégrale ainsi obtenue se calcule d’une manière élémentaire. 


T— To — 


Y—Yo— 
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Alors on a à la place de (25): 
1 
V()= 3 | v (2) dH1 (2, 0) — u (2) del? (2, z0). (25,) 
€ 


Introduisant les fonctions complexes 
L(z, 20) = T (2, 26) + ëH? (z, 20), 
LE (2, 20) = LT (2, 2) + iH (2, 20), 
nous réunissons (25) et (251) en une même formule 


f (20) = | u (2) d,l* (z, 20) + iv (2) del (2, 20), (26) 
[H 


Ari 


qui précisément généralise la formule de Cauchy. 
Si les ellipses dans le plan des w sont des circonférences, on peut 
alors prendre l* = Z et la formule (26) se simplifie: 


f@) = | QI, 20). 
C 


Enfin, pour le système de Cauchy-Riemann on peut poser 
L = In (z — z0) et nous retrouvons la formule classique de Cauchy. 

Pour terminer donnons encore une propriété élémentaire du 
système (13). Si l’on introduit les «accroissements» correspondant 
au système 


dou b+d sa A 
Rene ay+i}/ La. 


Fe = b—d À 
Ro = V Bau— = a+: À Av 
V ave wtiy 4, 
alors il est facile de montrer que ce système exprime les conditions 
nécessaires et suffisantes d'existence de la « dérivée » 


HR NS Âw 1 _ b—d 4 
4 nn = — B x — = Vx i TR Vxfr 27 
f QG) . Àz Ve (d “ ti } “2 


où la limite ne dépend pas de la manière dont Àz tend vers zéro. 
Cette propriété généralise le théorème du n° 5 d’après lequel le 
système de Cauchy-Riemann donne les conditions nécessaires et 
suffisantes d’existence de la dérivée ordinaire — dans le cas parti- 
culier de a = ce — 1, b — d = 0 la « dérivée » (27) coïncide avec 
la dérivée ordinaire. 

3) Problème de Tricomi. On appelle équations dif- 
férentielles du fype mixte des équations aux dérivées partielles 
du second ordre qui, dans une partie du domaine dans lequel elles 
sont données, sont du type elliptique et dans une autre partie du type 
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hyperbolique. L'étude de ces équations est d’un très grand intérêt en 
aérodynamique des grandes vitesses car le changement de type de 
l'équation correspond, du point de vue de la physique, à la transi- 
tion de la vitesse du mouvement à des vitesses supersoniques. 
L'équation 


02 
De +0 (0) 0, (28) 
où 0 (y) = 1 pour y > 0 et 6 (y) — —1 pour y << 0, est une équation 


du type mixte simple (ainsi, l’équation (28) est du type elliptique 
dans le demi-plan supérieur et du type 
hyperbolique dans le demi-plan inférieur). Le 
problème de Tricomi (*) pour une telle équa- 
tion dans un domaine D, dont la frontière 
est formée par une courbe € appartenant 
au demi-plan supérieur et s'appuyant sur le 
segment (0, 1) et par les segments de droite 
L et Z, des directions caractéristiques de 
l'équation qui sont parallèles aux bissectri- 
ces des quadrants (fig. 127), se pose de la 
manière suivante: . FIG. 127 
Déterminer une fonction u (x, y) continue 


sur le domaine fermé D, qui vérifie l’équation (28) pour y 0, possède 
des dérivées partielles premières continues partout dans D, sauf aux 
points z — 0, z — À en lesquels elles peuvent devenir infinies d’ordre 
inférieur à 1, et prend sur les courbes C et L des valeurs données : 


p(£) sur C, 

L 0) = #(0)). 29 
ar (OS V(O) (29) 
Nous donnons une solution simple et élégante du problème due 

à A. Bitsadzé (1950). A l’aide d’une représentation conforme de la 


partie elliptique D, du domaine D le problème se ramène au cas 
1 


particulier où cette partie est le demi-cercle supérieur | z — à | < 3: 
y> 0. De plus, on peut supposer que œ (0) — Ÿ (0) — 

Dans la partie hyperbolique D, du domaine D, où }’ no (28) 
est de la forme 


êtu du 0 
ôx? Ou? _ ” 
a ——— 
(*) F. Tricomi a le premier posé et résolu le problème qui porte son 
nom pour l’équation 
ô?u ô?u 


Vs top 0 
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la solution uw (x, y), comme on le sait, peut être représentée sous 


la forme 
u=D(z+y)+Y(x— y) 


où ® et Ÿ sont des fonctions arbitraires (cf. I. Petrovsky [1]). Nous 
avons x + y — 0 sur L. Donc, en substituant cette expression 
de uw dans la deuxième condition (29), nous trouvons: 


D (0) + F (2x) = Ÿ (x) 
et, par conséquent, notre expression prend la forme 
u (x, y)=D(a+y)—D(0)+4 (TE). (30) 


De la condition de continuité de la fonction uw (x, y) nous obtenons 
que sur l’axe des x 


u (x, 0)= D (x) —®D (0) + (5). (30°) 


Dans la partie elliptique D, la fonction w (x, y) est harmonique; 
soit v (x, y) la fonction harmonique dans D;, conjuguée de u (x, y) 
et nulle au point (0, 0). Comme il découle de l'expression (30), 
dans D, nous avons: 


= De+p-rb (Et), 


« x eo DE êu 
d’où, d’après la continuité de — sur l’axe des x, nous trouvons: 


dy 
ôv ôu ’ EN 2 
mg VIH (S). 


Intégrant, il vient sur l'axe des x 
v(x, 0)=—D()+D(0)+v (5), 


et additionnant cette dernière avec l'expression qui donne u (x, O), 
nous obtenons | 


u(x, 0)+u(x, 0)= 2 (5) : (31) 


Posons maintenant 
u = U (x, y) + u2 (x, y), 


où les fonctions u, et u, sont respectivement les solutions des problè- 
mes aux limites 


; = p(£) sur €, -{ 0 sur C, (32) 
“ O0 sur L'; (zx) sur L. 


Pour la première de ces fonctions, en vertu de la relation (31) sur 
le segment (0, 1), nous obtenons: 


Ui (x, 0) + (21 (x, 0) = 0, 
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mais cela signifie que la fonction analytique 
f (2) = wi (x, y) + ii (x, y) 


transforme le segment (0, 1) sur un segment de droite w + 1 — 0 
æt, par conséquent, d’après le principe de symétrie, elle est prolon- 
geable à travers le segment (0, 1). On a de plus aux points du demi- 
cercle inférieur : 


fa (2) = — vi (x, —y) — il (x, —y), (33) 


puisque la symétrie par rapport à la deuxième bissectrice se ramène 
au remplacement de w1 par v,, de v, par u, et au changement de signe 
des deux coordonnées. Ainsi, la fonction f, (z) (avec son prolongement) 


> , de plus, en vertu 
des conditions (32), sur la demi-circonférence supérieure C est 
connue sa partie réelle Re ÿ, (&) — œ (£) et sur la demi-circonfé- 
rence inférieure C*, en vertu de la relation (33), sa partie imaginaire 
Im f, (£) = — œ (Ë). Ainsi, la fonction f, (z) est reconstituée d’après 
la formule (15) de Keldych-Sédov (n° 54) qui, pour le cas considéré, 
prend la forme (*) 


1 2(—7 OX, z(—7) y Odé 
h@= 7 1V ren eee VS ee nus 


Remplaçons dans la deuxième intégrale la variable & par 6, nous 


obtenons : 
Lost ;, 2(1--2) po) 
2! a: jy 22e &—z do. 


C* (H 


est analytique dans le cercle | z — 7 | 


Posons arg © — {; puisque sur € nous avons © = eï!.cos t, alors 
© = e-2ito. Mais et — 2 cos? { — À + 2i sin £ cos { = 26 — À, par 
conséquent, © — . Substituant cette dernière dans l'intégrale 


[0] 
20 — 1 
précédente, nous trouvons: 


DEL. 


Désignant la variable d'intégration de nouveau par & et réunissant 
l'intégrale obtenue à la première intégrale (34) nous trouvons: 


1 z(1—2) 1 
n@= (VS er) VO. (85) 


z —1 


Z 


{*) Nous prenons a = 0, bi —1; alors g(z) = 74 
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Considérons maïntenant la fonction analytique 
fa (2) = u2 (x, y) + iv (x, y). 


D'après le principe de symétrie, elle se prolonge à travers la demi-. 
circonférence C dans tout le demi-plan supérieur, car, en vertu 
de la condition (32), w, — 0 sur C. Conformément à ce principe, 


aux points x et = de l’axe réel, symétriques par rapport à C. 


la fonction f, prend des valeurs symétriques par rapport à uw» = 0, 
c’est-à-dire qui diffèrent par le signe de w,: 


fe) = —u (gs 0) + iv (5 0). 


Maintenant, tenons compte de ce qu’aux points du segment (0, 1} 
on connaît 


Re (1—i) f()= u2(æ, 0) + va(x, 0) = 24 (5) 
et qu'aux points des demi-droites (— oo, 0) et (1, ) on a 
Fm (1 — à) f2 (x) = ve (= 0) + Ua — 0) = 2 (<=) . 


Donc la fonction (1—:;)/,(z) est reconstituée d’après la formule de 
Keldych-Sédov pour le demi-plan (cf. (6), n° 54). Après de simples 
transformations nous trouvons : 


1 ———— 
; _ 2 : z(1—2) 1 Î t | 
(1— à) RUE V4 t(1—t) (— — 5%) L (>) dt. (36) 
Il est clair que la fonction que nous cherchons est (*) 
u (2) = Re{fi (2) + f2(2)}, (37) 


où 1 (z) et f, (z) sont données par les formules (35) et (36) ; on peut 
démontrer que la solution que nous venons de trouver est unique. 

Se référer au travail de A. Bitsadzé [19] pour une étude détaillée: 
de ce problème et d’autres problèmes se rapportant aux équations 
du type mixte (28). 

57. Problèmes d’hydrodynamique et de dynamique des gaz. 
1) Aile mince. Nous avons vu (n° 49) que le problème de 
l'écoulement autour d’un profil quelconque se ramène à celui de la 


(*) Dans la Er elliptique D; ; dans la partie hyperbolique D:, u (x, y} 
est de par la relation 


ue ut 0 (LE) +6 (LE) 
résultant de (30) et (30°). 
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représentation conforme de l'extérieur de ce profil sur l'extérieur 
d’un cercle. Cependant, la construction pratique de cette représen- 
tation est souvent laborieuse, et c’est pourquoi on doit se contenter 
de solutions approchées de ce problème. Comme exemple d’une 
telle solution considérons celle donnée par L. Sédov (*) au problème 
de l'écoulement autour d’une aile mince. 

Supposons que le contour d'une aile C soit donné par les équations 
y = Fi (x), —a < x < a, et que ce contour diffère peu du segment 
{—a, a) (fig. 128). Supposons que l'aile soit investie par un fluide 


Vœ 
ET - 


ÿ=A(R) 


=F-@) 
ni Li a æ 


FIG. 128 


animé d’un mouvement de translation de vitesse v. à l'infini et 
faisant avec l'axe des x un petit angle d’attaque «. Le potentiel 
complexe est donc cherché sous la forme 


D = LVoe iz + W, (1) 
où W = UÙU + iV est une fonction inconnue. Nous avons: 
Im © = v, (y cos &« — x sin &) + V (x, y) 


et, comme C coïncide avec une ligne de courant, sur cette dernière 
Im © a des valeurs constantes, à savoir nulles. Aussi sur C 


Vo {F4 (x) cos « — x sin œ} + V{x, F4 (x)l = 0. 


Tenant compte de la supposition faite sur la proximité de C 
du segment (—a, a) et sur la petitesse de l’angle &, nous remplaçons 
dans cette condition cos & par À, sin @& par « et écrivons la condition 
sur ce segment, substituant en particulier V (x, 0) à V {x, F, (x)]; 
nous obtenons des conditions sur les deux bords du segment: 


V (x, 0) = vs {xx — F, (x)}. (2) 


Puisque le potentiel complexe du champ peut être une fonction 
multiforme, il est: donc plus commode de considérer sa dérivée 
dW _oU | ,o 


ne TS + te u + iv qui est manifestement uniforme. 


(*) JT. MH. Ceûos, «Teopna nxocknx HABHKEHAË NJeAIBHON KUAKOCTHY, M., 
OGoponrus. 1939; cf. aussi sa monographie [8]. 
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Ainsi, le problème est ramené au problème suivant: déterminer 
une fonction analytique à l'extérieur du segment (—a, a), nulle à l’in- 
fini, dont la partie imaginaire v (x, y) prend des valeurs données 
sur les bords supérieur et inférieur de ce segment: 


Ni Vo La — Fi (x)]= ut (x), (3} 
ox Vo ft — FT (x)]= 0" (x). 
Ce problème se résout par une méthode analogue à celle qui 
nous a permis d'établir la formule de Keldych-Sédov (n° 54). Posons 
dW 
dz = f1 (2) + fo (2), 


où f1(z) et f2(z) sont des fonctions analytiques à l'extérieur du 
segment (—a, a), nulles à l'infini, dont les parties imaginaires. 
vérifient respectivement les conditions aux limites 


_ EL Ut — uv 
Vi= —Vi—= 2 , 
et (4} 
n = vtr 
V9 —= V9 — 9 . 


Considérons ensuite la branche de la fonction g (z) = V= qui 
sur l’axe des x, pour z — x > a, prend des valeurs positives (évidem- 
ment cette branche est uniforme à l'extérieur du segment considéré). 
Sur les bords de la coupure cette fonction prend des valeurs purement 
imaginaires de signes différents : 


(= (Di. (5) 


Construisons la circonférence L de centre à l’origine des coordonnées, 
de rayon À suffisamment grand et appliquons la formule intégrale 
de Cauchy au domaine doublement connexe de frontière cette cir- 
conférence et la courbe ! qui contient à son intérieur le segment: 


heet)= gr | AIO à. (6) 
IÛUL 


6 


Or, puisque pour z— co, les fonctions fi (z) — 0 et g(z) —+ 1, 
l'intégrale prise le long de Z tend vers zéro lorsque À —+ co. En vertu 
des conditions (4) et (5), le produit vg (z) prend les mêmes valeurs 
sur les bords opposés de la coupure, donc les intégrales de cette 
fonction prises le long de ces bords se détruisent. Aïnsi, lorsque 
R — o et 1 se réduit au segment, la formule (6) donne à la limite: 


Lo VE eye (®) 


— 
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On voit de cette formule que, sur l’axe réel, pour 121%, la fonc- 
tion 1 (z) prend des valeurs réelles. Il découle du principe de symétrie 
que les conditions de symétrie suivantes ont lieu: 


ui (x , —ÿ) = — U (x, y), 4 (x, —y) = — Vs (z, y)- (8) 
Appliquons maintenant la formule de Cauchy au même contour 
LUtet à la fonction jf; (z): 


f1(2) = ER jee 


En vertu des conditions (8) et à lorsque À — o et L se réduit 
au segment (—a, a), la formule précédente donne à Ja limite 
a 
1 ut — 0 

RO Ent (9) 

-a 
D'une manière tout à fait analogue, appliquant la formule 
de Cauchy à la fonction jf; (z), nous trouvons que sur l’axe réel, 
pour | z | > a, cette fonction prend des valeurs purement imaginaires 
et, par conséquent, les conditions de symétrie suivantes ont lieu: 


Uo (æ, — y) — — Ua (2 y), Le (x, — y) — Us (x, y). (10} 
Partant de la formule 


z—a _ fa (8) T—a 
RG) y + x), er reel 


nous obtenons comme précédemment d’après les conditions (10): 


Om V IV 00 


Additionnant (9) et (11), nous trouvons la solution du problème 
sous la forme: 


a Le — 
dW _ 1 v+— v— 4. z+a v+ + ur = 
dz = | E—2 sx y À | E— 2 a+£ dE. (12) 
-a —a 
Cette formule donne la répartition approchée des vitesses d'un 
écoulement fluide autour d’une aile mince. On voit notamment que. 
dans le voisinage du point à l'infini, on a le développement 
dW T-LiN 1 
dz Zu mA 
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du point de vue physique, sont la circulation et le flux (*) cal. 

culés respectivement le long et à travers tout contour contenant 
l’aile à son intérieur (cf. n° 46). 

La méthode se généralise au cas des valeurs frontières Im à 

Z 

données sur les bords d’un système de segments (a;, b3), k — 


= 1, 2, ..., n, de l’axe réel. 

2) Ecoulement d’un gaz autour d'un corps. 
Pour les grandes vitesses de vol des avions, qui sont comparables 
avec la vitesse du son, la compressibilité de l’air commence à avoir 
une influence essentielle. C’est pour cette raison que les méthodes 
d’hydrodynamique classique, pour laquelle le milieu est supposé 
incompressible, sont inapplicables et nous tombons dans le domaine 
de la dynamique des gaz. 

Les équations fondamentales de l'hydrodynamique se compliquent 
essentiellement dans ce cas. L’équation de continuité div pV — 0 
(p est la densité du milieu), qui dans le cas d’un milieu incompressible 
se réduit à la condition div V = 0 (cf. n° 46), s'écrit maintenant 
sous la forme 


divpv = 26 + 0 (13) 


{nous nous limitons à des écoulements plans permanents). 11 découle 
de (13) l’existence de la fonction de courant v — v (x, y) telle que 


ô ô 
PV Por PVy— — Po: (14) 


où ps est une constante. 

La condition d’absence de tourbillons rot V — 0, que nous 
imposons supplémentairement, s'écrit de la même manière qu’au 
numéro 46 et conduit à l'existence de la fonction potentiel u — 
— u (x, y) telle que 

ôu êu 
Ve Vi (15) 
Comparant (14) et (15) nous sommes conduits au système d'équations 
de la dynamique des gaz: 


CR PU A EL (16) 


qui dans le cas d’un milieu incompressible p = p, se ramène au 
système de Cauchy-Riemann. 

Le système (16) est incomplet car on ne sait pas comment varie 
la quantité p. 11 faut ajouter à ce système les équations du mouvement 
qui, pour des suppositions supplémentaires d’après lesquelles la 


(*) Il est facile de voir que dans les conditions admises N = 0. 
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densité p ne dépend que de la pression p (condition d’isentropie) 
et il n’y a pas de forces extérieures, ont la forme 


grad - v?— + grad p, (17) 


où a — VE est la vitesse de propagation du son dansile milieu (*). 
L'équation (17) admet une intégrale (dite intégrale de Bernoulli) 


1 y dp 
vd + [= const. 


Supposons enfin que l’écoulement soit adiabatique, c'est-à-dire que 


p = kp*, (18) 
€ 
où ketx — _ (rapport des capacités calorifiques) sont des constantes 
D 
caractérisant le gaz. Pour ces suppositions LR © RE a? 


k—1 K4—1 "7? 
en outre la constante du second membre dans l'intégrale de Bernoulli 


Es 4 ns : : 
peut s’écrire sous la forme T Vhaxs OÙ Vmax est la vitesse maximale 


possible correspondant à la valeur a — 0. Par conséquent, l'intégrale 
de Bernoulli prend la forme 


1 1 1 
a PT x—i = Vmax. (19) 


Substituant a?—k%xp*-t nous trouvons de (19) p*-1— const x 


p=n(1-5)"", (20) 


où la constante ps est la valeur de la densité pour V = ©, 
. . r _ êu\?2 êu\? , S . 

Ainsi, p dépend de V — y (#) + (5) , c'est-à-dire que le 
système (16) n'est pas linéaire; c'est ce qui explique la complexité 
des problèmes de la dynamique des gaz. 

On peut ramener le système (16) à une équation du deuxième 


ordre par rapport à la fonction w. Pour cela écrivons l'équation 
de continuité sous là forme 


div (eV) = p div V + (V, grad p) = 0. (13) 


—__—_—————_—_—— 


,. (*) Cf, par exemple, N. Kotchine et I. Kibel [6], tome II, chapitre 1, pour 
l'établissement des équations (17) et d’autres relations. 


22—0149 
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Remplaçons maintenant V par grad x et substituons grad p tiré 
de l'équation (17); nous obtenons: 


Au—}(V, grad V2) —0, 
où A — div grad est l’opérateur de Laplace. Substituant V?— (5) a 
+ (5) et développant le produit scalaire, nous obtenons l’équa- 
tion cherchée 
2 2u,u u? 
(1) D — ge uay+ (1—-+) Uyy = 0 (21) 


(pour la commodité de la lecture, les indices désignent les dérivées 
partielles). Cette équation est une équation quasi linéaire aux déri- 
vées partielles du deuxième ordre. Si on prend pour la vitesse du 
son a — œ, elle coïncide alors avec l'équation de Laplace; pour 
les vitesses subsoniques (V << a), elle est du type elliptique, pour 
les vitesses supersoniques (Ÿ >> a), elle est du type hyperbolique. 

Donnons deux méthodes approchées de résolution des problèmes 
d'écoulement d’un gaz autour d’un profil. 

3) La premièreméthode, celledeJanzenRayleigh, 
a été créée pendant la première guerre mondiale et concerne le 
cas où la vitesse d'écoulement est assez petite par rapport à la vitesse 
du son. Ecrivons l’équation (21) sous la forme 


1 
Uxx + Uyy = Æ (ua + Zusxylaly + UyyUy) (22) 
et prenons pour vitesse du fluide qui investit le profil Vs = {. 
Alors l'intégrale de Bernoulli (19) donne une première fois aë — 
= (Vhax — 1), une seconde fois 


1 Mio —1 
Re RS M RE ME di 4) lus 


5 — 2 
Pt ME + —1) 


où M, = —. Si l’on substitue ce développement dans l’équation 


(22), alors cette dernière contiendra M comme paramètre. Ayant 
ceci en vue, nous cherchons la solution de l'équation (22) sous la 
forme de la série 


= 0 + Miul + Miui +... 


où u* = u* (x, y) sont des fonctions inconnues, 
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Substituons cette série dans (22) et identifions les coefficients 
des mêmes puissances de M4 ; nous obtenons le système d'équations: 


Uhr + Upy = Uxx (Us)? + 2usueuy + Un (uy)?, 


+ 


Ux + Uyy = 0, 
| (23) 
La première d’entre elles est l'équation de Laplace et les autres 
les équations de Poisson Au” — f, (x, y) dont les seconds membres 
sont définis dès que l’on résout les équations précédentes (ces équa- 
tions deviennent de plus en plus compliquées au fur et à mesure 
que leur numéro augmente). La condition aux limites est de la forme 


ôu0 ôul : 
ne = gn =... 0 sur le profil 


et exprime la condition d’écoulement autour du profil. 

La fonction u° (x, y) est le potentiel des vitesses de l’écoulement 
d’un fluide incompressible autour d’un profil. Nous la supposons 
connue et nous nous bornons à indiquer comment déterminer le 
premier terme correctif ul (x, y). 


Pour cela représentons la fonction harmonique u° comme la partie 
réelle d’une fonction analytique f (z): u° — 1 (f + f), d'où nous 


trouvons u} — te LP), cu 5 (ff — f),... Nous représen- 
tons la fonction u! sous la forme ul! = F (z, z) et, usant des symbo- 
les de dérivation complexe _ et L (cf. n° 56), nous trouvons 

Z 


°F ôF 0F ôF 
1 _ Ô0F ES , 
Ux— mt Uy (5 —): 


Substituant ces expressions dans la deuxième équation (23), nous 
représentons cette équation sous la forme complexe: 


o?F V1 Just 
Cererm N un à 1e (24) 


Il est facile d'écrire la solution générale de l’équation (24) si 
l’on se rappelle que pour la fonction analytique f nous avons A — 


ôz 
(cf. n° 56), et pour la fonction conjuguée à = 0; donc, pour l'inté- 
gration par rapport à : Z, on peut supposer f constante et pour l’intégra- 
tion par rapport à z, f constante. En vertu de ce qui vient d’être 
dit, nous intégrons (24) d’abord par rapport à z puis par rapport 


à 2 et nous trouvons: 


But = 8 =fg+fe+h+h, (25) 
22% 
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où g — | f'?dz, g — \ f'?dz sont des fonctions connues, À et A des 
fonctions analytiques arbitraires respectivement de la variable z et z, 


avec À (2) = À (2). 

Ainsi la fonction k + k est harmonique; sa détermination se 
ramène à la résolution du problème de Neumann (cf. n° 44), car 
les valeurs frontières de sa dérivée normale sont définies par la condi- 
tion aux limites 2 = (, 

La méthode de Janzen-Rayleigh a été appliquée et perfectionnée, 

pendant les années quarante, par de nombreux auteurs qui à l’ aide 

Fe méthodes de la théorie des fonctions de la variable complexe 
ont résolu le problème d'écoulement d’un gaz autour des profils 
principaux. 

4) La méthode de Tchaplyguine, la seconde 
méthode approchée de résolution du problème d’écoulements subsoni- 
ques des gaz autour des profils, est basée sur l’idée énoncée dans 
un travail classique de S. Tchaplyguine «Sur les jets gazeux» (1902) 
et consiste à remplacer la courbe adiabatique p — kp* (x > 1) 


par l'hyperbole p = a + LA en outre, les constantes & et b sont 


choisies de manière que l’hyperbole soit tangente à la courbe adiaba- 
tique ea un point quelconque. Ce procédé correspond au remplacement 
d’un gaz réel par un gaz fictif pour lequel x — —1, ce qui permet 
de simplifier énormément l'appareil mathématique. 

Pour établir les équations nécessaires, introduisons le plan de 
l'hodographe (V;, V,) et dans ce dernier les coordonnées polaires 
V, 8 (module de la vitesse et | angle du vecteur vitesse avec l'axe 
des V,). Alors nous avons V, = V cos 8, V, — V sin 6 et, en vertu 
du système (16), nous trouvons 


du+ à À do = (Va de + Vy dy) +i(—Vy dx + V, dy) = Ve-i® dz, 


où comme toujours dz—dx—+idy. Remplaçant du par 7 dV+ 


+ _ d6 et, de la même manière, dv, nous trouvons 


Horn). terme 
F2 Gr+i Sr): ES AT D). 


ô2z ê?z 


i érivé isées —— ee rès 
Egalons maintenant les dérivées croisées 7007 À 3750: 4 


simplification nous trouvons : 


(+ ie 7) = 7 (+i 0) Hi (Se) 
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La séparation des parties réelles et imaginaires nous donne les 
équations de l’hodographe 
Qu d Po \ Ou PoV dv 
Var ()e 5 a Ft 
qui sont linéaires par rapport à V et à 0 (coordonnées polaires du 
vecteur vitesse). Les équations (26) ont été obtenues par Tchaplyguine 
qui, tenant compte de leur linéarité, a résolu toute une série de pro- 
blèmes importants de la théorie des jets gazeux (*). 


Pour x — —1 l'intégrale de Bernoulli (20) prend la forme p — 
= Po (4 — 7 ) 2, et la substituant dans les équations de l'hodo- 
Vmax | 


graphe (26), nous trouvons: 


ou 4 V2 ôv dv V” V2 ju 
m VV! Vaax 0” 0 4 Vadx 00 © 


max 


Introduisons une fonction du module de la vitesse 


av 2e PTE 
LA 1—— | max + max — 
max 


uis LL Leabyyi— V2 t. d'u due 
PUISQUE gr Sp  Wyr — 07 VE et, ne manière ana- 


logue, pour , les dernières équations se mettent sous la forme 
ôu _ dv dv ôu 
“00  0W°' © oW' 
c’est-à-dire qu'elles coïncident avec les équations de Cauchy- 
Riemann. 

Ainsi, u + iv, pour les suppositions faites, est une fonction 
analytique de W — i0, et toute fonction pareille définit un certain 
courant de gaz. 

Cette circonstance permet de construire d’une manière efficace 
des classes très larges de courants de gaz et, en particulier, de ceux 
autour de certains profils. 

Cependant, le problème de la détermination d’un courant de gaz 
autour d'un profil donné est, dans les termes des variables de l’hodo- 
graphe W et 6, un problème aux limites non linéaire très difficile 
(cf. le renvoi de cette page). C’est pourquoi des méthodes 


(*) Malheureusement, le passage au plan de l’hodographe qui donne un 
gain du point de vue de la linéarité des équations comporte une perte du point 
de vue des conditions aux limites — ces conditions dans le plan de l’hodographe 
ont en général une forme Ga Lo C'est pour cette raison que la méthode de 


l’hodographe n'est. pas universelle. 
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approchées ont été mises au point (S. Khristianovitch, T. Karman 
et H.S. Tsien) pour les calculs pratiques pendant les années quarante, 
Elles sont basées sur l’idée suivante: on construit un courant autour 
d'un profil « voisin » du profil donné et on donne la règle du calcul 
du courant autour d'un profil par rapport au courant autour d’un 
profil voisin (*). 

98. Théorie des charges creuses. Ces dernières années, les métho- 
des de la théorie des fonctions de la variable complexe ont trouvé 
une nouvelle application inattendue dans la théorie de ce phénomène 
très intéressant qu'est la charge creuse. 

Réalisons l'expérience suivante. Disposons des charges cylindri- 
ques de même hauteur (15 cm) et diamètre (4 cm) au-dessus d’une 
plaque d'acier de 20 cm d'é- 
paisseur. Les charges a) et b) 
sont continues. Les autres pos- 
sèdent une excavation conique, 
la concavité en regard avec la 
plaque; en outre, pour les 
charges e) et f), les excava- 
tions sont revêtues de cônes 
en acier d’une épaisseur de 
4,5 mm. Les charges a), c)et €) 
sont posées sur la plaque tan- 
dis que les autres se trouvent 
à une distance égale à 1,5 dia- 
mètre de la charge ; l’amorçage 
des charges se fait à partir de 
A (fig. 129). On a représenté sur la fig. 429 l’action de ces charges. 
Notons l’augmentation paradoxale de la perforation dans le cas f), 
lorsque l’excavation conique est revêtue d’une enveloppe en acier 
et que la charge est éloignée du cible. 

L'effet de l’augmentation de l’action de perforation dans le cas 
d’une excavation (cas c)) avait été découvert dans la seconde moitié 
du XIXe siècle. Cependant, l’application de cet effet ne se limitait 
qu’à certains problèmes techniques de l’industrie minière. L’augmen- 
tation considérable de l’action de perforation en présence d’un revête- 
ment métallique a été découverte plus tard et le premier brevet 
d'application de cet effet aux obus perforants remonte à 1914. Ce 
n’est que pendant la dernière guerre que cet effet a trouvé de nombreu- 
ses applications. C’est à cette même époque que remonte la création 
de la théorie de la charge creuse qui, la dernière décennie, a connu 
un grand développement dans de nombreux pays. 


FIG. 129 


(*) Cf. C. A. Xpucmuanoseuu, «O6TekaHue Tex rasaM" npu GOJIBINUX AO3BY” 
KOBHIX CKOpOCTAXx», Tpyns LATU, Brmr. 481, 1940, ainsi que [6], II, pp. 122-139. 
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1) Conditions physiques de la théorie. 
Avant d’énoncer les principales conditions de la théorie, notons 
quelques faits expérimentaux simples se rapportant à l'explosion 
et à sa portée. 

Dans les expériences citées ci-dessus, on disposait des charges 
d’explosifs brisants (trinitrotoluène, hexogène, penthrite, etc.) qui 
sont caractérisés par les propriétés suivantes. Si, dans une petite 
zone de la substance se crée une pression suffisamment élevée (amor- 
çage), alors une onde de transformation de cette substance, onde 
de détonation, commence à se propager à partir de cette zone. A l’avant 
du front d'une telle onde, nous trouvons une zone de repos et à l’arrière 
les produits de dissociation qui se trouvent soumis à une pression 
de l’ordre de 100 000 à 200 000 atmosphères ; la vitesse de propaga- 
tion de l’onde est de l’ordre de 5 à 10 km/s. Dans les recherches 
théoriques l’épaisseur du front de l’onde de détonation est d'ordinaire 
négligée : les expériences montrent qu’en pratique elle est réellement 
petite si on la compare à d’autres dimensions caractéristiques. Notons 
que la théorie complète de la détonation a été créée il y a relative- 
ment peu de temps et, aujourd'hui, elle entre dans la partie de la 
dynamique des gaz consacrée aux mouvements discontinus (cf. [6] 
Ile partie, pp. 258-266). 

Donnons maintenant un bref exposé des éléments de la théorie 
de la première approximation des charges creuses de type f) à revête- 
ment métallique. On prend comme conditions de cette théorie les 
hypothèses suivantes : 

10, La détonation est instantanée et l’action de la substance 
explosive sur l'enveloppe se réduit à une impulsion dirigée perpen- 
diculairement à la surface du cône. 

2°. Le matériau de l'enveloppe ainsi que l'acier à perforer sont 
supposés des fluides parfaits. 

Ces deux hypothèses sont faciles à argumenter bien qu’à première 
vue il soit illicite de se représenter un acier de blindage comme un 
fluide parfait. Or, il s'avère que les pressions qui surgissent pendant 
l'explosion d’une charge creuse sont de l’ordre de 100 000 atmosphères 
et, pour de telles pressions, les forces de résistance et les forces plasti- 
ques constituent les centièmes parties des forces d'inertie. 

Dans les conditions adoptées, on peut se représenter le tableau 
qualitatif du phénomène de la façon suivante. A l'instant initial 
tous les éléments du fluide de l'enveloppe conique acquièrent une 
vitesse (de l’ordre de 2 km/s) dans la direction de l’axe du cône; 
il se produit un serrage du cône avec épaississement de ses parois. 
Lorsque l'élément s'approche de l’axe du cône, une partie en est 
exprimée et jaillit en avant comme le font les vagues de la mer 
lorsqu'elles pénètrent dans une baie cunéiforme. Il en résulte qu’un 
jet ténu (dard) jaillit du cône (fig. 130). Les calculs montrent que 
la vitesse d’un tel dard est d'autant plus grande que le cône est 
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effilé. On observe d'ordinaire des vitesses de l’ordre de 2 à à 10 km/s : 
dans certaines expériences, ces vitesses atteignent jusqu’à 90 km/s. 

En rencontrant le blindage, le dard y exerce une pression de 
l'ordre de 4 000 000 d’atmosphères, ce qui explique la validité 
du schéma du fluide parfait pour l'élaboration de la théorie de la 
perforation. Le tableau qualitatif de la perforation se distingue 
du tableau de la formation des jets seulement par sa direction de 
variation du temps (on remplace # par — t). Chose carac- 
téristique, au fur et à mesure du développement du pro- 
cessus, la longueur du jet diminue; pour chaque partie 
perforée, une partie du jet est consommée. 

2) Schéma hydrodynamique. Considé- 
rons le problème de la collision de deux jets, d’axe de 
symétrie commun, qui se déplacent l’un à la rencontre 
de l’autre. Ce problème se ramène à la détermination 
d’un écoulement permanent d’un fluide parfait dans un 
milieu à pression constante, qui satisfait aux conditions 
suivantes. Le long de l'axe de symétrie que nous prenons 
pour axe des x, un fluide de densité p; s'écoule de gauche 
à droite de façon que, lorsque x — —, le diamètre de 
la veine tend vers 2r, et la vitesse vers V1; de droite à 
gauche, le long de ce même axe s'écoule une veine fluide 
de densité p», dont le diamètre tend vers 2r>, lors- 
que æ—> —+oo. Les fluides ont des surfaces libres ZA et 
L: et une interface y symétrique par rapport à l’axe des 
æ; en outre, au point d’intersection avec l'axe, que nous prenons 
pour le point x — 0, les vitesses des deux veines sont nulles (fig. 131), 

Etant donné que l’écoulement 
est permanent, pour la pression p, 
d'après la formule (1) de Bernoul- 
li-Euler (n° 47), nous avons la 
relation 


FIG. 130 


p 
=A—H$V, (41) 


où À est une constante égale à 

la pression correspondant à 

Y = 0, c'est-à-dire au point 
= 0. Vu que la pression est FIG. 131 

constante dans le milieu exté- 

rieur, en partant de cette relation, nous avons sur la surface libre Z; 


Y = const — V1. 


Sur l'interface y, les vitesses V* et Y- des fluides, respective- 
ment de densité p1 et p2, doivent satisfaire à la relation 


01 (V*P = pa (V-Y. (2) 
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En s’éloignant vers + en restant sur y, nous voyons que V*— V,; 


d'après (2), nous obtenons que ve V; lorsque z —+ +00 sur y. 


D'où, d'une manière analogue à ce qui précède, nous concluons que: 
sur la surface libre Z, 


V=const= y/ 21 y. 
Pe 


Par 1à même, lorsque x —+ +co, la limite de la vitesse d’écoule- 
ment le long de l’axe des x de droite à gauche est déterminée: 


y Av (3) 


Cas plan. Etudions en détail le cas d’un écoulement plan et 
désignons respectivement par 


ee 


w = f2 (2) = Uz + iv 


(4) 


les potentiels complexes des écoulements frontaux. Tenant corapte 
de la symétrie des veines par rapport à l’axe des x, considérons leur 
partie supérieure où y > 0; alors les fonctions (4) réalisent les 
représentations conformes des domaines occupés par les fluides sur 
des bandes de largeur g1 et q2, où gi = Viri et g2 — Vor2 sont les 
débits. Les transformations (4) sont déterminées à des termes cons- 
tants près et il est clair que ces constantes peuvent être choisies 
de manière que les bandes dans le plan des w soient les bandes 


0O<Lv<qg et —g <v<0 


et que le point de ramification des courants z — 0, par les deux 
transformations, ait pour image le point w = 

Pour résoudre le problème, on demande de déterminer les courbes 
L1, Li et y et les représentations (4) correspondantes de manière 
que sur les courbes Z1 et L,, qui ont pour images les droites v = gs 


et v — —g,, on ait respectivement 
POLICIES 222 (5) 
et sur la courbe y qui a pour image le demi-axe positif des vw 
L@1= y 2180) (6) 


(fig. 132). Remarquons ençore que par les transformations considé- 
rées, les demi-axes négatif et positif des x ont respectivement pour 
images les bords supérieur et inférieur du demi-axe négatif de sorte 
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que 
argfi(z)}=0 pour x<0, 
argf,(z)=—nx pour x>0. (7) 
Pour simplifier la position du problème, considérons les fonctions 
G=Infi(z)=lnfilza(w))= Fit) (k=1,2), (8) 


où z=—z,(w) sont les fonctions inverses de (4). Ces fonctions 


FIG. 132 
doivent vérifier les conditions aux limites suivantes: respective- 
ment sur les droites v=g1 et u— —g; on a 
Re F(w)=1In V, et Re Fa(w) = In Vi++in Æ., (5°) 
2 


sur le demi-axe positif des uw 
4 ’ 
Re F, (2) = Re F (us) + In re Im F,(ux)=ImF;(w;), (6) 


où wx = fx (z), et sur les bords supérieur et inférieur du demi-axe 
uégatif des u 


Im Fi(w) = 0 et Im Fo (w) = —n. (7') 
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Puisqu'en vertu de (6) nous avons évidemment w: — pr 
on peut récrire (6’) sous la forme 


ReF, (Vu) = Re (w)+ 4 In 22 


bn F, (/ 8 w) Im Fi) (6") 


On voit de (6”) que la fonction F; (VE) + In # est le 
2 2 
prolongement analytique de F; (w) à travers le demi-axe positif 


des u. Ainsi, le problème se ramène à déterminer une fonction 


F (w) = FA (w) analytique dans la bande — q V2 << v < q; coupée 


suivant le demi-axe négatif des u, qui satisfait sur les côtés de cette 
bande à la condition 


Re F (w) = In V; = 0, 


car, sans restreindre la généralité, on peut supposer que Vi = 1, 
et sur les bords supérieur et inférieur de la coupure respectivement 
aux conditions 


Im F(w) =0 et Im F(w) = —1. 


Notons encore que pour Vi = 1, nous avons g = ri et, selon (5), 


P2 Pa 
2 =, Vire 
a VE dés re 


Puisque, en outre, d’après le sens mécanique du problème, la 
fonction Re F (w) doit être bornée supérieurement, la fonction 
& = F(w) doit réaliser la représentation conforme de la bande 
—Ts <'v<r1 coupée suivant un demi-axe sur une demi-bande 
avec la correspondance des points frontières qui est indiquée sur 
la fig. 132. Cette fonction se détermine de façon élémentaire. En effet, 
nous trouvons la transformation du demi-plan Im © > 0 sur la 
bande coupée avec la correspondance des points indiquée sur la 
fig. 132, à l’aide de la formule de Schwarz-Christoffel, exactement 
comme dans l'exemple 2 du n° 39 (*): 


_ — In @—1)+ 7% In (o+1)— LE In (o— a), 


NS TT . r . 
où a — >. La demi-bande est transformée sur ce demi-plan, 
1 


avec la correspondance voulue des points, d’après la formule © — 
= sin (5 — it) — ch Ë, donc la fonction inverse de la fonction 


(*) Dans l’exemple du n° 39, la correspondance des points diffère de celle 
donnée ici. 
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& = F(w) a la forme 


w=-+in(ché—1)+#1n (chô+1)— EE In ( 


71— T2 
(9) 
Connaissant la fonction F (w), nous trouvons, d’après la formule (8), 


J'@)= era, d'où 
= | e-Ftu) io (10) 
0 


(nous omettons l'indice À dans les notations des fonctions f et F). 

Nous pouvons déterminer la forme des jets ainsi que la répartition 
des vitesses d'écoulement en utilisant cette formule. 

Cas d'une symétrie axiale. Dans ce cas, on n’arrive pas à obtenir, 
sous une forme aussi achevée que dans le cas plan, la solution du 
problème de la collision des jets. Si l’on considère que la section 
axiale du courant est donnée par la fig. 131 et si l’on désigne par 
x la coordonnée sur l’axe et par y la distance à l’axe, on a le système 


ôv ou dv 
Ge UT ue (11) 

(comparer avec les équations (12) du n° 56) à la place du système 
de Cauchy-Riemann. L'étude des propriétés des solutions de ce 
système est du ressort de la 
théorie générale des représen- 
tations quasi conformes (cf. 
n° 56), insuffisamment déve- 
loppée. Nous devons donc nous 
borner à des considérations 
qualitatives générales de cette 
théorie et, en partant de celles- 
ci, obtenir des propositions à 
l’aide desquelles on peut édi- 
fier la théorie de la première 
approximation. 

Donnons plusieurs de ces 
considérations et propositions. 

40. Lorsque y —> +oo, les courbes Z4 et L, ont des courbures 
de signes différents et tendent asymptotiquement vers la droite 
y = x tg à + b. Ainsi, il existe un cône asymptotique vers lequel 
tendent les surfaces libres des veines fluides qui limitent une «nappe* 
(fig. 133). 

20, L'épasseur 6 de la bande comprise entre les courbes LA et Le 
tend vers zéro, lorsque y —+ +, de plus 


2nyô — ni + wi +n, (12) 


FIG. 133 
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où n est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à ô. Pour 
élucider le sens physique de cette relation, remarquons que son 
premier membre représente l’aire de la section de la nappe et que 
nr? et nr sont les aires des sections des jets lorsque z Æ + 
(cf. fig. 133). Loin du point de rencontre des jets, c’est-à-dire pour 
les | x | grands, les vitesses en tous les points des sections de chaque 
jet sont approximativement les mêmes (égales à V: pour le premier 
jet et à V: pour le second). Donc, la condition d’incompressibilité 
du fluide, qui s'exprime par la constance du débit, s'écrit pour 
chaque jet sous la forme nré & 2nyôr, où 62 est la largeur de la 
bande comprise entre L, et y (k — 1, 2; 6, + 6 — 6); en addi- 
tionnant ces deux relations nous trouvons (12). 

80. D’après le théorème de la constance de la quantité de mouve- 
ment, on peut obtenir une relation, importante pour la suite, entre 
les rayons des veines fluides, leurs densités et l'angle &. Considérons 
deux éléments de jet au voisinage de l’axe des x, lorsque x & co, 
assimilables à des cylindres de hauteur unité; leur quantité de 
mouvement résultante est dirigée suivant l’axe des x et est égale à 


Li = nparÎVi — np Vo. 


Après collision et un temps suffisamment grand, ces éléments se 
trouvent au voisinage du cône asymptotique et la projection de leur 
quantité de mouvement résultante sur l’axe des x est 


La = (np1rË Vs + np2ri V2) cos ©. 


D'après le théorème de la constance de la quantité de mouvement, 
nous avons {1 = Î:, d’où, en posant 


Fer, = (13) 
P1 
et en tenant compte de la relation (3), nous trouvons 
1— 2x2 2 1 1—cosa 
ir ET SN EeTT a 


Les propositions citées sont suffisantes pour élaborer des formules 
de calcul de la théorie approximative de l’effet de la charge creuse. 

3) Théorie de la perforation. Considérons le sché- 
ma déjà examiné de la collision de deux jets fluides dans un système 
de coordonnées par rapport auquel le jet de gauche (épais) est immo- 
bile. Par rapport à ce système de coordonnées, la vitesse du jet 
de droite, mobile, est égale à 


w = Vi + Vo = (1 + À) Ve. 


La vitesse du point de collision des jets V; qui, dans la théorie 
de la charge creuse, est la vitesse de pénétration (nous la notons &), 
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est donc égale à 
à 


Ainsi, la vitesse de pénétration des jets est toujours inférieure à la 
vitesse des jets. En particulier, si le jet et le blindage ont une même 
densité (À — 1}, alors la vitesse de pénétration est deux fois plus 
petite que la vitesse du jet. 

Il découle aussi de la formule (15) la proposition importante 
suivante: $i une section fixe du jet se déplace à une distance Æ, 
alors le point de pénétration du jet se déplace à la distance 


ro) à 
k=H-= TA, 


et le jet se rétrécit de la quantité 


H—h=H (1—5)= 4. 


1 
TER 
Ainsi, le rapport de la longueur de la partie consommée du jet h: — 
— H — h à la longueur de la partie perforée h est égal à 

7 H—h 1 


HT HR : 
d’où 


== 7/2 Ro. (16} 


En particulier, si les densités du jet et du blindage sont les mêmes, 
alors h = h2, c'est-à-dire que la profondeur de pénétration est égale 
à la longueur du jet consommé. 

La formule (16) s'accorde bien avec la supposition qu’un jet 
de l’effet de la charge creuse a une longueur finie. Supposons qu’une 
tige fluide cylindrique de diamètre faible par rapport à sa longueur 
heurte coaxialement une autre tige fluide cylindrique. Dans la 
période voisine à l'instant initial de la collision, nous avons un 
processus non permanent nettement exprimé. Cependant, en s’ap- 
puyant sur les principes généraux dont il a été question plus haut, 
on peut montrer que les phénomènes qui se déroulent à la tête du jet 
n’influent sensiblement qu’à une distance égale à 2 à 3 diamètres 
du jet. Quand un processus réel est voisin du processus permanent 
considéré plus haut, seule une partie insignifiante du jet (de quel- 
ques diamètres), que l’on peut négliger, est consommée. Donc, 
la longueur h, de la partie du jet consommée peut être tout simple- 
ment supposée égale à la longueur du jet et nous obtenons la formule 
approchée suivante de la profondeur de pénétration d’un jet de l'effet 
de la charge creuse : 


h — Le 0, (17) 


où a est la longueur du jet, p: sa densité et p; la densité du blindage. 
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4) Théorie de la formation du jet. Le schéma 
de collision de deux jets considéré plus haut, avec p; — p2, peut 
permettre de calculer les paramètres d’un jet de l'effet de la charge 
creuse. Dans ce but, introduisons un système de coordonnées mobile 
qui se déplace le long de l’axe des x de droite à gauche avec la vitesse 


14 à £ ; $ 
a. Dans ce système, la nappe conique se déplace suivant sa nor- 


male avec la vitesse W = Vtga, la vitesse du jet de la charge 


creuse s'avère égale à w — V + . En y portant V = W ctgaæ, 


h cos œ 
nous obtenons la formule de la vitesse d'un jet de la charge creuse 
en fonction de l'angle & et de la « vitesse de serrage» W du cône: 


w=W (1+ _— } ctge. (18) 


Il est également facile d’obtenir l'expression du rayon du jet 
en fonction de l’angle & et de l'épaisseur de l’enveloppe dans l’une 
de ses sections (*). Prenons, par exemple, l’épaisseur de l'enveloppe, 
lorsque y = 1, égale à 6. 

Alors, d’après (12), nous avons approximativement : 


28 = rè+r 


ra = y 1e 
CE 1-cos a ? 
d'où pour le rayon du jet nous avons l'expression 


r,= V5 (1—cos a) = V 26 sin +. (19) 


et, d’après (14), 


Tout comme dans la théorie de la perforation, nous passons 
de la considération du schéma idéal au calcul (en première approxi- 
mation) de la charge creuse réelle. Considérons le cas où l'enveloppe 
est un cône d'épaisseur variable donnée par la formule (12) et où 
la charge est telle que tous les éléments de l'enveloppe acquièrent 
instantanément la vitesse W, constante en grandeur et dirigée 
normalement au cône asymptotique. 

Si l'épaisseur du cône est petite par rapport à son hauteur, alors 
la phase non permanente initiale du processus peut être négligée 
et, par conséquent, on peut supposer que la formation du jet se 
fait d’après le schéma représenté sur la fig. 130 : le cône serré exprime 
un dard dont le rayon est défini par la formule (19) et qui se meut 
avec une vitesse définie par la formule (18). 

(*) Connaïssant l'épaisseur d’une section de l’enveloppe, on peut détermi- 
ner toute l'enveloppe, car la géométrie de l’enveloppe est définie par la forme 
de la nappe engendrée par les deux jets. ; 


352 CH. IIT. PROBLÈMES AUX LIMITES 


Ep 


Dans le cas considéré, d'après ce qui a été dit plus haut, Ja 
longueur du jet et la profondeur de pénétration sont égales à la 
longueur de la génératrice du cône. 

Pour terminer, notons que toutes les propositions et conclusions 
de la théorie de la première approximation, que nous venons de 
donner, sont entièrement confirmées par l'expérience pour des limites 
suffisamment grandes des diamètres des charges, des formes et 
épaisseurs des enveloppes, pour des matériaux de différentes densités 
et propriétés de résistance. Cependant, il s’est accumulé un nombre 
suffisant de données qui ne rentrent pas dans le cadre de la théorie 
exposée et qui exigent, même pour leur explication indirecte, des 
compléments essentiels à cette théorie. Le lecteur trouvera dans 
l’article de M. Lavrentiev [20] certaines de ces données et les positions 
de problèmes qui s’y rapportent. 


59. Problèmes de la théorie de l'élasticité. Nous donnons ici plusieurs 
exemples de solution des problèmes du n°51. 

1) Solution des problèmes fondamentaux pour 
le cercle. Supposons que le domaine D soit le cercle unité. On demande 
de déterminer l’équilibre élastique lorsque les contraintes extérieures F, — 
= Xn + iYn (problème I) ou les déplacements g — u + iv (problème II) sont 
donnés sur la circonférence unité C. | 

D'après les résultats du n° 51, la résolution de ces problèmes se ramène à 
la détermination de deux fonctions  (z) et % (z) analytiques dans le cercle 
ne | << 1 qui vérifient sur la circonférence, dans le cas du problème I, la con- 
dition 


p (9) + 1° (© + v ( = 7 (6), (1) 
où f(b) —i 


d'après ce qui y a été dit, on peut prendre dans cette formule À — 0) et, dans 
le cas du problème II, la condition 


ap (8) — Ep (6) — Ÿ (© = 2ue (9, @) 
où x et u sont des constantes (cf. formule (4) du n° 51). 


Voyons en détail la résolution du problème I. Pour que le problème soit 
bien défini, donnons-nous la condition 


Ÿ (0) = Im gp’ (0) = 0 (8) 


(cf. formule (10) du n°51). Tenons compte maintenant de ce que les valeurs 
1 (£) sont les valeurs limites de la fonction  (z) analytique dans le cercle 
12 | << 1. D'après la formule (22) du n° 52 et vu les conditions (1) et (3), nous 
obtenons alors pour tous les z, | z | << 1, la relation 


1 (DORE _ 1 (IOE 1 (POE 1 Ces » 
zx | Es Pl Te 5 | D. 0. 
C 


eus 


F, ds est une fonction donnée sur € (cf. formule (8) du n° 51; 


—2 Ji 
s C 


Etant donné que la fonction œ (z) est analytique dans le cercle | z | < 1, en 
utilisant la formule de Cauchy cette relation peut s’écrire sous la forme 


1 (© 1 ( f(@ dE 
PO + | Ha rs () 
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Nous avons obtenu une équation pour déterminer la fonction œ (z). Pour la 
œ 


résoudre, substituons le développement taylorien q (z)— Yy c,zh dans l’inté- 


kR=0 
grale du premier membre de (4): 
1 (ET alt 1( Er SE 
Fri | E—z = Ï T—z +zu | —i 2 kcRER-1 dt, (5) 
C ; 2= 


D’après la formule intégrale de Cauchy, le premier terme du second membre 
est égal à cz; pour transformer le second terme, remarquons que sur la circon- 


férence & — — et, par conséquent, la fonction à intégrer peut être ecrite sous 
la forme (*) 


oo D co 
Dar ttDa 


de plus, cette série converge pour | £ | > 1. En intégrant terme à terme, nous 
trouvons que le second terme, dans le second membre de (5), est égal à 2ce. 


Ainsi, la formule (4) nous donne l'expression suivante pour la fonction 
inconnue (2): 


do | OS. 


ts ë 


Il reste à déterminer les constantes c1—p" (0) et c— go Il suffit de 


2 L2 
dériver (6) une fois, puis deux fois par rapPort à z, ensuite d'y faire z—0; 
nous obtenons 
= 4 f@ 1 FO y 
c1+ cs Su I F2 dé, 2 Gr | "& déa (7) 


La deuxième équation détermine c>; en ce qui concerne la première équation, 
remarquons d’abord qu’elle n’est résoluble que si l’on a la condition 


16 _ 
mg | LE œim | 140 
C C 


1 : : ue 
(nous tenons compte de ce que er sur c) qui après substitution f— f,+ 


if, et dé—dx—i dy s'écrit sous la forme 


| ndr+fhay—0 @ 
cs 


et, du point de vue physique, exprime la condition d’après laquelle le moment 
résultant des contraintes extérieures est nul (comparer avec la formule (19) 


(*) Nous développons 


Ze : « FA . 
en série suivant les puissances La et fai- 
Sons le produit des séries. 

23—0149 


354 CH. III. PROBLÈMES AUX LIMITES 


2 ——]û—_—_————_—_—_————————— 


du n° 51). En outre, avec la condition donnée, la première formule (7) détermine 
la partie réelle de c, et nous supposons nulle sa partie imaginaire conformément 
aux conditions (3) adoptées. 

Ainsi, la fonction ç (z) est donnée par la formule (6) dans laquelle les cons. 
tantes c; et c> sont données par les formules (7). Connaissant cette fonction, 
nous trouvons de la condition (1) les valeurs frontières de la fonction analytique 
4 (z) et, d’après ces valeurs, à l’aide de la formule de Cauchy, nous reconsti- 
tuons les valeurs de 4 (z) à l’intérieur du cercle: 


p( = ÊLE 1 ETES at TAC) 


7 mi E—z Qi] jé—z Du | E—z 
C C 


dé. (s) 
D'après la formule (22) du n° 52, la deuxième intégrale du second membre 
est égale à (0); la troisième intégrale se calcule facilement à l’aide du théorème 
de Cauchy sur les résidus: 
i P Ft 1 ’ d 110 ‘ 
| ES «- [Te<- c AU RS RC) 


Ant À "E—2 ni di 


7” 2ni d G(G—2) z z 


Éed Dei 
(nous tenons compte de ce que £—— sur C et de ce que la fonction à intégrer 


a deux pôles du premier ordre à l’intérieur de €: € — 0 et £ — z; on calcule 
les résidus en ces pôles à l’aide de la formule (5) du n9 23). Ainsi, la formule (9) 
s'écrit sous la forme 


va \ JOR _ve,90 55. (10) 


| Oni } b—z z 
C 


D’après ce qui a été dit au numéro 51, les termes constants dans les formules (6) 
et (10) peuvent être négligés comme non essentiels, et, en tenant compte des 
formules (7), nous obtenons la solution du problème I sous la forme suivante 


1 (fOd&_ z { fQ 
PO=5 Je 2 | Te 


ne 11 
LH (IB, 1 [Ou ve é 
Z 


e 


Le problème II pour le cercle unité se résout d’une façon tout à fait analo- 
gue et les formules (11) sont remplacées par les formules suivantes : 


. =, 
8Odt _9'@ L 
[ns £ œ' (z c 
Leon 
. C 
où 
u 8 @) 70 
AE ET 1 3 HUE (13) 
2) Cas d’un plan muni d’un orifice circulaire. 


Dans ce cas, les problèmes fondamentaux de la théorie de l'élasticité se résol- 
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vent d'une façon analogue. Supposons d’abord que la résultante générale des 
contraintes extérieures appliquées au contour ainsi que les contraintes à l’infini 
soient nulles, c’est-à-dire que 


X=Y—=0 et T—I"—0. (14) 


Comme nous l'avons vu (n° 51), il découle de cette supposition que les fonctions 
 (z) et % (z) sont régulières au point à l'infini; nous supposons en outre que 
D) — . 

ie les valeurs de 14 (z) sur la circonférence €, que nous supposons 
comme précédemment être la circonférence unité, sont les valeurs limites d'une 
fonction analytique à l'extérieur du cercle | z | > 1, d’après la formule (23) 
du n° 52 et tenant compte de la condition aux limites (1), nous obtenons pour 
tous les z, tels que | z | > 1, la relation 


1 (iQ + (so 7 | LP © y 0, 


Dai | C—z ni} C—z ue C—z 
C 


ou, en vertu de la formule (20) du n° 52 et de la condition p(o)=0, 


1 [OO 1 {FO 
hat | 


C—z 


c 
Utilisant le développement taylorien p (z) — > + qui converge pour | z| > 1, 


k=1 
uous trouvons, de même que dans le cas du cercle, que l'intégrale du 
premier membre de la dernière formule est nulle et ainsi 


1 d 
pO=- | 1OR Le (15) 


.. On peut maintenant déterminer les valeurs frontières œ (€), déterminer 
à l’aide de la formule (1) les valeurs frontières 14 (Ë), et, d’après la formule (20) 
du n° 52, reconstituer, avec ces valeurs, les valeurs de 1 (z) pour |z21>1 


va=— ] PO 44 (00). 


En y substituant les valeurs 1b(£) tirées de (1) et tenant compte des rela 
tions faciles à démontrer 


HE 0%_0 | q'Od __t@ 


ni —z *  Bni J EG—D 2 
C € 


nous obtenons 


1 © d : 
v0= 7x | pe 2e (16) 


(nous avons négligé un terme constant non essentiel). 
Passons au cas général, lorsque les conditions (14) ne sont pas satisfaites, 
Nous avons alors, d’après les formules (20) du n° 51: 


XLiY 
PO Tape La 2 po 

X—iY à (19 
bD()=T'2+% En Gr 24 (2), 


23% 
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où Po (z) et Ÿo (z) sont des fonctions uniformes analytiques pour |2/| = 1, 
de plus on peut poser po (oo) — 0 et supposer qu’il n’y a pas de rotation à 
l'infini, c'est-à-dire que l'est une constante réelle. Portant ces expressions dans 
la condition aux limites (1), nous obtenons que les valeurs frontières des fonc- 
tions @o (z) et Yo (z) sont reliées par une relation qui a exactement la même 
forme et dans laquelle dans le second membre ÿ (£) est remplacé par 

DO XLiY X—iY 


Jo QT ET En À (18) 


2x 


: = À 
(nous avons tenu compte de ce que & ——— sur € et que l’est une constante 


réelle). Remarquons encore que la fonction fo (Ë) est uniforme sur € car l'accrois- 
sement de f (Ë), lorsqu'on parcourt C, est égal à X + iY et est compensé par 
l'accroissement du terme logarithmique. 

Ainsi, la détermination des fonctions @o (z) et Vo (z) Se ramène à un pro- 
blème déjà résolu et, par conséquent, ces fonctions sont données par les for- 
mules (15) et (16) dans lesquelles 7 (£) est remplacée par fo (&) de (18). Il reste 
maintenant à déterminer les fonctions œ (z) et  (z) à l’aide des formules (17), 
<'est-à-dire que le problème sera résolu dans le cas général. 

Le deuxième problème fondamental se résout d'une façon analogue. 

3) Cas d'un demi-plan. Soit D le demi-plan inférieur. Dans ce 
‘cas, pour résoudre les problèmes fondamentaux, nous prolongeons les fonctions 
œ (z) et p (2), définies dans D, dans le demi-plan supérieur. Notamment, si z 
appartient au demi-plan supérieur, nous posons par définition 


p(2)= —2p" (5) — 1 (à + const ; (19) 
alors ; 


g' (= @)—26" G) 4 20) 
Désignant par @! (x) et qi (x) les valeurs limites de ’ (z), lorsque z —+ x, 


respectivement à droite et à gauche de l'axe des x (c’est-à-dire par les demi- 
plans inférieur et supérieur), nous avons 


pé (x) = — pi (x) — 2p2 (x) — D (x). (21) 


D'autre part, des formules (26) du n°50 nous obtenons dans le demi-plan 
inférieur 


L4 


Yy—iXy=p (+9 +2 + @. (22) 


Nous voyons que sur les portions non chargées de l'axe des zx, où 
Yy—iX = pi (x) + pl (2) +xp (x) +2 (x) —0, la relation (21) prend la forme 


p4 (x) = pi (x). 


Ainsi, le prolongement (20) de la fonction ' (z) dans le demi-plan supé- 
rieur est un prolongement analytique de cette fonction à travers les portions 
non chargées de l’axe des x. 

La fonction 4’ (z) s'exprime aussi à l’aide de la fonction ’ (z) qui vient 
d'être prolongée dans le demi-plan supérieur. Pour trouver son expression, 
remplaçons z par z (de sorte que z appartienne au demi-plan inférieur) dans la 
formule (20) et passons aux quantités conjuguées complexes ; nous avons alors 


D (2) = —p" (2) — p (2) — zp” (2) 
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a appartient au demi-plan supérieur). Portant cette expression dans (22), 

nous en déduisons l'expression des contraintes à l’aide de la fonction (2): 

Yy— iXy = (2) — p (2) + (x — 2) p’ (a). (23). 

D'une façon analogue, nous obtenons de la formule (24) du n° 50 l'expression 
des déplacements à l’aide de cette même fonction 

2u (u + iv) = ag (2) + p (2) — (z — 2) p” (z) + const. (24) 

Passons à la résolution des problèmes aux limites. Dans le premier problème 

aux limites on se donne des contraintes extérieures sur l'axe réel: la pression 

P(t) = —Y; et la contrainte tangentielle T (é) — À}; nous supposons qu'elles 

vérifient la condition de Hôlder et sont nulles à l'infini. De la formule (23), 

dans laquelle on doit passer à la limite, lorsque z — #, nous obtenons la con- 

dition aux limites pour la fonction œ (2): 

gi O — qL (= P(O+ITE. (25) 

La solution du problème aux limites (25) en vertu de la formule (15) de Sokhotski 

du n° 52 est donnée immédiatement sous la forme d’une intégrale du type Cauchy 


1 f IT 
pa= | FOTO y. (26) 


Pour certaines conditions complémentaires imposées à P (t) et T (#), la fonc- 

tion œ’ (z) donnée par la formule (26) satisfait à l'infini aux conditions néces- 

saires, lesquelles (comme il découle de la formule (22) du n° 51) sont de la forme : 
, X+iYy 1 1 

PO=-—— +o(—) ; (27) 

où o (= est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport a2. Dans ces: 


conditions, portant l'expression de œ’ (2) que l’on vient de trouver dans la 
formule (23), nous en déduisons les contraintes, et la formule (24) nous donne 
les déplacements (à un déplacement rigide près). 

Dans le deuxième problème aux limites, on se donne sur l’axe réel les: 
valeurs des composantes du déplacement : u_ — gi (t), v_ — g» (t); nous sup- 
posons que les dérivées g{ (#) et g (t) vérifient la condition de Hôlder et sont. 
nulles à l’infini. 

Dérivant par rapport à x l'égalité (24), passant à la limite lorsque z —+ # 
ar le demi-plan inférieur et utilisant les déplacements donnés, nous trouvons: 
a condition aux limites du problème : 

2 Lei (6) + gs (G)1 = np2 (4) + 4 (À). (28): 
Désignons par x (z) la fonction qui coïncide avec æ’(z) dans le demi-plan supé- 
rieur et avec —#g" (z) dans le demi-plan inférieur. La condition (28) s'écrit. 
alors sous la forme 
X+ (0) — x (0 = 2u [ei (@) + ige OT, 
et la fonction x (t) est trouvée sous la forme d’une intégrale du type Cauchy 
_ & ( gi (t) + igs (+) 
1@=$ | EEE di. (29) 
— 00 
Connaissant y, nous trouvons aussi la fonction à déterminer 
[ X(2) pour Im z>0, 


4 —= 1 
9 —X 20) pour Im z< 0. 
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4) Problème du poinçon. Soit un poinçon rigide à base hori. 
zontale rectiligne disposé au-dessus du segment (—/, 1) de l’axe réel qui repré- 
sente la frontière d’un corps élastique (fig. 134). Nous supposons que les points 
du segment (—Z, !) sont en contact et adhèrent invariablement au poinçon 
et que le poinçon ne peut se déplacer que verticalement. Le problème est un 
problème aux limites mixte de la théorie de 
l'élasticité: on se donne les  déplace- 
ments 


U_ + iU_ = g1 (ë) + igo (£) — const (31) 


sur le segment (—Z, !) et sur l’autre partie de 
la frontière, c’est-à-dire sur les demi-droites 
(— oo, —1) et (1, oo), les contraintes 


X5 = Y, = 0. (32) 


Portant la condition (32) dans la formule 
(25), nous voyons qu'aux points des demi-droites 
(— oo, —1) et (I, ©) la relation p{ (#) = pp! (#) 
FIG. 134 est satisfaite, c’est-à-dire que la fonction @ (2) 

| se prolonge analytiquement à travers ces demi- 

droites. Portant la condition (31) dans la 

formule (28), nous obtenons une relation entre les valeurs frontières de q' (2) 
sur les bords de la couvure (—, 2): x! (4) + œq£(t) — 0, ou 


P+ ( = —xp2 (). (33) 


Ainsi, pour déterminer la fonction q' (z) nous aboutissons à un problème d’Hil- 


bert-Privalov dans le cas de b — 0 et « — = et d’un contour non fermé C 
(ci. la fin du n° 53). L'indice de la fonction a est nul, donc le problème se résout 


à l’aide des formules (4) et (5) de Gakhov (n° 53) qui dans notre cas prennent 
la forme 


1 ju(=x) 1 2—1 


RCE" E—z = —5;; (nx+in)ln TT: 
— 1 
Ne 
a z—l Ei 
gl (= 4e F De 4 (I) , 
< In x : , : . 
où f — x * Cependant, la fonction ’ (z) que l'on vient de déterminer ne 


satisfait pas aux conditions à l'infini : elle y prend la valeur finie À, tandis que 
la Xonction que nous voulons déterminer, conformément à la condition (27), 
doit y avoir un zéro du premier ordre. Donc, tenant compte de la remarque de 


la fin du n° 53 et multipliant la fonction trouvée par L gr nous obtenons (*) : 
Z— 
| A l EL HI\iB 1 
4 — 8 — 3 L — ———————— 
PET (=) = (2) Vz2-R 


1 A . | i 
(*) Le facteur 7—7 ‘st choisi de manière que la fonction obtenue n'ait 
de singularités qu'aux extrémités du segment (—/, L). 
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Le résidu de notre fonction au point z — c est égal à À (pour le choix corres- 
pondant des branches des fonctions multiformes qui participent dans i c:77«- 
sion ci-dessus) ; donc, tenant compte de la formule (27), nous trouvons: À — 


= — = c'est-à-dire que la constante À est égale à la résultante des 
forces appliquées au poinçon. Dans nos conditions, X — 0, Y — —P, et nous 


obtenons l'expression définitive de la fonction @q’ (2): 


“  CtE z+li\ip { 
vas (ir) VE" (34) 


Calculons la pression P (#) et la contrainte tangentielle 7 (4) qui agit sur 
te corps sous le poinçon. D'après les formules (25) et (33), nous avons: 


1 
PET Ge gi Op 0 = EE gp (04 


Y portant l'expression (34), nous trouvons : 
#9 14% i+1 | 1 
P (@)+iT () TA 2x Vx t—] VAE 
où dans {e second membre il faut prendre la valeur limite de la fonction lorsque 


ti par les points du demi-plan supérieur (*). Nous avons après certaines 
transformations élémentaires 


Po 1+% 
PE = — — 
® n'VE-R Vx Fe 


ce. Po 1+x . lt 
T (= n VAE Cru (81n It ] . 


ILix 
(eur). 


(35) 


Ces formules ont été obtenues par V. Abramov (cf. N. Muskhelishvili [10]). 


* 
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CHAPITRE IV 


Principes variationnels 
des représentations conformes 


Ce chapitre est consacré à la « dynamique » des représentations 
conformes. On y donne des propositions quantitatives et qualitatives 
permettant de juger de variations des représentations lorsque les 
frontières des domaines transformés varient. Des propositions de ce 
genresont d’un intérêt particulier pour les applications, car elles 
donnent des méthodes simples de calcul lorsqu’ on passe d’une construc- 
tion donnée à une construction voisine. Supposons que pour les 
calculs d’une construction certaines quantités sortent des limites 
admissibles. Alors le problème de savoir où et de combien il faut 
faire varier la construction se pose naturellement. Dans certains cas, 
la solution de ce problème peut être obtenue en se basant sur les 
principes variationnels que nous allons exposer. 

On donne à la fin du chapitre des exemples d'application des 
principes variationnels à des problèmes pratiques concrets. 
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Soient donnés dans le plan des z deux domaines simplement 
connexes D et D de frontières les courbes C et © et soient w = 
= f (2) et w — F(z) les fonctions qui réalisent les représentations 
conformes de D et de D sur un des domaines canoniques (qui peut 
être un cercle, un demi-plan, une bande) et qui sont normées de la 
même manière. Le problème dont nous venons de parler se pose de la 
manière suivante : connaissant la représentation w = f (z) ef supposant 
que le contour C est voisin de C, déterminer la partie principale 8f de 
l'accroissement 


Fa) — f (2) = ôf +r(f, À 


lorsqu'on passe du domaine D au domaine D. 

Nous avons deux types de résultats: les théorèmes qualitatifs 
et les méthodes de calcul approché de ôf avec des estimations pour 
le reste r (f, f). Commençons par les principes qualitatifs. 

60. Principe variationnel fondamental. Introduisons certaines 
notations. Le domaine de frontière la courbe C est désigné par 
D (C). Nous désignons la fonction qui réalise la représentation 
Conforme de D (C) sur le cercle unité de manière qu’un point intérieur 
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CE ——Û— 
fixe zo ait pour image l’origine des coordonnées par 
w= f (2, C); Î (Zo C)=0. (1) 


Les fonctions qui vérifient les conditions mentionnées sont en 
nombre infini mais elles se distinguent les unes des autres par un 
facteur de la forme eïŸ, où © est un nombre réel. Nous notons f (z, C) 
l'une quelconque d’entre elles, mais dans les questions où la quantité 
Ÿ est essentielle, nous la définissons par une condition complémen- 
taire. La courbe fermée dont l’image par la transformation (1) 
est la circonférence | w | — p << 1 est notée C, et appelée ligne de 
niveau. 

On appelle déformation du contour € l'opération qui consiste 
à remplacer ce dernier par le contour €. Supposons que les domaines 
D (C) et D (C) soient étoilés par rapport à un point &, c ’està-dire 
que leurs frontières € et © dans le système de’ coordonnées polaires 
de pois _Z0 puissent être représentées par les équations r =r() 
et r — r (p) à l’aide des fonctions uniformes r et r. Le point z; = 


= 20 + raei®2 du contour C, en lequel le rapport re atteint un 


extrémum, et le point correspondant 22 = 29 + rei®2 du contour é 


sont appelés points de plus grande déformation et le nombre À — 


la plus grande déformation du contour. 

Le principe variationnel fondamental dit principe de Lindelÿf 
affirme que si l’on se borne aux transformations sur le cercle unité 
des domaines contenant un point fixe z (image réciproque du point 
w = 0 par chacune de ces transformations), alors lorsqu'on déforme 
la frontière vers l’intérieur du domaine : 1) toutes les lignes de niveau 
se contractent ; 2) la dilatation au point z, croît; 3) la dilatation 
aux points de la frontière qui sont restés immobiles (et, en particu- 
lier, la longueur de l’image de la partie non déformée de la frontière) 
décroît; 4) aux points de plus grande déformation la dilatation 


- : 1 : 
augmente au moins de — fois. 


Autrement dit, on a le théorème suivant: 


Théorème 1. Si un domaine D (C) est contenu dans un 
domaine D (C), alors: 


1) pour tout p (0 < p < 1), le domaine D (C;) est contenu dans 
le domaine D (C,), de plus le contact de Co avec C, n’est possible 
que si © et C coïncident ; 

2) au point 29, on a 


Lf Go À 1>1f Go €) L (2) 


de plus le signe d'égalité n'est possible que si © et C coïncident; 


: 


1. PRINCIPES VARIATIONNELS FONDAMENTAUX 363 


3) si Les contours © et C ont un point commun z1, alors en ce point 
ERCTRARESEAUTR ARE (3) 
de plus le signe d'égalité n'est possible que si € et C coïncident; 
4) si les domaines sont étoilés par rapport au point zo, alors aux 
points de plus grande déformation 
FF 7 1 ’ 
f Ga O1> If Gex O)|, (&) 


où À << est la plus grande déformation du contour. 
Nous donnons une démonstration géométrique directe de ce 
principe, qui montre d’une manière claire son essence et permet 


D 


FIG. 135 


d'obtenir des estimations quantitatives. Remarquons pour cela 
qu’il suffit de démontrer le théorème dans le cas où le contour C 
ne diffère de € que sur une petite portion (a, b) où il est un arc 
de courbe dont la courbure est voisine de la courbure de € sur (a, b), 
de sorte que D (C) s'obtient en retranchant de D (C) une petite 
aire © (fig. 135). En effet, toute variation de C peut être obtenue 
par l'application successive de cette variation simple, et si le théorè- 
me est démontré pour elle, il l’est aussi dans le cas général. 
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Introduisons maintenant un plan auxiliaire des Ë et transformons 
d’une manière conforme le domaine D (C) sur le cercle unité | £ | € 1: 


E—f(z €), f(zo €) = 0. 

Supposons en outre que € ait pour image la courbe C" et que 
l'aire comprise entre €” et la circonférence | & | — 1 soit égale 
à o’ (fig. 135). Transformons d’une manière conforme le domaine 
D (C') sur le cercle unité du plan des w: 


w=g(£), g(0)—0 


Aux infiniment petits d'ordre supérieur près, l’aire 0’ peut 
être assimilée à une lunule circulaire (*); on peut donc prendre 
pour g la transformation (9) du n° 34: 


o" 4 —it 
Dee OL Er} à (5) 
où «& est l'argument d’un point quelconque de l’aire ©’. Trouvons 
la transformation inverse de g. Pour cela écrivons la formule (5} 


sous la forme 
’ -id 
su UE 2 
T 1 —i& 


(nous nous sommes servis de FFT & 1 — 1 aux infiniment petits 
d'ordre supérieur près pour les petits n). Puisque w diffère de & 
d’une quantité de l’ordre de 0”, sans changer l’ordre de précision, on 
peut remplacer Ë par w dans les termes qui contiennent le facteur 0” 


de sorte que 


L 0!’ 1+we it 1 
eut nr} - @ 


Désignons par C; la courbe du plan des & qu a pour image la 
circonférence | w | = p par la transformation w == g (£). Pour obtenir 
les équations paramétriques de Cf, nous posons & — reï?, w — pe? 
et nous prenons le logarithme de l'expression (6): 


i(8—-) 
EE OR ES EL 
In —-=In " +i(p—8)&—- 1 pd? 

(*) Cette proposition peut être justifiée dans le cas où la courbure # du con- 
tour C, comme fonction de la longueur d’arc s de ce contour, satisfait à la con- 
dition de Hôlder 

lA(S+A)—E(SI< AIR, 0<a<i 
Pour l’argumenter il faut utiliser une série de propriétés frontières des trans- 
formations w = f (z). Nous donnons plus loin une démonstration du principe 
qui n'utilise pas des propriétés frontières de la fonction f (2). 
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puis séparons les parties réelles et imaginaires : 


2 a 1—p? 
EP (1 nr en ne À 
re o’ 2p sin (0 — a) (9 


"2x 1—2p cos (0—a)+p? * 


On obtient de ces équations toutes les propositions du théorème 
à démontrer. Il est clair que nous avons: 


w=f(z C)=glf(z C); (8) 
par conséquent, par la transformation € — f(z, C), le domaine 


D(C») a pour image le domaine D (C;). Puisque D (C,) par cette 
transformation a pour image le cercle | 6 | << p, pour démontrer 
la première partie du théorème, il suffit de démontrer que D (C;) 
est contenu dans le cercle | Ë | << p. Mais comme 1 — 2p cos (8 — a) 
+ p?< (1 + p}°, d’après la formule (7) pour tous les points du con- 
tour C, nous avons: 


él=r<p (1-5 FE) <e. (9) 


Ainsi, la première proposition du théorème est entièrement démontrée. 
Divisant l'inégalité (9) par p et faisant tendre p vers O0, nous 

avons à la limite 
& 


dw a 


<i—-5 <1. 


Mais alors | g” (0), > 1 et d’après la formule (8) 


Fo À l= 18 O1: Go C1> If (Ge Cl 


ce qui démontre la deuxième proposition. 

Soit maintenant & — ref? un point qui tend vers le point ei? 
de la circonférence | Ë | — 1 suivant le rayon de cette circonférence, 
de plus ei® se trouve à l'extérieur de o’. Alors, vu que la représen- 
tation est conforme, le point correspondant w = peif tend vers 
le point eô suivant une direction tangente au rayon de la circonfé- 


rence |[w|=—1 et nous avons: | AË = |6— ei | — 1 —7r, 
[Aw | — |w — 9 | & 1 — p. Mais il vient de l'inégalité (9): 
1—e 1—P 2 SR 
ETS 101 TP 1—P FF ls T+p ? 
23 1+6 
et en passant à la limite lorsque r — 1, nous obtenons: 
dw Lun 1—P o’ 
lie nu Ar <1 4x ‘ 


D'où il découle la proposition 3) du théorème. 
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Pour démontrer la dernière proposition du théorème désignon 
s 


par C* le contour qui s'obtient de € par l’homothétie £ — z 
+ À (2 — 20) (fig. 135). Il est clair que la fonction + 


w=$(e C)=f(0+E, C) (10) 


réalise la représentation conforme du domaine D (C*) sur le cercle 

unité. Mais D (C*) est contenu dans D (C) et le point z, appartient 

aussi bien à © qu’à C*. Donc, d'après la proposition 3) du théorème 
Ge, CI<If (Ge OC]. 


Mais puisque de (10) nous avons f’ (2, C*)— S (22, C), il vient 


Ge D 1> + If En O1. 


Le théorème est complètement démontré. 

Une conséquence simple du théorème qui vient d'être démontré 
est le principe de Montel: 

Théorème 2. Soient D (Cet 
D(C) des domaines qui contiennent le 
point z% et C = CiUCs, C—CiUC; 
de plus C; appartient à D (C), C, se 
trouve à l'extérieur de D (C), Ci à l'exté- 
rieur de D (C) et C; dans D (C) (fig. 
136). Supposons en outre que par les 
transformations 


w=f(z C)}, w=f(z ©) 


les arcs de courbe C; et C; ont pour images respectivement les arcs de 


courbe 8, et Ÿ,; alors les longueurs de ces ares de courbe vérifient la 
relation (*) 


FIG. 136 


D >, (11) 
de plus, le signe d'égalité n'a lieu que si C et C coïncident. . 
Pour démontrer ce théorème introduisons le domaine auxiliaire 
D (C') de frontière la courbe C’ = €, U C2 et désignons par #” l'image 
de C, par la transformation w = f (z, C'). Puisque D (C”) appartient 
à D (C) et que l’arc de courbe €, appartient à C’ et à €, d’après 
la troisième proposition du principe de Lindelôf, on a en chaque 
point de C, 


fe OI1>IF (6 C)1 


(*) Nous désignons par la même lettre la longueur d'un arc de courbe 
de courbe. 


et l'arc 
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r conséquent, tenant compte du sens géométrique du module 
dérivée, nous avons: 


D > 2x — 8°. (12) 

D'autre part, D (C’) est intérieur au domaine D (C) et l’arc 
de courbe C2 appartient aux courbes C” et C, donc, d’après les mêmes 
considérations, 


Pa 
de la 


Ÿ" < 27 — 61. (13) 
Réunissant les inégalités (12) et (13) nous trouvons l'inégalité 
cherchée (11). 2 ST 

pour terminer remarquons que les principes variationnels de 
Montel et de Lindelôf qui viennent d’être démontrés peuvent aussi 
être obtenus à l’aide du lemme de Schwarz (n° 15). En effet, ces 
principes découlent de la proposition selon laquelle le domaine 
D (Ci), l'image du cercle |w|<p par la transformation E — 
= h(w) inverse de la transformation w — g(Ë), appartient au 
cercle | 6 | << p (nous nous en tenons aux notations introduites dans 
la démonstration du théorème 1). Mais comme la fonction & — 
= h(w), k(0) = 0, transforme le cercle | w | << 1 sur le domaine 
D (C') qui appartient au cercle | Ê | << 1, d’après le lemme de 
Schwarz pour tout w, | w | << 1, nous avons | À (w) | < | w |. D'où 
il découle la proposition d’après laquelle pour tout p le domaine 
D (C;) appartient au cercle | £ |  p. 

Ces principes peuvent aussi être obtenus directement du principe 
du maximum pour les fonctions harmoniques (n° 42). Cette méthode 
a une importance particulière lorsqu'on généralise les principes 
variationnels à des transformations plus générales que les transforma- 
tions conformes et notamment aux transformations quasi conformes 
(n° 56) pour lesquelles le principe du maximum est valable. 

Soient w = f (2), f (20) = 0 et w — Ÿ (z), f(&0) — 0 les fonctions 
qui réalisent respectivement la représentation conforme des domai- 
nes D (C) et D(C) sur le cercle unité. La fonction 


P(x y)=Im|f()l 
est harmonique partout dans le domaine D (C), excepté au point 
3 = 20, de plus P (x, y) — In | z — zo | est régulière dans ce domaine. 
uisque | f (z) | — 1 sur C, P (x, y) s'annule sur C. Sur la courbe 
» NOUS avons: 
P(x y)=Mme, (14) 


de ee que (14) peut être considérée comme l'équation de C;. 
ve nous faut démontrer que, pour une déformation du contour C 
à Ts l'intérieur du domaine D (C), pour tout p, 0O<p<1, le 
sine D (C,) est contenu à l’intérieur de D (C,). Mais, d’après 

Principe dumaximum, nousavons P (x, y) << 0 partout à l’intérieur 


8 D(C) et vu que sur la portion de € qui ne coïncide pas avec C 
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P (x, y) = In 17 (2) | = 0, alors que sur la portion commune d 
C et © ces deux fonctions sont nulles, on a partout à l'intériour 
de D (C) 


P (a, y) < P (x, y). 


En vertu de l'équation (14) et de l'équation analogue pour l 
courbe C,, on peut affirmer que D (C,) est contenu dans D (C,) 
pour tout p, 0<p<i. g 

61. Extension du principe. Le principe variationnel fondamentà] 
démontré ci-dessus (n° 60) s'étend aussi aux fonctions qui réalisent 
la représentation conforme sur d’autres types de domaines canoni. 
ques. 

1) Extérieur du cercle. Désignons par A (C) le domaine 
extérieur au contour fermé C ; soit 


w=F(z, C), F(o, C) = (1) 


la fonction qui réalise la représentation conforme du domaine 
A(C) sur l'extérieur du cercle unité |w|>>1. Conservant les 
notations adoptées, nous pouvons énoncer le théorème suivant: 

Théorème 1. Si un domaine A(C) est contenu dans un 
domaine A (C), alors 

1) pour tout p > 1, le domaine À (C,) est contenu dans le domaine 
A(C,); le contact des contours C, et C; pour un p quelconque n'est 
possible que si C et C coïncident; 


2 


2) au point à l’infini 


|F' (00, C1 > | F' (oo, C) |; (2) 
3) au point 2, commun aux contours © et C 
Fu CIS IF, CO): (3) 


4) si les contours sont étoilés par rapport au point z = 0, alors 
aux points de plus grande déformation 2: et 22 
(4 


LA — 7 1 LA 
| F' G >< F' Go ©) 


Le signe d'égalité n'a lieu que si Cet C coïncident. 

La démonstration peut être faite de la même manière qu at 
n° 60 si au lieu de (5) on utilise la transformation de l'extérieur 
du cercle unité duquel on a retranché une lunule sur l'extérien. 
d’un cercle. Il est plus simple d'obtenir ce théorème en le ramente 
au théorème déjà démontré à l'aide du changement de variable 


L—z = w=— 
Dre TE * 
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2) Cas d'un demi-plan. Supposons que la courbe € 
asse par le point à l'infini et possède à l'infini une tangente et 
une courbure finie (*); alors la circonférence |z|=— A, pour R 
suffisamment grand, coupe C'en deux points dont la différence des 
arguments est aussi voisine que l'on veut de x. 

supposons encore que le demi-axe imaginaire positif, en sa partie 
suffisamment éloignée, ne coupe pas C et désignons par D (C) le 
domaine de frontière € con- 
tenant cette partie. Nous con- 
venons de désigner par 


w = f(2 C}, f(o, C)— , 
|f (oo, C)1=1, (5) 


la fonction qui réalise la 
représentation conforme du 
domaine D (C) sur le demi- FIG. 137 

plan supérieur v>>0. D'après 

le théorème d'existence, pour 

les conditions imposées à la courbe €, la fonction f existe et est 
définie à une constante additive réelle près. Etant donné que par 
la suite cette constante ne joue aucun rôle, nous sous-entendons 
par f une fonction quelconque satisfaisant à ces conditions. Soient 


enfin C, et ©, les courbes qui ont pour image, par les transformations 
w= f(z, C), w = f(z, C), la droite v — const (fig. 137). Avec ces 
notations nous avons le théorème suivant: 

Théorème 2. Soit C une courbe qui passe par le point o 
el y possède une tangente commune avec C. Si, de plus, le domaine 
D(C) est contenu dans le domaine D (C), alors: 

1) pour tout v > 0, le domaine D (C 2) st contenu dans le domaine 


D (C,), de plus le contact de Ë, avec C, n'est possible que si © et C 
Coincident ; 


2) siC et C ont un point régulier commun z1, alors en ce point 
1 Gun CIS Gu C) (6) 


de plus le signe d'égalité n'est possible que si © et C coïncident; 

3) si les courbes C et C sont données par les fonctions uniformes y = 
= U(x), y =y(x) et si 22 et 2, sont respectivement les points de ces 
Courbes en lesquels y (x)— y(x) atteint un maximum, alors 
PRET Lf (2n CI ZI (x ©) I (7) 

Cela signifie que la courbe C* qui s'obtient de C par la transformation 
= 7z Possède au point & — 0 une tangente et une courbure finie. 


24-0149 
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de plus le signe d'égalité n'a lieu que dans le cas où C s'obtient 
une translation parallèle à l'axe des y. 

En vertu des considérations données au n° 60, il suffit de Considé. 
rer le cas où C coïncide avec l'axe des x et © diffère de C sur un inter. 
valle infiniment petit (a — €, a + e), sur lequel C est un 
circonférence de faible courbure. Mais dans ce cas f(z, C 
et, en vertu de la formule (7) du n° 34, 


de C Par 


arc de 
= 
TADETEREE 
? Z— 4 (8) 
aux infiniment petits d'ordre supérieur près. On trouve la fonction 
inverse de la même manière qu'au n° 60 et elle est de la forme 
o 1 


2H W—— ; 
Ga T w—a 


Posant ici w — u + iv et séparant les parties réelle et imaginaire, 
pour v fixe, nous trouvons les équations paramétriques de la courbe 


CG 
GO  u—a 
Te" 


(9) 
co L] 
RE es rar 1 


T&EU— 


De la seconde équation (9) on voit que €, se trouve dans le 
domaine y >> v, c’est-à-dire dans le domaine D (C,). Ceci démontre 
la première proposition du théorème. 

Pour démontrer la proposition 2), prenons un point arbitraire 
sur l'axe des x, éloigné de a par rapport à o, et calculons en ce point 
la dérivée de la fonction (8); nous 


f(x, Or1-— a <! 
ce qu’il fallait démontrer. 
Pour démontrer la proposition 3) désignons par Cr la courbe 


qui s’obtient de © par une translation de vecteur a — 2, (vers 


le haut). Nous avons évidemment f(z, C*) — f (2 — Zo +2» Ch 
d’où 


(x — 


f(x C*)=f" (2, C). 

D'autre part, D (C*) appartient au domaine D (C) et Z2 est un 

point commun à C et C*; par conséquent, d’après la proposition 2 

déjà démontrée 

fe, CITÉ Cl : 

Comparant les deux dernières relations nous en déduisons l° inégali ê 
cherchée (7). Le théorème est démontré. 

Le théorème qui vient d’être démontré a une interpre 

hydrodynamique simple. Supposons que le profil du fon 


Station 
d'un 
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nal très profond à parois verticales planes dans lequel circule 
ca liquide parfait incompressible ait la forme de la courbe C. Alors 
A si en une partie quelconque du canal on relève le fond, alors toutes 
js lignes de courant s'élèvent, et la vitesse diminue aux points non 
déformés du fond et augmente au point de plus grande déformation. 
3) Cas de la bande. Soient Co et C deux arcs de courbe sans 
points communs autres que les extrémités a1, a. En outre, nous n’ex- 
cluons pas le cas où l’un des points a ou les deux points coïncident avec 
Je point z — co. Désignons par D (Co, C) le domaine de frontière 
les courbes Co et € et par 
W = f(z, Co C); Î (as, Co C) — —C, f (a, Co C) © (10) 
la fonction qui réalise la représentation conforme du domaine 
D (Co, C) sur la bande 0 <v<1. La fonction f(z, Co, C) est 
définie à un terme additif réel près qui pour l’instant ne nous inté- 
resse pas. Par C, nous désignons la courbe qui a pour image, par 
la transformation (10), la droite v = const (0 v< 1). 
Supposons encore que les courbes C4 et C soient données par des 
fonctions uniformes y — yo(x) et y — y (x) telles que {y (x) | 
et | y’ (x) | ne soient pas supérieures à une constante positive m. 
Considérons le faisceau de droites parallèles y = kx + b, où |k | << 


<+ , dont chacune coupe C, et € au plus en un point. Le point z 


du contour C, en lequel le segment de droite du faisceau, compris 
entre Co et Co, atteint sa plus grande valeur et le point correspondant 


z, du contour €, sont appelés points de plus grande déformation (dans 
la direction k). 

On a le théorème: 

Théorème 3. Si le domaine D (Co, C) est contenu dans le 
domaine D (Co, C), alors: 

1) pour tout v (0<<v<1) le domaine D(C,, C) est contenu 
dans le domaine D (C » C), de plus le contact des courbes ©, et C, 
n'est possible que si C et Co coïncident ; 

2) si les courbes Co et Co ont un point commun z1, alors en ce point 


LE 4 (24: Co C) ES | (z1; Co C) |; (11) 
8) en un Point quelconque z de la courbe C 
Lf'G& Co C)1Z1f (& Co C)|; (12) 
4) aux Points de plus grande déformation 
(Ga Co 121 Gx Co C) |. (13) 
Le Signe d'é 22 3 à " A 
coincilemns. égalité dans (11)-(13) n'a lieu que si les courbes C; et C 


24* 
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Comme dans les cas précédents, la démonstration peut être faite 
en supposant que D (C5, C) soit la bande unité 0 << y << 1 (C, est 
l'axe des x, C la droite y — 1) et que Cà coïncide partout avec C, 
sauf sur une petite portion (a — €, a + e), où elle à la forme d’un 
arc de circonférence de faible courbure. Avec cette supposition la 


Dane -# fonction f (z, Cr C), en vertu de 
PnIILLE Da ES la formule (13) du n°34, à la 
forme : 
HE _ 
D op w—f(z, Co, C)& 


nee -_ 2 F à 24 ah 162, (14) 
F2 > 077, où cest l'aire de la lunule que 
l’on a retranchée. On vérifie la 
proposition 1) du théorème de la 
même manière que précédemment 
et pour cette raison nous ne la donnons pas. Pour démontrer les 
propositions 2) et 3) considérons la dérivée de la fonction (14). Nous 
avons sur l’axe des x: 


FIG. 138 


fe: Ch C)& = 4, 
‘ sh? 5 (x —a) 
d'où il découle l'inégalité (11). Sur la droite y—1 
’ . 7 o 1 
F'c+i Co CRT, 
GE DR 


d'où il découle (12) (remarquons que sh (5 + :) = ichz). 


Pour démontrer la proposition 4) désignons par C* et C* Les 
courbes qui s’obtiennent de C4 et € par une translation de vecteur 


z222 (cf. la fig. 138). Il est clair que la fonction 
w=f(z CG, ©) = f( +2 — 72 Co C) (15) 
réalise la transformation de D (C*, C*) sur la bande 0 << v < 1. 


Puisque D (C5, C) contient le domaine D (C#, C) et C$ et Co ont 
un point commun Z», d'après (11) 


If Gr, CG, CIS IF Gr Co C) |. (16) 
D'autre part, puisque D (C*, C) est contenu dans D (C*. C*}, 


d’après (12), en tout point de la frontière non déformée C# et, en 
particulier, au point 2 


I Cas CN CIS Ga CO (17) 
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Réunissant les inégalités (16) et (17) nous obtenons: 
LG E, CH ISF Gr Co €) |, 


mais il vient de (15) f'(z:, C*, C*) = f'(2» Co C)et l'inégalité (13) 
est démontrée ainsi que le théorème 3. 

Le théorème 3 admet aussi une interprétation hydrodynamique. 
Supposons que les parois d'un canal de fond horizontal aient la 
forme de surfaces cylindriques à génératrices verticales et qu’un 
liquide parfait incompressible soit en mouvement dans le canal 
à débit fixe. Alors, 

lorsqu'on déforme vers l’intérieur une paroi du canal, toutes les 
lignes de courant se rapprochent de la paroi opposée, la vitesse dans 
des parties non déformées de la première paroi diminue tandis que la 
vitesse aux points de plus grande déformation et en tous les points de la 
deuxième paroi augmente. 

62. Dérivées frontières. Les principes variationnels établis plus 
haut admettent différentes améliorations quantitatives. Avant de 
passer à ces améliorations notons une application simple de ces 
principes pour l'estimation de la dérivée frontière. Revenons au 
cas de la transformation des domaines simplement connexes D (C) 
sur le cercle unité | w | 1 avec la condition qu'un point quelconque 
fixe z de ces domaines a pour image le centre du cercle w = 0. 

Soit z, un point régulier quelconque de C; faisons passer par 
le point z, deux contours fermés C, et C2 tangents à € au point z 
de manière que le domaine D (C;) contienne le point z, et soit contenu 
dans le domaine D (C) et que le domaine D (C2) contienne le domaine 
D (C). En vertu du théorème 1 du n° 60 nous avons: 


FF Ga CI TF (CI KIF (as Co) (2) 


Si on prend pour D (C;) et D (C2) les domaines que l’on trans- 
forme sur le cercle unité à l’aide de fonctions connues, alors les 
inégalités obtenues donnent des estimations supérieures et inférieures 
numériques concrètes pour |f’ (2, C) |. 

Appliquons cette considération générale à l'estimation de 
|f" (z, C) | dans le cas où la courbe C diffère peu de la circonférence 
unité. 

Théorème 1. Supposons que la courbe C satisfasse aux 
conditions suivantes : 

4) C appartient à la couronne 1— e<|z|<1+e; 

2) les angles de la tangente à C et de la tangente à la circonférence 
Îz|— { aux points d'argument égal ne sont pas supérieurs à ph; 

3) La courbure k de la courbe C diffère de l'unité au plus de e1. 

Dans ces conditions nous avons pour la dérivée frontière de la fonc- 
lion w = f(z, C), f (0, €) — 0, qui réalise la représentation conforme 
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de D (C) sur Le cercle unité, les estimations: 


1—Ee—2e; —p? ; 1+e+ 2e; — pu? 

Léa UE ONE (2) 
ou les estimations plus grossières 

12e [ft C) <1+2e +e; +1, (3) 


dans lesquelles n est un infiniment petit d'ordre supérieur au premier 
par rapport à e, e, et a. Pour obtenir les estimations cherchées, 
il suffit d’utiliser Le procédé général décrit plus haut. 

Soit z, — rei® un point arbitraire de C; faisons passer par z, 


la circonférence C1 de rayon r; — tangente à la courbe Cet, 


1 
1+& 
pour plus de simplicité, supposons que par la transformation considé- 
rée le point z, correspond au point w — 1. Considérons la fonction 
z—g(w)(g(0)=0, g(1) =) qui 
réalise la représentation conforme 
du cercle | w|<<1 sur le cercle C1. 
En vertu du principe variationnel 
fondamental (cf. n° 60) 


’ 1 
| f" (2 Des: (4) 


Le calcul de g’(1) se simplifie 
grâce à la remarque suivante. 
Considérons la famille de toutes 
les transformations du cercle [w|< 
<< sur le cercle C1 qui font 
correspondre w, à un point fixe 
Z de la circonférence Ci et qui 
possèdent en ce point une dilatation 

FIG. 139 fixe. [Il est clair que cette famille 
dépend d'un paramètre réel. Mon- 
trons que l’image de tout point du cercle | w | << 1 par toutes les 
transformations de cette famille décrit une certaine circonférence 
Co tangente à C1 au point z1. Pour le démontrer transformons d’une 
manière conforme les cercles | w | << 1 et C; sur les demi-plans 
supérieurs Im & > 0 et Im 6 > 0 de manière que les points wi 
et z, aient pour images les points à l'infini. La famille considérée 
se transforme en une famille de transformations du demi-plan 
supérieur sur lui-même qui conservent immobile le point æ et 
qui y ont une dilatation fixe, c’est-à-dire des transformations de 
la forme Ë — «yo + B, où @ fixe et B variable sont des para- 
mètres réels. Pour les différentes transformations de la famille, 
l’image d’un point fixe w décrit évidemment une droite parallèle 
à l'axe Im 6 — 0, et revenant aux anciennes variables w et Z 
nous obtenons ce que nous voulions. 
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Tenant compte de cette remarque nous menons la circonférence C5 
tangente à C au point z, et passant par l’origine des coordonnées, 
et nous remplaçons la condition g (0) — 0 par la condition g (0) — z,, 
où z, désigne un point de C4 diamétralement opposé à z. Désignons 
par & le centre de la circonférence C1, hk — | 20 — & | et « — 
= arg (1 — &). Nous avons (fig. 139) : 3 — ai — heîti, 2, — 4 + rieici, 
et la fonction 

z = rjeiué + a 


réalise la représentation conforme du cercle | & | << 1 sur le cercle Ci 


de manière que les points Ë = 0, 1 et — = aient pour images les 
points z = &, z et zo. D'autre part, la fonction 
k 
LATE 
= ñ 
1——— vw 
r1 


transforme le cercle | w | << À sur le cercle | ê | 1 de manière 


que les points w — 0, 4 aient pour images les points C— 7, 1. 


On obtient donc pour la fonction à déterminer z — = g (w) (g de 
— Z9, £ (1) = z1) l'expression 


—h 
2=g(w)= = Pieter + a 
et 
r — h? 5 
lg (1)| == Ë je 7 = rs. (9) 


Désignons par «& l'angle des vecteurs z, et z1 — z0; il vient du 
: s r 
triangle rectangle zo Oz,: r = (r1 + h) cos &, d’où — — 


r1C0Sœ 1, 
et d’après (5) 
er 1 
ane 
Fr COS œ — ri 
Compte tenu de (4) nous avons: 
’ 2 { 
{f (z4, C>+cosa ———. (6) 
D'après les conditions du théorème nous ue A —e<r<1Â1+e, 


2 
|æ |<Cu, par conséquent, Le COS a > —— &) , et comme 
1 


> (1 2 
. << 1 — &;3, nous avons aux infiniment petits d'ordre supérieur 
au deuxième près: 

’ Gun?) (—e)—({+e | 1—e—28 1? 
Fe O1> ({+e) (1 — €) TTLe—e—ee: 
où n est un infiniment petit d'ordre supérieur au premier. 


= 1 —2e—e;— 1, 
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Remplaçant le cercle C; par le cercle C; de rayon = T——, 
; à a Et 
nous obtenons une estimation supérieure analogue 


A PERS pu ie 


: 2 F1 
[F Ge O1<T PS Te etes en 
et le théorème { est démontré. 

Des estimations du module de la dérivée frontière avec la sup- 
position supplémentaire f' (0, C) > 0 on peut également obtenir 
une estimation sur la frontière pour | arg f (z, €) — arg z |. Démon- 
trons d’abord le lemme suivant: 

Lemme. Pour toute transformation w = f (z, C}, f (0, €) = 0, 
f (0, C)=> 0, il existe sur la courbe C un point 20 = roei® d’ argument 
fixe tel que 

f (roc, C) = eïipo, 


Pour la démonstration désignons par g (w) la fonction inverse 
de f et considérons dans le cercle unité | w | 1 la fonction An 
Elle est analytique dans ce cercle et y est partout différente de zéro 
car lim 10 — g (0)> 0, donc la fonction À (w) — arg£ © = 


me et) 


= Im In y est harmonique. Nous avons } (0) — Im In g’ (0) — 


= 0 et sir la circonférence k (w) — @— 6, où œ@ = arg g (peït). 
D'après le théorème de la moyenne pour les fonctions harmoniques 


27 
1 
0 (0)= 7x | (p—0) à; 
0 


par conséquent, il existe au moins un point pour lequel @ — 8 = 0. 
Le lemme est démontré. 

Démontrons maintenant le théorème : 

Théorème 2. Dans les conditions du théorème précédent 
et avec la condition supplémentaire f" (0, C) > 0, en tout point 
g — re® de la frontière C, nous avons: 


largf(z, C) — argz|<n(3e + & + n), (7) 


où n est un infiniment petit du deuxième ordre par rapport à €, €1 
et LU. 

Soient os l'argument fixe, 0 — arg f (rei®, C) et ds l’élément 
de longueur de l’arc de courbe € au point rei®; nous avons: 


FA 
8—œ0— | 1f'(rei9, C)] ds. 
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1 


1+e 
compte du premier membre de l’inégalité (3), nous avons 


5 : {1 2 
Dans nos conditions dp< ds < FREE d; par conséquent, tenant. 


( 
F 1— 28 —Ee1 — 
8—%> | es 1 dp = (P — Po) — (Be + €1 + 1) (P — Po), 
Po 
ou 
8—p> — (3e + 1 + 1) (p — po). (8) 
De la même manière, à l’aide du second membre de (3), nous avons : 
0—p<(3e + e + n) (p — Po). (9) 


Réunissant les inégalités obtenues et remarquant que l’on ne peut 
considérer que les æ pour lesquels | ® — @, | << x nous en déduisons. 
l'inégalité cherchée (7). 

L’estimation de |8 — @ | peut aussi 
être obtenue sans avoir recours à l’inéga- 
lité (3) et, de plus, avec des suppositions 
moins restrictives, par exemple sans sup- 
poser que €, est petit. Indiquons brièvement 
la voie qui permet d'obtenir de telles 
estimations. 

Comme plus haut, il suffit d'évaluer la 
longueur de l’arc ® de la circonférence 


SN 


|w | = 1 correspondant à l'arc z5z de la FIG. 140 
courbe € dont l'une des extrémités 

coïncide avec le point Zz, d’argument 

fixe. Réunissons pour cela les points z, et z par un arc de circonfé- 


rence C1, appartenant à D (C) et tangent à 202, et par un arc de 


circonférence C2: appartenant à l'extérieur de D (C) et tangent 


ne 
à C en un point extérieur à 292 (fig. 140). D'après le principe de 
Montel (n° 60), par la représentation w — f(z, C1UC2), qui est 
réalisée par des fonctions élémentaires (cf. n° 34), l'arc de courbe 
1 à pour image un arc de circonférence | w | — 1 de longueur 
Supérieure à Ÿ ; nous obtenons donc l’estimation supérieure pour 6. 
Changeant les rôles de C1.et C2 nous obtenons l'estimation inférieure. 
Pour e<<u << 0,1 cette voie nous conduit à l'inégalité 
Larg f(z, C)— argz | <1,6 p. (10) 
Les deux théorèmes que l’on vient de démontrer donnent des 
estimations de la variation du module de la dérivée et de l’argument 
de la fonction qui réalise la transformation en fonction de la varia- 
tion de la frontière du domaine. Ces théorèmes sont démontrés pour 
és points frontières, mais, en vertu du principe du maximum, ils 
Sont vrais aussi dans l’intérieur du domaine. 
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On donne dans ce paragraphe des formules approchées de la 
représentation conforme des domaines qui diffèrent peu des domaines 
dont les transformations sur des domaines canoniques sont connues. 
Les résultats obtenus (n° 62) nous permettent d’évaluer la précision 
de ces formules approchées. Nous commençons par des domaines 
qui diffèrent peu du cercle unité. 

63. Domaines voisins du cercle. Comme précédemment nous 
supposons que la courbe fermée C est voisine de la circonférence 


unité | z | — { du point de vue de la configuration et de la courbure, 
c'est-à-dire que dans son équation en coordonnées polaires 
r=r(p=1—ô(p (0<p<2x) (1) 
nous supposons que 
1ô(pI<e 18 (pi<e, Fo" (pl<e. (2) 


Nous obtenons la partie principale de f (z, C) en partant de la 
formule (9) du n° 34 pour la représentation d’un cercle duquel on 
a retranché une lunule d’aire 6; dont les points anguleux sont voisins 
de eît 


A ze-it 
we 2 {A+} = + me (2) (3) 


{w (0) = 0, w’ (0) > 0). 


Supposons que l’on a retranché du cercle | z | 1 deux lunules 
d’aires 67 et 64 dont les points anguleux sont respectivement 
voisins de effi et et, Nous trouvons de la formule (3) la représenta- 
tion du cercle | z | << 1 duquel on a retranché la lunule 5:, sur 
le cercle | © | 1: 


o&2+ D nu (2). (4) 


Pour le degré de précision adopté nous pouvons supposer que la 
lunule 0;, a pour image une lunule de même aire et de points angu- 
leux voisins de w© — e#2. Utilisons de nouveau la formule (3) d’après 
laquelle la fonction 


w& o+ En, (w) (°) 


réalise la représentation du cercle | © | 1 duquel on a retranché 
la lunule 64, sur le cercle | w | << 1. En portant dans (5) l’expres- 
sion de & tirée de (4) et en remarquant que grâce à la présence du 
facteur o:, devant la fonction n:, (w), pour le degré de précision 
adopté, on peut remplacer w par z, nous obtenons la transformation 
du cercle | z |  { duquel on a retranché deux lunules sur le cercle 
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unité 

à 54 . 

WR 2 SE Mt (2) + Mt (2). (6) 


La formule (6) reste en vigueur si les portions de cercle que nous 
avons retranchées diffèrent des lunules par leur forme. 

Passons au cas général d’un domaine D de frontière la courbe (1). 
Remplaçons cette courbe par une ligne polygonale formée d’'arcs 
de circonférence et de segments de rayon 
(fig. 141). L’aire du secteur retranché est 
On = (1 — r(tx)) At, = 6 (t:) Afz, où 
Nr = try — t, donc en appliquant la 
formule (6), généralisée au cas de nñn 
secteurs retranchés, nous avons: 


GOR It À 6) m9, (An. 


k=1 


Remplaçant la somme par l'intégrale - 
et substituant à n,:(z) son expression FIG. 441 

tirée de (3) nous trouvons la formule 

approchée de la représentation conforme d'un domaine voisin du 
cercle sur un cercle 


TAOETREES WE ss = dt} (7) 


eit— 


(0, C)=0, f(0, C)> 0). 


L'établissement de la formule (7) que nous venons de donner 
est géométriquement clair, néanmoins il n'est pas suffisamment 
rigoureux et ne donne pas l'estimation de l'erreur commise par 
cette formule. Pour cette raison nous donnons, en suivant G. Siryk (*), 
l'établissement analytique de cette formule basé sur l'intégrale 
de Schwarz (4) du n° 44. 

Désignons par z = g (w) la fonction inverse de la fonction w — 


= f (z, C). Alors e0r est une fonction régulière analytique dans 


le cercle | w | 1, différente de zéro, donc In 10 ) peut être repré- 


sentée par l'intégrale de Schwarz. Si l’on pie connue la corres- 
Pondance @ = p (8) des arguments des points w — ei de la cir- 
conférence unité et des points z == re? de la courbe C et si l’on 


tient compte de ce que sur la circonférence Re In sw. = In rfœ (8)1, 


(*) T. B. Capa, «O kondopmnou oro6paxenumn GrusKux o6xacreñ», Vcrre- 
XU Martem. Hay, T. XI, Ba. 5 (71), 1956, 57-60. 
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où r = r (y) est l'équation polaire de C, alors cette intégrale s'écrit, 
sous la forme 
23 


In-E@) x | mr (ç (8) < à ee d9 (8) 


w 


(nous posons € — 0 dans la formule (4) du n° 44 car d’après les 
conditions adoptées g’(0) => 0 et, par conséquent, le premier 
membre de (8) est réel pour w — O). 
Pour estimer l'intégrale (8) nous avons recours au lemme suivant: 
Lemme. Si une fonction u(t) réelle, continûment dérivable 
sur le segment [0, 2x] satisfait aux conditions 


u(0) =u(2n), lu()l<e, [uw (]<e, (9} 


alors l'intégrale de Schwarz 
27 


Fos | D) dt (10} 
0 


pour tous les z, | z | << 1, satisfait à l'inégalité: 
IF(z)1< Me, (11) 


où M est une constante. 
Pour démontrer ce lemme remarquons d’abord qu'il découle 
des propriétés de l'intégrale de Schwarz que pour tous les z, | z [| << 1, 


2x 
4 EE PET 
û 


2x eit—z 


donc 
2x 


Free) ue 2x | (Ou (0 Ed 


Mais d’après les conditions du lemme et le théorème de la moyenne 
[u(t) —u(p)|<<elt— |, par conséquent, d’après le théorème 
de l'estimation des intégrales 
2 ; 
: ? 
LF (rei9)—u (9) | <a het res 


—_rei? 


dt. 


Il est clair que l'intégrale du second membre est bornée pour tous 
les r, OLr<1, et pour tous les p, 0OLp<L2r, et comme par 
hypothèse |[u(p)|<<e, il vient 

[F(rei9)| IF (ré9) —u(p)|+lu(p|<Me, 


cù M est une constante. Le lemme est démontré. 
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Revenons à l'établissement de la formule (7). En vertu de la 
condition [ô(œ)|<<e, nous avons : 


Inr[p(8)}=1n{1—61[p(0)}= —6[(8)14+0 (e?). 
De plus, comme on le voit de la démonstration du théorème 2 du 
n° 62, pour les conditions (2) p'(8)—1+0O(e), donc 
: {6 Ip (8)}} — 6" [p(8)p" (8) =0(e) 
e 
’ è 6)l}° ’ 
Qnr(p@ny = RE = —{81e(0)1}" +0 (8). 


Ainsi, d’après le lemme démontré, le remplacement de In r [œ (0)] 
par — ô[p(8)] dans l'intégrale (8) donne une erreur de l'ordre de 

(e?). 
Puis, d’après le théorème 2 du n° 62 6 — @ — O (2), donc dans 
nos conditions 


8 (ç) — 8 (8) + à’ (p*) (8 — æ) — 6 (8) + O (e’), 
{6 (p (8)1}" — 8" (8) — 8" (p) [1 + O (e)l — 8" (8) — 
= Ô" (p) — 6" (8) + O (2°) — 8" (p**) (p — 8) + O (e?) = O (e°) 
(*, p** sont des points compris entre @ et ®). Ainsi, d’après le 


lemme on peut encore remplacer 6 [p(8)] par (8) dans l'intégrale 
considérée avec le degré de précision adopté, et nous obtenons: 


27 : 
1 i8 
In£@ et Ÿ 50) 77 d8 +0 (e°). (12) 
0 
Puisque d'après ce même lemme, dans nos conditions, 
In #2) 


In #0) _O(e), on a SW) _, 
w w 
de (12) on peut écrire 


uù =1+m£#@ + o(er) et au lieu 


1 rs et0 y 
2= g(w)=w {ie | (0) 
0 


d0}+O(eæ). (13) 


— WW 


De cette formule il est aussi facile d'obtenir la formule de la trans- 
formation inverse w — f(z, C); pour cela il suffit d'écrire (13) 
sous la forme 

Z 


DD = —_—__ 5 + O(e) = 


eu i6 
pt | 5 (0) 2 dd 
1 2 sen 
e D 
4 {+3 | ë (8) 20e, de} +0 (e), 


0 
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et de remarquer, compte tenu des relations ô (8) = O(e), 1 — z — 
= O(e), que l’on peut remplacer w par z dans l'intégrale en conser- 
vant le degré de précision adopté. Ainsi, nous avons démontré 
le théorème: 

Théorème. Si une courbe C d'équaition polaire 


Er =tl—:06{(0) 
vérifie les conditions 
Fô(pil<e, 18" (pl<e, 1ô"(pi<e, 


alors la fonction w = f(z, C), f (0, C) = 0, f (0, C) => 0, qui réalise 
la représentation conforme du domaine D (C) sur le cercle unité peut 
être représentée sous la forme 


21 
14e eittz 
w = f (2, Ch=2 {14 \ 8 (6) LE dt} +0 (e). (14) 
0 
11 est utile, à des fins pratiques, de noter encore les relations 
entre les coordonnées polaires des points z — rei® et w — peï’ qui 
se correspondent par la transformation considérée : 


27 
_ 1 1 — p2 
Me EST: T LUS | 
j | (15) 


T 
br 1 20 sin (0 —#) 
Po ! ô(#) 1—2p cos (0 — 6) + p? 


dt. 

Ces relations s’obtiennent en séparant les parties réelles et imaginaires 
dans la formule (13) (cf. n° 44) et elles sont valables aux infiniment 
petits d'ordre e? près. Pour p = const elles donnent les équations 


paramétriques des images réciproques des circonférences | w | — p. 
La deuxième formule (15) est vraie aussi pour p = 1 
1 FT 6@sinE ) 1F F) 
t) sin (8—# _ 
pS0—— Er dt=0—— Ï 6) ctg “dt, 
d’où 
16 e 
= 
A&p—0% zx | 6()cte — di. (16) 
0 


L'intégrale dans la formule (16) doit être comprise comme une inté- 
grale singulière, car au point & — 0 la fonction à intégrer devient 
infinie du premier ordre. Remarquant que d’après la propriété 
de l'intégrale d’une fonction périodique, les limites d'intégration 
dans (16) peuvent être prises de 6 — x à 8 + s et tenant compte de 
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ce que la fonction cotangente est impaire, nous obtenons que la 
valeur principale de l'intégrale est égale à 


2r 2 HA —& LA 
en a E ee 


C'est pourquoi la formule (16) peut être écrite sous la forme 
2 


A8 = | {8(—8(8)}ctg 1 dt, (17) 


Ô 


où l'intégrale est comprise au sens ordinaire (cf. n° 52; la fonction 
Ô(#) satisfait à la condition de Hülder puisqu'elle est deux fois 
dérivable). 

La formule (16) est la plus importante pour les applications 
pratiques. On peut non seulement calculer la valeur de œ en fonction 
de 8 à l’aide de cette formule, mais, avec les conditions (2), on peut 
encore calculer la valeur de la dérivée frontière. En effet, repré- 
sentant la différence A6 — @ — 6 à l’aide de la formule (17) et 
dérivant par rapport au paramètre 6, nous trouvons 


2n 
d 1 Ô (t)— Ô(8 , t—0 
asitn] Ets (0) ete is 


t—0 2 


1 56 
_ _ ent 1) 
=1+ j ee dt, 
à 2 

car, comme nous l'avons souligné plus haut, l'intégrale de 
ctg ? de O0 à 2x est nulle. 

Mais aux infiniment petits du deuxième ordre par rapport à € près 
la quantité | g’ (eï®) | est égale au rapport des longueurs des arcs 
de courbe qui se correspondent par la transformation (13), c'est-à-dire 


ny d 
Le" (eit)] & (1—6(p)} (18) 
D'où finalement 
27 
 . 1 ( ô(t)—6( 
Ce t—6(p+r | LOR à, (49) 
ns —— 
ou, en passant à la fonction inverse, 
2x 
; 1 ( 8()—6(8 
(Cie 1+6(0)— 72% | LOTS à. (20) 
0 sin? 


2 
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En raisonnant comme plus haut on peut évaluer l'erreur donnée 
par la formule (19) et, en particulier, on peut montrer que cette 
erreur est un infiniment petit d'ordre supérieur par rapport à &. 

Dans les calculs pratiques de la fonction f (z, C) d'après la 
variation ô (@) il est plus simple de donner & à l’aide d'une somme 
trigonométrique : 


& (p) = & (ao + a, cos @ + b, sin + a, cos 2p + 
+ b, sin 2 +...) (21) 


Portant ce développement dans la formule (14) nous aboutissons 
au calcul d'intégrales de la forme 


2x 1 2x 
JT; = 7j cos nt TE de, L= | sin SEE Es dt. 
0 Qj 


Pour les calculer remarquons que sur la circonférence unité, où 
&—=et, nous avons cos nt = Re £* et sinnt—Re(—iê"). Donc, 
en utilisant l'intégrale de Schwarz du n° 44, on peut affirmer que 
pour |z|<<4Â ces intégrales sont respectivement égales à 11 = 7 
et L = — ji. 

Tenant compte de ces résultats, nous tirons de (14) l'expression 
approchée de la fonction qui réalise la transformation du domaine 
D (C) sur le cercle unité: 


fs, €) = 2 + ez [ao + (a — ibs) z + 
+ (as — ibs) 2 +... + O (e°). (22) 


On trouve l'expression approchée de la fonction inverse de la 
manière ordinaire et elle a la forme 


£ (w) = w — ew [ag + (ai — ibs) w + (a — ibz) uw? + ...] + 


. O (e°}, 
d'où il est facile de trouver 
g' (w) = À — e las + 2 (a — ib,) w + 8 (az — ibs) u? + el + 
+ O (e°) 


et notamment la dilatation sur la frontière 
[g' (eiê) | = eRelne (eË9) = 1 8 [ag + 2 (a cos 8 + 
+ bi sin 6) + 3 (a, cos 26 + b: sin 28) + ...1 + 
+ O (e?), (25) 
ainsi que la correspondance des arguments des points frontières 
p — 0 + Im In 2. so) —=6— 2€ (a, sin 6 —b, cos 6 + 
+ a, sin 26 —b,cos 28+...)LO(e?). (24) 
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Dans le cas où & (æ) est donnée sous la forme d'un polynôme 
trigonométrique, les formules (22})-(24) sont très commodes pour 
les calculs. 


Exemple. Considérons la transformation d’une ellipse de demi-axes 
a = 1+eet b — 1 sur le cercle unité. Puisque x — (1 + €) cos p, y — sin 


sont les équations de l’ellipse, on a p — V/(1 + e)? cos? @ + sin? p — 1 + 


+ e cos? p + O (£?), par conséquent, à (g) = —e cos?  — — st + cos 2) 
et d’après la formule (22) 
f(@ C)=2—+2(1+2)+0 (e?). (25) 


Pour terminer notons que toutes les formules de ce numéro 
restent en vigueur pour les représentations conformes 


= F(z, C), Fo, C) = 


de l'extérieur des domaines voisins du cercle sur l'extérieur du cercle 
unité. Il faut de plus définir 6 (æ) non pas de l'équation (1) mais 
de l'équation en coordonnées polaires de la courbe € donnée sous 
la forme 


r=r(q) = 1 + 6 (p). (26) 


En effet, la formule (3), point de départ pour toutes les formules 
ultérieures de ce numéro, est vraie aussi pour les transformations 
de l'extérieur du cercle unité du plan des z duquel on a retranché 
une Junule sur l'extérieur du cercle unité du plan des w. On peut 
s'en convaincre facilement en faisant les transformations complé- 


: 1 { 3 
mentaires z =, W= — des plans des z et des w. 


64. Domaines voisins d’un domaine donné. On donne ici la solu- 
tion approchée du problème suivant, important pour les applications: 

Soit donné un domaine simplement connexe D (C) qui contient un 
point z0 et supposons connue la fonction qui réalise la représentation 
conforme de D (C) sur le cercle unité 


w = f(z C); f(zo C) = 0, f'(z0 C) > 0. (1) 


On demande de déterminer la représentation conforme sur le cercle 
unilé 


w=f(z Cj f(zx = 0, f' (40 C) > 0, (2) 


du domaine D (C) voisin de D (C). 

Nous pouvons immédiatement donner, à l’aide des formules du 
n° 63, la solution du problème qui vient d'être posé. Soit z, un point 
de € qui à pour image le point w = 1. Désignons par s la longueur de 
l’arc de courbe du contour € compris entre les points z et z. Quand z, 
partant du point z4, décrit C dans le sens positif, la quantités varie de 
25—0149 
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0 à 1, où l'est la longueur du contour C. Connaissant la transformation 
(1), par là même nous connaissons la relation entre l'argument 8 
des points de la circonférence | w | — 4 et la coordonnée s: 


6 op V0 


(3) 


0 | |f(2 Cds. 


ri 

Supposons maintenant que le contour € soit voisin de € au sens 
suivant. Désignons par 6 (s) la longueur du segment de la normale 
à la courbe C, compris entre C et C, prise 

gs) avec le signe plus si ce segment se trouve à 

l'intérieur de D (C) et avec le signe moins 

dans le cas contraire (fig. 142); nous sup- 


: posons que 

: [ô()I<e 18 (9 1<e, 16"(91<e, 

; (4) 
où € est un petit nombre fixe. 

FIG. 142 Pour la transformation donnée © — 


—f(z, C) du domaine D (C) sur le cercle 
unité du plan des © — peï®, la courbe © a pour image une 
certaine courbe C* voisine de la circonférence unité (**) ; l’équa- 
tion polaire de cette courbe, aux infiniment petits d'ordre supérieur 
près, est de la forme: 


’ d8 
p& 1j (a C)16(9=1— 58 (5) 1— 8" (6), 
où s est la fonction 8, définie par les formules (3). Soit 
w=f(o, +); f(0, C*)=0, (0, C*)>0, (5) 
la fonction définie par la formule (7) du n° 63, où l'on a remplacé 
ô (t) par 8*(t); alors la transformation cherchée du domaine D (C) 
sur le cercle unité peut évidemment être construite à l’aide de la for- 
mule suivante (##**): 7 
w—f(z,C)=fif(z OC, C& ” 
1 it ,C 
zf(, C) {+ | 6) FER dt}. (6) 
0 
(*) On suppose C suffisamment régulier. 


sel Si Ca des parties qui appartiennent à l'extérieur de D (C), il faut alots 
faire d’abord une homothétie de centre z, et de coefficient voisin de l'unité, 
après quoi l’image de © appartiendra à D (C). 

(***) Pour qu'il soit possible d'appliquer la formule (6) nous devons suppo- 
ser que non seulement à, à’, 0” sont petits mais aussi Ô*, Ô*’,0*",ce qui a toujours 
lieu si le contour de départ est suffisamment différentiable, par exemple possède 
une courbure deux fois différentiable. 
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Utilisant les formules (16) et (19) du n° 63, on peut encore trouver la 
variation de la correspondance des frontières et la variation de la 
dérivée lorsqu'on passe d’une transformation donnée à une transfor- 
mation voisine. 

Arrêtons-nous encore sur un Cas particulier important du problème 


que nous venons d'étudier, à savoir le cas où le contour € ne diffère 
de € que par un petit arc de centre au point a du contour (variation 
locale). . 

Soit © l’aire comprise entre C et C ; nous prenons © avec le signe 
plus si C se trouve dans D (C) et avec le signe moins dans le cas con- 
traire, Pour la variation locale la formule (6) prend la forme 


es Fi C ste oO 
1 De 1 O1 (OP TES (7) 
où 0, est l’argument d’un point de la circonférence | w | = 1 corres- 


pondant, par la transformation © — f (z, C}), au centre de variation 
a. En effet, dans ce cas, au lieu de prendre la formule (7) du n° 63, 
nous avons recours à la formule (3) de ce même numéro, de plus au 
lieu de o on prend o* = | f’ (a, C} [?o. Il découle immédiatement 
de la formule (7) que la variation de la transformation f est propor- 
tionnelle à l’aire © et, au voisinage de la portion du contour qui a subi 
la variation, est inversement proportionnelle à la distance à cette portion. 
Dans le cas d'une variation locale, lorsque la fonction & (œ) 
est non nulle seulement sur une portion de longueur n au voisinage 
du point eï®o de la circonférence | © | — 1, la formule (19) du n° 63 

de la dilatation sur la frontière prend la forme : 

00 mn ns o* 1 
S = Le CE” DA LEU Hg P= "à (8) 
ADS ———— 


(nous supposons que © = ei? appartient à la portion non déformée 
de la frontière, c’est-à-dire 6 (0) — 0). Puis, d’après la formule de la 
dérivée d’une fonction composée 
ps dw [f' (2, ©)| 
FF (2 o=|R|1S an le 

E ‘dw 
en y substituant (8), nous trouvons la dérivée frontière 


D US (9) 


“da 


in? 


où 6, et 68 sont les arguments des points de la circonférence | © | = 
qui correspondent par la transformation © — f (z, C) aux points a 
et z du contour C. 


25% 
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On voit de la formule (9) que la variation de la dérivée frontière 
de la fonction f est proportionnelle à l'aire © et, au voisinage de la por- 
tion frontière qui a subi la variation, est inversement proportionnelle qu 
carré de la distance à cette portion. 

65. Extension de résultats. Toutes les propositions et formules 
qui viennent d’être exposées peuvent être étendues au cas de la repré- 
sentation conforme sur d’autres domaines canoniques. Cette extension 
peut être réalisée soit à l’aide d’une représentation conforme auxi- 
liaire d’un cercle sur un tel domaine, soit directement à l'aide des 
principes variationnels du n° 60. 

Donnons les formules les plus intéressantes qui s’y rapportent. 

1) Cas du demi-plan. Conservons les notations adoptées au 
n° 60 et supposons que la courbe C est donnée par l’équation y = y(x), 
de plus 

Iyl<e [y I<e, Iy"I<e, 
lim zxy (x) = 0. (1) 


X—+ + © 
Dans ces conditions la fonction 
D — à (z, C), : (oo, C) T 1; 


qui réalise la représentation conforme du domaine D (C) sur le demi- 
plan supérieur, peut être représentée sous la forme approchée suivante 


z—t 


w=f(z, CO e2+ + | PAGES (2) 


(comparer avec la formule (7) du n° 34). Pour la fonction g (w), 
inverse de f (z, C), il en découle: 


g (w) & pe f 20 . (3) 


Cette dernière formule est vraie pour toutes les valeurs w, Im w > 0; 
en particulier, faisant w — u nous obtenons la correspondance entre 
les points de la courbe € et de l’axe des x 


n d 
seu | 0e, (4) 


— 00 


ainsi que la formule approchée de la dérivée 


, 1 f NS 
ele ++ [OS à (5) 


— 


(comparer avec la démonstration de la formule (19) du n° 64), 
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Toutes les formules que nous venons de donner sont vraies aux 
infiniment petits d'ordre supérieur par rapport à e près (*). 

2) Cas de la bande. D'une façon entièrement analogue, en s’ap- 
puyant sur les principes variationnels du n° 58 et sur la formule (13) 
du n° 34, on peut obtenir facilement les formules approchées de la 
représentation conforme d’un domaine voisin de la bande 0 << y << 1 
sur la bande 0<v<i. 

Soient deux courbes ©; et C: y—yo(xz) et y—y(x), où yo(x) 
et y(x) sont des fonctions uniformes, en outre 


Ipl<e, Iyi<e, [Hl<e, 
Iy—1|<e, [y[<ie, |y'1<e. (6) 
Dans ces conditions la fonction 
w—=f(z, Ci, C); (Ho, Co, C)= Ho 


aux infiniment petits du deuxième ordre par rapport à e près peut 
être donnée par la formule suivante : 


fe Con CR 245 | ge (eYeth LED + 


— 


44 n 
+5 | OR à, 
et la fonction z— g(w), inverse de f, par la formule 


2=g(w) = + | go (e)eth ED. gr 


+ (t-on ea. (8 


es 


Cette dernière formule est vraie dans la bande fermée 0O£v<1. 
En particulier, posant w—u nous obtenons la correspondance entre 
les points de l’axe des w et ceux de la courbe C,: 


2 


— 


DA u— 1 | Yo (e) eth LUI di — 


00 


—+ 10) hi I ge. (9) 


(*) Les intégrales (4) et (5) ainsi que (2) et (3) pour les z et w réelles doivent 
être comprises comme des intégrales nee 
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Pour pouvoir dériver l'intégrale singulière (9) nous allons pro- 
céder de la manière suivante. Remarquant que la valeur principale 
de l'intégrale est: 


Ÿ eù AR a 2 jm {fra fon A0] 
re a—+0 
n(u—M) 
+[in|sh sun 1 == —+ lim In SET — du, 


nous écrivons la formule (9) sous la forme 
> 


Ru—z | {n(9—v(u}eth 2 a — 


n(u—t 
5 | U-yo) ha pou 
Maintenant, en dérivant par rapport à w nous avons: 


FOet-ut+r | ge a 
Ro D 


09 i= 
+ | tn (10) 


a T(t—u) 
$ 2 


Donnons encore deux formules dans le cas où la variation est de 
caractère local. Soient y (x) = 1 et yo (x) = 0 en tous les points de 
l'axe des x, excepté sur un petit intervalle de centre au point 4, 
et soit © l’aire comprise entre l'axe des x et la courbe y — yo (x). 

Dans ces conditions, à l’extérieur du voisinage du point a nous 
avons : 

; , ñ o 
HF G@, C)I& Fa art 
Fra 
(41) 
C)|æ1 + —"—— 
[f(x +i, RER 
Ch? — 7 
2 

Nous voyons des formules (11) que dans Le cas d'une bande l'in- 
fluence de la variation locale s'amortit comme et, où l est la distance 
à la portion qui a subi la variation. 

Répétant un nombre de fois suffisant la variation locale qui vient 
d'être décrite, on peut démontrer une proposition plus générale. 
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Principe de localisation. Soit d(z) le diamètre 
du plus grand cercle qui est tangent au point z à la courbe C, et qui est 
entièrement intérieur à la bande D (Co, C) et supposons que pour tous 
ies points z de cette courbe 


d=0d*, 6<0<0», (12) 


où d*, 0 >> 0 et 0: << © sont des constantes. Alors, pour une variation 
arbitraire de la bande D (Co, C) à l'extérieur du cercle | z — 29 | 1 
la variation de la dilatation au point z0 de la représentation conforme de 
la bande D (Co, C} sur la bande 0O<Lv<h satisfait à l'inégalité 


l 
ô |f' (20 Cos C)| << Me ar, (13) 


où M et m sont des constantes. 

On peut calculer que si la portion qui a subi la variation se trouve 
éloignée du point z, à une distance quatre fois supérieure à la largeur 
de la bande, alors La variation de In | f’ (26, Co, C) | constitue moins 
de 1%. 

Il découle aussi de la formule (13) la possibilité d'appliquer la 
formule (10) dans des conditions plus larges que celles qui ont permis 
de l’établir. Ainsi, si 


max {1 %ol, [y — 11, [y y ll Lu" 1} < 

<e£{lz—-zxoM+1}, (14) 
où U est un nombre positif quelconque, alors au point 35 — 0 + iÿo (to) 
if (20 Co: C)I= 


x ÿo (t) — Yo (xo) in ï 1—y(t) 
2 z 2 


de plus le reste R vérifie l'inégalité 
|R|< ke, (16) 

où k est une constante ne dépendant que de u et de max | y (z) — 
— ÿo (x) |. 

3)Bandes étroites. La valeur en un point frontière quelconque 
de la dérivée de la représentation conforme d’une bande donnée 
sur une bande rectiligne dépend de la position de ce point et de toute 
la frontière de la bande. Dans le cas des bandes étroites ou des ban- 
des dont la courbure varie lentement, pour les valeurs frontières 
de |f’ (2, Co, C) | on peut donner une formule approchée dans 
laquelle ne participent que la largeur de la bande, l'angle entre C; 
et C et les courbures de ces courbes, de plus toutes ces quantités 
sont calculées au point frontière donné z d’une des courbes et en un 
Certain point (défini par le point z) de l’autre courbe frontière. Nous 
allons nous arrêter sur le cas des bandes étroites. 
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Soit donnée une bande D (C5, C) et soit z, un point arbitraire de 
la courbe C. Par analogie avec les lunules (cf. n° 354) désignons par 
n — n(z,) le segment z,z, de la normale à C au point zo, par 6 — 
— À (20) l'angle des normales à C4 et à C aux points z, et z, et par 
ko (20) et ko (z,) les courbures de € et C; en ces points. 

Soit encore 


w = f(z Co, C;, h); f(H © Co, C, h) = +oo 


la fonction qui réalise la transformation de D (C5, C} sur la bande 
étroite O  v << h. Dans ces notations nous avons le théorème: 
Théorème. Sih est un petit nombre positif et si les courbes C, 
et C satisfont aux conditions 
k— k9 


ah<n<ak; |9|<ash, {| . | El, 161} <a, (17) 


dk dko dk dkQ 
{S & } <a, ( as }< & 


où a, sont des constantes indépendantes de h, alors 


, 3 


, k 2 4 
|f Co C, h)]=+ HS EEE RES O}EHR, (18) 
de plus le reste R vérifie l'inégalité 
|R | < As, (19) 


où À est une constante ne dépendant que des constantes a. 

Faisons passer par les points z, et z, les circonférences C et C 
en contact respectivement avec les courbes C et C,; désignons par 
D (Co C) la lunule qui a ces circonférences pour frontière (fig. 143). 
Puisque d’après la formule (18) du n° 34 la dilatation au point 
par la représentation de D (Cs C) sur la bande de largeur est 


L 1 Eos Co Ce 4 ot RER TE 62) +0 (R), (20) 


pour démontrer le théorème il suffit de montrer que |’ (29, Co, €, h)l 
diffère de | f’ (20, Co; C, h) | par des infiniment petits d’ordre non 
inférieur à h°. 

Dans les conditions du théorème à démontrer, les courbures des 
courbes C, et C sont finies et leur différence est un infiniment petit 
d'ordre k. À l’aide des calculs élémentaires, il en découle que les 
points anguleux de la lunule D (C;, C) se trouvent à une distance 
finie de zo (*). D'après le principe de localisation, toute déformation 


(*) Le calcul montre que le carré de la demi-base de la lunule est 


= (6 (+), 


est une quantité bornée. 


d? 


où &œ — — 
&— k9 
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du domaine à l'extérieur du cercle |z — z9 | & À donne une varia- 
tion de la dilatation |f’ (20, Co, C) | d’infiniment petits: d'ordre 
1 


ENT < Mn Tr Î 
non inférieur à A3 si e qu <MRS, c'est-à-dire > (3 he 
— In M) (*). Nous pouvons donc dans nos estimations considérer 


que le domaine D (C5, C) coïncide avec la lunule D (Cor C) à l'exté- 
rieur du cercle | 2 — z | < lo — L In + . Supposons d’abord que 


FIG. 143 


dans le cercle | 2 — 29 | & lo la courbe C, coïncide avec Co. Faisons 
une représentation conforme de la lunule D (C5; €) sur la bande 
0< n < À du plan des 6 — Ë + in de manière que ©, ait pour image 
le bord inférieur de la bande Lo, C le bord supérieur T'et le point % 
le point &, = ih. La courbe € a pour image la courbe l qui est en 


contact avec la droite T au point £o = ik. D'après (20) la dilatation 
donnée par notre transformation est bornée inférieurement et supé- 
rieurement, donc il suffit de montrer que pour | £ [<< 4, la dilatation 
au point 6 de la transformation de la bande D (1°, l) sur la bande 
0<u< h diffère de l'unité (dilatation par la transformation de la 
bande D (T5, ©) sur elle-même) par des infiniment petits d'ordre non 
inférieur à A. 

Au voisinage du point £ — 0, nous représentons l'équation de l 
par la formule de Taylor 


nd 8 + BE + 0 (E1) 
(les coefficients de € et de £? sont nuls, car Test en contact avec la 
droite Ê). Pour | £ | Lo, le reste de la formule est un infiniment pe- 
tit d'ordre supérieur par rapport à k4 Int + , c’est-à-dire que l’on peut 
le négliger par rapport au degré de précision adopté. 


{D Il est clair que dans nos conditions le principe peut être appliqué, 
de plus on peut prendre d* —k 
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Choïsissons les constantes a et b de manière que la fonction 
6 = w + au? + but (21) 
réalise la représentation de la bande 0 << v << k sur la bande du plan 
des € de frontière l’axe des & et (au moins pour | & | << 95) la courbe 
d'équation n = À + aë3. Si a et b sont réels, alors, pour les w = y 
réels, les valeurs de & sont aussi réelles, c’est-à-dire que les bords 
inférieurs des bandes se correspondent. Pour w = u + ih nous avons 


n = À + 2ahu + 4bhu (u? — k?), 
= u + a(u? — R?) + b (ut — Ghlu? + h4); 


donc, posant a — 2bh?, 4bh — «, nous obtenons: 
n=h+aus; Eu (ui—4nur— ht). 


On voit de la deuxième équation que u = & + O (es In F) : donc on 


peut prendre dans la première équation u = Ë vu le degré de préci- 
sion adopté, et nous obtenons n = À + &Ë3, ce qu’il fallait démon- 
trer. Substituant dans (21) les valeurs que l’on vient de trouver pour 
a et b nous en déduisons la transformation cherchée 


G=w + Sur+ ut, (22) 


On voit de la formule (22) que le point wy—=ih+o (in) 
correspond au point &—5#; donc la dilatation de la transformation 
(22) en ce n est 

[IS =[[t+auw+ ul], —1+0 (Hi }: 


ce qu'il . démontrer. 
De la même manière on peut choisir les constantes c et d de sorte 
que la fonction 


w0 


Ë = w + cuÿ + duwÿ 


réalise la représentation de la bande 0 << v << h sur la bande de fron- 
tière l’axe des £ et la courbe d'équation n — k + BE*. Pour w — 
= u + ih, nous avons: 


n = A+ ch (Bu? — h?) + dh (Gus — 10k2u? + A4), 
E=u + cu (u? — 3hu) + du (ut — 10hk?u? + 5h£); 
donc, posant 3c — 10 dh°?, 5 dh = $, nous trouvons: 
7 1 
n=h+fut— Eh, E=u+o(minr), 


d’où, pour le degré de précision adopté, n — A+ fE. 
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Ainsi, la transformation cherchée est de la forme: 
2 
Eu + À Bras + Ps (23) 
et sa dilatation au point w,—1ih+0o (rs Int +) est égale à 


SE], = (114280 + À 208 


— 3 
1, =1+00). 
Il est clair que la transformation 

k 2 
ut Burt ut + À Bras + À vs 


coïncide, avec le degré de précision voulu, avec la transformation de 
la bande 0 << v << h sur la bande D (T4, T) et que sa dilatation au 
point w, correspondant à £9 — th est égale à 1 + O (A5). Dans le cas 
où la courbe C, coïncide avec Ci dans le cercle | z — z9 | << d le 
théorème est démontré. 

On considère de la même manière le cas où les courbes C et C 
coïncident, et le cas général se ramène aux deux cas considérés, car 
on peut d'abord pen du domaine D (C5, C) au domaine D (Co, C), 
puis de D (Co, ©) à D (Cv, C). Le théorème est donc complètement 
démontré. 

Pour terminer donnons un résultat qui s'obtient de la formule 
{18) par des estimations élémentaires. 

Soit Co une courbe qui coïncide avec l'axe des x et supposons que la 
courbe C': y — y (x), satisfasse aux conditions suivantes: 


dih y (x) < ah, 


[y 1<ashth, |y"|<ah, [y | < ah". (24) 
Dans ces conditions, en tout point de la courbe C, nous avons 
TG CC DE {+3} +R 
|R]< AAî2:, (25) 


où À ne dépend que des constantes a. 

Pour démontrer ce résultat, il suffit de remarquer que pour ces 
conditions et pour le degré de précision adopté, on peut dans la 
formule (18) remplacer 
y _ y" ” 


Ÿ —arctg y'= y", n= ESS ©; ay © 9 


et négliger aussi les termes en n°k? et ®°. 
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$ 3. APPLICATIONS 


Nous donnons dans ce paragraphe des applications des principes 
variationnels à des problèmes de la mécanique des milieux continus. 
66. Calcul de la portance. Le modèle d’un fluide parfait n’est que 
la première approximation de la description du mouvement d'un 
liquide ou d’un gaz réel, Ainsi, les formules de la portance obtenues 
au n° 49 ne sont pas exactes: des résistances, la non-uniformité de 
l'écoulement et d’autres facteurs, qui, en outre, dépendent dans une 
bonne mesure du caractère de la répartition de la vitesse du fluide 
autour d’une aile, surgissent en plus de la portance, lorsqu'on tient 
compte de la viscosité, de la compressibilité, etc. Aussi pour la réso- 
lution du problème de l’amélioration de la qualité d'une aile d'avion, 
les méthodes simples de calcul de la répartition des vitesses, lorsqu'on 
passe d’un profil donné C à un profil 
AS) voisin ©, acquièrent une grande im- 

€ portance. 

Nous aboutissons ainsi au pro- 
blème suivant: 

déterminer la variation de la vitesse 
et de la portance d'un profil C en 
fonction de la variation de sa forme. 

On peut donner une solution 
simple à ce problème si l’on a recours 
aux formules approchées des représentations conformes des domaines 
voisins. Soient donnés un contour C avec un point anguleux a et un 
autre contour €, voisin par la forme et la courbure. Nous supposons, 
en outre, que a appartient à C et que les deux tangentes à C au point 
a sont aussi des tangentes à C (fig. 144). 

Supposons ensuite que l’écoulement autour de C soit connu; 
nous pouvons alors supposer que la vitesse d'écoulement V, fonction 
de la longueur d'arc s du contour C, est connue. Nous prenons le 
point a pour origine des s et nous supposons que le parcours positif 
sur C correspond aux s croissants (0 < s < !). De plus, nous suppo- 
sons que la représentation conforme 


E—F(z C); Fo, C) = (1) 
de l'extérieur du contour C sur l'extérieur du cercle unité | 6 | > 1 


soit donnée et, notamment, la correspondance des points de C et des 
points de la circonférence & = ef : 


B—A@(s); s— 5 (0). (2) 


Désignons par n» (s) la longueur du segment de la normale à C compris 


entre les courbes C et C, précédée du signe moins ou du signe plus 
suivant que cette normale se trouve à l’intérieur ou à l'extérieur de 


FIG. 144 
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C. Par la transformation (1), la courbe Ca pour image la courbe C *, 
dont équation en coordonnées polaires aux infiniment petits d’ ordre 
supérieur par rapport à max | 7 (s) | près est de La forme: 


p=1+n{[s (BD —1+6 (0) (3) 


{nous posons & — peit). Il est clair que la transformation de l'exté- 


rieur de C sur l'extérieur du cercle unité | w | > 1 peut être repré- 
sentée sous la forme 


w = F(z, À = FIF(z, C), C*], Flo, C1 = co, (4) 

où w = F(&, C*), F(œ, Ê*) = oo, transforme l'extérieur de C* 

sur |[w|>>1. D'où, d’après la formule de différentiation des fonctions 
composées, : a 

F2, C)I= IF, CN le F" (8 0) | (5) 

de plus, dans le second membre la fonction | Æ" (2, C) | est connue 

et | 7’ (&, C*) | est donnée par l'expression approchée (20) du n° 63 


OSEO LÉ (6) 
0 Si 


{cf. la remarque donnée à la fin du n° 63). Si l’on remarque que la 
transformation (4) ramène le problème d'écoulement autour de C 
au problème d’écoulement autour d'un cylindre circulaire, alors la 
valeur absolue de la vitesse au point z du contour € peut être déter- 
minée par la formule (9) du n° 49: 

L 2Vo 

[VE 
JF" (oo, C)| 
où vs est la vitesse à l'infini (*) et Ô—6+A8 et Ü—05+A8 
sont les arguments des images des points z et a par la transfor- 
mation (4). Comparons cette formule à une formule semblable de 
la vitesse en des points de C 


VIRE lin 0 — sin Pd LF' (2, C)|, 


EX 
et tenons compte des formules (5) et (6); nous obtenons: 


{1+8@)—> Lie 00 a Le D 


| sin 0 — sin 6, |: [+1F7 (2, |, 


sin 0—sin do 
sin 6—sin 6 


FA PRIE 
| F' (00, C*x) | 


= 


*) Nous supposons que la vitesse à l'infini est dirigée suivant l’axe réel, 
c’est-à-dire, avec les notations du n° 49, 8 = 0. 
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En dérivant par rapport à z la formule (7) du n°63, puis en pas. 
sant à la limite lorsque z— ©, nous trouvons 
2 


LF' (oo, Cle tx [wa (8) 


D'autre part, 
sin 0 — sin 69 Sin 6+ cos 8A6— sin 0—cos 6965 1 pes 6A6 — cos 6çA8, 
sinô—sin0 sin 0 —sin 6 2 sin6ô—sin@ ‘? 
où A6 et A6, sont données par les formules (16) du n°63 
27 
A8 om fowcietrtas A8 = DOC ET (9) 
Ù 


(nous changeons le signe de ces formules car, avec les notations du 
n° 63, ce sont les quantités de la forme 6 — @ et 8, — @ qui nous 
intéressent). Portant dans la formule (7) les expressions trouvées et 
négligeant les infiniment petits d'ordre supérieur, nous avons 


FIV {14 50) + CRE + 


sin Ô— sin 0 
1 2n 1 274 
he | 6 (4) dt —— ES 
0 0 


La formule (10) donne une relation entre les vitesses . points des 


contours € et C qui se trouvent sur une même normale à C. 

Conformément à ce qui a été dit (n° 63), notons qu'il est plus 
judicieux de faire les calculs pratiques d’après la formule (10) en 
approchant à (f) par un polynôme trigonométrique 


ô (4) — e (ay + & cos t + b, sin { + a: cos 2t + 

+ ba sin 25+ ...). (11) 
Dans ce cas, il est plus commode d'utiliser la formule (23) du n° 63 
(tenant compte de ce que F' (6, C*) — 


Qa}.( (10) 


Mi Lau 


—#) à la place de la for- 
£g (e 

mule (6) et au lieu de (10) nous avons alors: 

PE 8A8 — cos 8448 

VIENT LT eE + € [200 + 


sin 6—sin 6 


+2 (as cos 8 +-b, sin 6) + 3 (a2 cos 26 + b, sin 20) + “if , (12) 


ES 


où 
A8 = e& (a sin 6 — b, cos 0 + a, sin 20 — b, cos 28 + . ..), 
A9 = € (as sin 69 — b, cos 65 + a: sin 28, — b: cos 285 + 4 
(comparer avec les formules (23) et (24) du n° 63). 
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On peut aussi utiliser les formules (12) et (13) pour résoudre le 
problème inverse: 

connaissant la variation de la vitesse sur l'aile, déterminer la varia- 
tion correspondante du profil de l'aile. 

Considérons le cas particulier de variation du contour C lorsque 
C ne diffère de C que par un petit arc de courbe de centre au point s, 
(variation locale). Dans ce cas, nous posons: 


2x 
B,—0(s:), | S(t)dt=0, 
0 


et, à l'extérieur de la portion qui a subi la variation, à la place des 
formules (9) et (10) nous avons aux infiniment petits d'ordre supé- 
rieur par rapport à © près: 


0 me 


o 9— 
. : cos D ctg 21 — cos @octg su 
IVI=1VI an — + 
4 
+1 —5— |). 
2 sin? mal} 


Passons au calcul de la variation de la portance. Pour cela, le 
plus simple est d'utiliser la formule de Joukovski (8) du n°49, 
d’après laquelle la valeur de la portance qui agit sur le contour C'est 

ip. | 
P=—4Anp FFC 0] 


Appliquant cette formule aux contours C et ©, nous trouvons: 


sin 65. (15) 


Pi sin 0 


F' (co, ©)| _ p sinêo, 1 
“_ sin 


F' (oo, C) 7 sin6o 1£" (co, C*)| ” (18) 


ou encore, en utilisant la formule (8) et en remplaçant sin 6 — 
= sin 0, + cos 6165, 


2T 
P=P {1+ete00480 +7; | 6}. (17) 


Dans le cas d'une variation locale, la formule (17) prend la 
forme 


Px P {14 [ete ete 3+1]}. (18) 


On déduit de la formule (18) le résultat qualitatif suivant. 
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Soient aÿ et a, les points de fuite et de ramification d'un courant 
autour d'un profil C à portance P positive. Lorsqu'on remplace C par 
un profil ©, la portance : 1) augmente si © coïncide avec C sur la courbe 
inférieure aba et se trouve au-dessus de la courbe supérieure açb'a,: 
2) diminue si C coïncide avec C sur la courbe supérieure et se trouve 
au-dessous de la courbe inférieure (fig. 145). 

Pour démontrer cette proposition, nous considérons la variation 
du contour € comme une suite de variations locales. Puisque d’après 


FIG. 145 


“os conditions P >> 0 et o > 0 (*), selon (18) le signe de la variation 
ÊP = P — P de la portance coïncide avec le signe de l’expression 


6; 


A=1+ctg 6 ete 0, (19) 


en outre, 6, se trouve dans le IV® quadrant (pour fixer les idées 
nous supposons — + < 85 < 0); donc, ctg 89 < 0. 


Considérons d’abord le cas 1). Par la transformation (4), le centre 
de variation locale coïncide dans ce cas avec le point 6, de la circon- 
férence, qui se trouve sur l’arc de courbe supérieur 8,6;, où 6; est le 
point de la circonférence qui correspond au point de ramification & 
du courant, c'est-à-dire 0 << 0, — 05 << n + 2[ 869 | (cf. exemple 2), 
n° 49). Pour 0 << 8, — 8, < x, nous avons ctg oi < 0 et, par 
conséquent, A1. Pour an <68, —-60,<x+2/|68,{| posons 
00 = . La, où 0O<a<{|6,]; alors ctg = tg à, 
le module du second terme du deuxième membre de la formule (19), 


égal à er , n’est pas supérieur à l'unité et, par conséquent, A > 0. 
0 


Ainsi, dans le cas 1), la variation de la portance ôP >> 0. 
D'une manière analogue, nous avons dans le cas 2) 0 << 89 — 81 < 


a 
< nr — |65 |, posons Ch — À =, alors [DIl<a<z: 
Le module du second terme du deuxième membre de la formule (19); 


2 2 


(*) Le contour C se trouvant à l'extérieur de C, o est positif (cf. la condition 
adoptée plus haut). 
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a ———— … — — ————— — —…"—.—— — —————…"— …—— —…—. — 


égal à er , est supérieur à l’unité, et il est clair que le signe de ce 
0 


terme est négatif. Donc, dans le cas 2), la variation de la portance 
$5P < 0. La proposition énoncée est démontrée. 

67. Ondes dans un liquide pesant. Considérons un canal ouvert, 
indéfiniment long, de section rectangulaire et de fond horizontal. 
Supposons que le canal soit rempli d'un liquide pesant dont le mou- 
vement est subordonné aux conditions suivantes : 1) le mouvement est 
plan: le champ des vitesses est parallèle aux parois verticales et 
identique dans toutes les sections parallèles à ces parois ; 2) supposons 
qu'un système de coordonnées rectangulaires (x, y) (l'axe des x 
se trouve sur le fond et est parallèle aux parois, l’axe des y est dirigé 
suivant la verticale ascendante) se déplace avec une vitesse constante 
v, dans la direction de l’axe des x ; nous supposons que dans le système 
de coordonnées (x, y}, la surface libre et le champ des vitesses du 
liquide ne dépendent pas du temps t. 

Nous appelons mouvement ondulatoire permanent du liquide dans 
le canal le mouvement d’un liquide subordonné aux conditions qui 
viennent d’être énumérées ; le nombre v, est appelé vitesse de propa- 
gation du mouvement ondulatoire. D’après la définition, du point 
de vue d’un observateur attaché au système référentiel (x, y}, ce 
champ engendre un mouvement permanent du liquide au sens ordi- 
paire. 

On pose de la manière suivante le problème général de la théo- 
rie des ondes permanentes dans un canal: supposant le liquide par- 
fait, déterminer tous les mouvements ondulatoires permanents pos- 
sibles. 

Le problème que l’on vient de poser se ramène à un problème de 
la théorie des représentations conformes. À cette fin, introduisons 
plusieurs autres paramètres. Soit C: y = y (x), la section de la sur- 
face libre par un plan des (x, y); nous appelons profondeur moyenne 
du canal le nombre 


ë 1 
H= lim 


100 


le. 


y (x) dx. (1) 
L 


. Soient ensuite g l'accélération de la pesanteur, p la densité du 
liquide, 
h —= voH. 
Passons maintenant à l'énoncé mathématique du problème. D’a- 


près le n° 48, le liquide étant parfait et le mouvement dans le plan 
des (x, y) permanent, il découle que le potentiel complexe 


E—f(z Ch), (+ ©, C, h) = + œ (2) 
est la fonction qui réalise la représentation conforme du domaine 


D (C):0 < y << y (x), sur une bande rectangulaire ; la largeur de la 
260149 
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bande doit être égale à k car le débit, par hypothèse, est égal à 
vo — h. Sur la surface (ondulatoire) libre, la pression doit être 
constante et égale à la pression atmosphérique; donc, d’après Je 
théorème de Bernoulli bien connu en hydrodynamique, en chaque 
point de la ligne C, on doit avoir la relation 


1 , ; 
p=A—zplj'(z C,h)}— gpy= const, (3) 


où p est la pression et À une constante. 

Ainsi, notre problème est ramené au problème suivant: déter. 
miner toutes les courbes C: y = y (x), telles que les représentations 
conformes f (z, C, h) du domaine D (C): 0 y << y (x), sur la bande 
O<y<h, de largeur donnée h, satisfassent en chaque point de C à 
la relation (3). 

Vu que la condition (3) n’est pas linéaire, la solution complète 
de ce problème suscite de grandes difficultés et n'est toujours pas 
connue. Nous exposons ci-dessous une solution approchée basée sur 
les formules approchées de la théorie des représentations conformes. 
Nous allons chercher dans nos problèmes particuliers des courbes 
périodiques paires y — y (x) qui diffèrent peu de la droite y = H. 

Pour faciliter nos calculs, réalisons des homothéties des plans de 
l’écoulement et du potentiel complexe en posant z = Hz, et & — 
— ht. La relation (3) se transforme alors en la relation 


dt, [2 
| 5! | + 2Vy1 = C; (4) 
où c est une constante et 
H3 H 
V=ET mr (5) 


un paramètre sans dimension. 

Nous allons considérer le cas où & = v — { est un petit nombre 
positif. Introduisons les variables z, — @z,, É2 — at, et supposons 
que dans le plan des z, l’image de la courbe C satisfait aux conditions 


au Cyr L'art, | Y, | ac 2, 
[y I< aa |yr |<'aa'?, (6) 


où a, sont des constantes. Nous obtenons alors, de la formule (25) 
du n°65, l'expression approchée 


d { » 
BE (+) +0 (a) 


dir 


ou en passant aux variables z, et £,: 


d 1 1 » à 
É Er (1 +2 19) + 2 (a/). 
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Portant cette expression dans la formule (4), nous obtenons, 
compte tenu des conditions (6), une équation approchée qui est 
vérifiée aux infiniment petits d'ordre © (œ°/2) près sur la courbe qui 
correspond à € dans le plan des z:: 


2 » 
7 (A+) +=. (7) 


Prenons pour nouvel axe réel dans le plan des z la droite y = H, 
c’est-à-dire posons y = H (1 + n) ou, ce qui revient au même, y, = 
= 1+n; l'équation (7) devient alors 


SNA mc (1 +) — 0. 


Si l’on choisit la constante c de manière que n = 0 soit solution 
de la dernière équation (ce — 2v + {)et si l’on tient compte de l’iden- 
tité 


uù 
1+n? 
on peut alors écrire cette équation sous la forme 


» 3 3 1 

+3 (—n+s(v+ fs = 0. (8) 
Etant donné que nous cherchons des solutions qui diffèrent peu de la 
droite y — À, on peut alors supposer que n est une petite quantité. 
Nous supposons que max | n | a le même ordre que &, alors, tenant 
compte du degré de précision adopté, on peut négliger le dernier 
terme dans le premier membre de (8). Introduisant la quantité &« — 
= y — 1 à la place de v et négligeant le terme an°, nous avons: 


hp pere 
2 


, 9 
n+8an+ n° = 0. (9) 


Nous allons continuer l’exposé en faisant deux suppositions diffé- 
rentes. 

19. Théorie linéaire. Supposons d'abord que le nombre 
Max |[n | soit petit par rapport à & (ondes de petite amplitude). 
On peut alors linéariser l'équation (9) en y négligeant le terme non 
inéaire 


n” +3 en = 0. (10) 


Puisque, d’après la condition adoptée précédemment, & >> 0, on 
Peut prendre comme solutions de cette équation les ondes linéaires 


n=-7 cos PETER 


404 CH. IV. PRINCIPES VARIATIONNELS 


où a est une constante arbitraire. Par rapport aux coordonnées ; 
et y,\l’équation de ces ondes est de la forme 


3a 
y=H+acos x. (11) 

_La période des ondes, après y avoir substitué la valeur v = à + 
+ 1 tirée de la formule (5), s'écrit sous la forme 


21H 2rxH 


d'où 


= Er : 
VE L 


Ainsi, pour la vitesse de propagation vo et la période T données, il 
existe un ensemble infini de solutions du problème qui dépendent d'un 
paramètre, l'amplitude de l'onde. 

De plus, la profondeur moyenne Æ du canal est donnée par la 
relation (12). I1 découle aussi de cette relation que la vitesse de propa- 
gation des ondes linéaires croît avec leur longueur mais n’est jamais 

mn 2 
supérieure à V gH. En négligeant le terme ( _ ) dans (12), nous 
obtenons la formule de Lagrange vo = V 8H. 

20, Ondes longues. Etudions maintenant le cas où max |n| 
a le même ordre que &. Dans ce cas nous avons à considérer 
l'équation (9) dans sa forme complète et le problème devient non 
linéaire. 

Il est clair que l’équation (9) admet l'intégrale première 


(22) = 4 — San? — 3nf, (13) 


dx; 


où À est une constante arbitraire. Admettant que pour la crête de 
l'onde, c’est-à-dire pour x, — 0, nous avons n = 79 >> 0, nous obte- 
nons pour À la valeur 


A = 315 (&œ + no) 
Pour qu'il existe des solutions périodiques de l'équation (9), il faut 
qu’on trouve encore une valeur n — 1 << 1, (creux de l'onde) pour 
laquelle 1 — 0, En vertu de (13) cette valeur doit être racine de 
l'équation 
+ an? — n6 (a + no) = 0. 
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Cette équation a la racine n = 19; divisant les deux membres par 
n — Mo; NOUS trouvons : 


D + (@ + no) n + no (&@ + no) = 0, 
d'où 


Vi,2 = 2% + Vo + 00)? — 40 (œ + Mo). (14) 


Ainsi, pour qu’il existe des solutions périodiques il faut que 
(a + no)? — 4no (& + No) > 0, c'est-à-dire —a < no Se Puisque 
nous avons 1o >> 0, cette condition a la forme 


œ 


WT - (15) 


Pour cette condition, de la relation (13), que nous pouvons écrire 
sous la forme : 

d ————— 

ne VA — 3on — 31), 


dx; 
nous trouvons la demi-période des ondes considérées 


no 
T an 
2 j Ve va 


œ É . : - 
Pour no + l'expression qui se trouve sous le radical a des racines 


simples aux extrémités no et n, de l'intervalle d'intégration, donc la 
quantité T est finie. [1 est également facile d'écrire l’équation de la 


demi-onde (sur l'intervalle 0 < x +) ; 


no 
dn 
H ZT —-  ° 17 
= 7 Ban? — 37° co 


On voit directement que la condition no << — est suffisante pour 


l'existence des solutions de l'équation (9) qui un un caractère ondu- 
atoire. Contrairement au cas linéaire, l'amplitude de l'onde ne peut 
être arbitraire et, pour une vitesse fixe vo, elle dépend de la période T. 
Donnons encore quelques propriétés qualitatives des solutions 
obtenues: ces propriétés découlent des formules données plus haut. 
a) La période T de l’onde croît avec l’ordonnée n, et aussi avec 


— correspond 
3a 


au cas ie où Mo est un infiniment petit. Lorsque x tend vers la 


l'amplitude No — M1 — 24. La valeur minimale T — 


valeur + , la quantité T croît indéfiniment et pour M = % Ja solution 
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périodique dégénère en une courbe qui a un maximum unique Pour 


z = 0 et l'asymptote n = — + a (fig. 146). - 
Dans ce dernier cas, il est facile d'écrire la solution sous forme 
explicite si l’on remarque que pour No — _. nous obtenons de (14) 


a) 


b 
£ œ 
FIG. 146 
M,2—= — _ æ et, par conséquent, l'équation (13) prend la forme 
= V3 (mi —n). 


Cette équation différentielle à variables séparables s'intègre au 
moyen de fonctions élémentaires et sa solution, qui pour x — 0 


prend la valeur n = no — F , se met sous la forme 


na (im), 


ou, par rapport aux variables x et y, 


y=H+a (im). (18) 


La solution apériodique que l’on vient d'obtenir porte le nom d'onde 
solitaire. 

b) La courbure à la crête de l'onde est toujours supérieure à la 
courbure au creux. 

c) La vitesse de propagation de l'onde décroît avec la croissance de &. 

Pour terminer, voyons dans quelle mesure la solution qui vient 
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d'être trouvée satisfait aux conditions pour lesquelles l’expression 
.approchée que l’on a prise pour | f’ | diffère peu de l'expression exacte 
(cf. n° 65). Pour cela, nous devons trouver des estimations de la 
fonction n et de ses trois premières dérivées. Nous avons: 


Mais alors, en vertu de (14) et de (9), 


, #3/2 ” ; #5 
[In Ier, In l< hot, [n° | < ksa?, 
où kr, ko, ka sont des constantes numériques. Ainsi, lorsqu'on 


remplace | f” | par son expression approchée, nous faisons une erreur 
de l'ordre de œ“°/2. 

Utilisant la solution approchée que l’on vient de déterminer et 
les théorèmes variationnels généraux, on peut démontrer d’une ma- 
nière rigoureuse l'existence de tout le système d'ondes décrit et mon- 
trer que nos solutions appro- 
chées diffèrent de la solution 
exacte par des infiniment 
petits d'ordre supérieur. 


68. Ecoulement avec décol- 
lement. Le problème d’un écou- 
lement avec décollement a été posé 
au n° 48. Nous donnons ici sa solu- 
tion approchée et les résultats de 
l'étude qualitative basée sur les arg giwr-0 0 Enlg'wil=c 
principes variationnels développés 
dans ce chapitre (cf. M. Lavrenticv TA 777 B 4 
[1}). Pour plus de simplicité, nous 
nous limitons au cas des écoule- 
ments à symétrie axiale autour de 
corps symétriques par rapport à cet 
axe. Voyons d’abord le problème de l'écoulement autour des arcs symétriques. 
Conformément au n° 48, ce problème se ramène au problème suivant de la 
théorie des représentations conformes : 

Soit donné dans le demi-plan supérieur des z un arc de courbe Yi réunissant 
le point x, 0 de l'axe des x au point ib de l'axe des y. On demande de réunir le 
Point ib au point z — oo par une courbe V2 appartenant au demi-plan supérieur 
et telle que la fonction 


w = f(z y); fo, ÿ) — ©, f' (oo, y) — 1, (1) 
Qui réalise la représentation conforme du domaine D (Y) qui se trouve au-dessus de 
la courbe y = (—oo, x) + ÿ1 + ya sur le demi-plan supérieur (*), satisfasse 
à la condition 


FIG. 147 


Lf (& y) | = c — const (2) 


Sur l'arc de courbe ÿ2 (fig. 147). 

Indiquons la méthode approchée de résolution du problème. Désignons par 
2 = g (w) la fonction inverse de la fonction cherchée (1); étant donné que (1) 
D, 


. (*) Comme on le voit de (1), nous nous limitons aux écoulements avec une 
Vitesse à l'infini égale à l’unité et dirigée suivant l’axe des x. Le cas général 
se ramène facilement à celui-ci. 
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réalise la représentation conforme sur le demi-plan supérieur, g° (w) est anal y- 
tique et non nulle dans ce demi-plan, donc la fonction 


Ing (w) = Ing" (w) | + i arg g° (w) (3) 


y est analytique. Il est clair que nous avons arg g’ (u) — 0 sur l'intervalle 
(— >, À) de l'axe des w qui correspond à l'intervalle (— oc, x) de l’axe des + 
et In | g° (u) | — ©, où c1 est une constante, sur l’intervalle (B, œ) qui cor. 
respond à y2 (cf. fig. 147). Sur le segment (4, B) qui correspond à y;, arg g’ (u) 
est inconnu car la correspondance entre les points de (4, B) et de ÿ est incon- 
nue. Or, si l’on se donne une correspondance quelconque £ — & (4) entre leg 
points de (4, B) et de ÿ:, nous trouvons alors: 


arg g’ (u) — arg L (u) = p (u). (4) 


La détermination de la fonction In g’ (w) se ramène maintenant à un problème 
aux limites mixte pour le demi-plan supérieur, car Im In g’ (w) est connue sur 
l'intervalle (—c, À) et Re In g’ (w) sur l'intervalle (4, œ). Résolvant ce 
problème par exemple à l’aide de la formule de Keldych-Sédov (n° 54), nous 
trouvons la fonction 


Z2=£$ (w) (5) 


qui réalise la représentation conforme du demi-plan supérieur sur le domaine 
D (y), où Y = (— 00, 73) LU Y1 U V2 (ci. fig. 147). 
Par construction, la fonction w = f (z, y) inverse de (5) résout le problème 


d'un écoulement avec décollement autour de l'arc de courbe ÿ;. Si ce dernier 
diffère beaucoup de yÿ:, nous devons modifier la donnée de la fonction q (u) 
de (4). Pour que ce changement soit plus judicieux, nous devons être en posses- 
sion de renseignements qualitatifs sur la variation de la fonction (1) lorsque 
l’arc de courbe y, est soumis à des déformations. Donnons sans démonstration 
les résultats fondamentaux qui s’y rapportent. 

41) Sè ÿ1 est composé d'un nombre fini d’arcs de courbe à courbure bornée et 
si chaque droite x = %o (x  ïo < 0) coupe Y; soit en un point, soit suivant un 
segment, alors la solution du problème de l'écoulement avec décollement existe et 
est unique. 

On admet, en outre, que la courbe +2, à partir d’un point rx = E > 0, 
coïncide avec l’axe des z; nous désignons l'équation d’une telle courbe par 


y — (x E) (6) 


Dans ce sas, la condition (2) de constance de la vitesse sur l'intervalle (£, o) 
est remplacée par la condition de coïncidence des vitesses lorsqu'on s'approche 
de l'intervalle par en haut et par en bas, c’est-à-dire par la condition d’uni- 
formité du potentiel complexe (1) de l'écoulement avec décollement autour 
de l'arc de courbe T', formé de y, et de l’arc symétrique de ÿ1 par rapport à l’axe 
des x. En d’autres termes, on admet la convergence des jets en aval de l’arc 
de courbe. 

2) Si pour une valeur x = x2 l'ordonnée du point de ÿ2 s'annule, alors, 
pour i7 2», l'arc de courbe Y2 coïncide avec l'axe des x (en d’autres termes: 
Lo —= ). 

8) Sur l'intervalle (0, Ë), l'arc de courbe y, est analytique. 

&) Sur V2, le coefficient angulaire de la tangente ne peut atteindre un extrémumi. 

5) Lorsque E << oo, la courbe Y2 he peut avoir de points d’ordonnées supé- 
rieures à l'ordonnée maximale des points de la courbe y. 

6) Si l’ordonnée maximale des points de la courbe y, correspond à x — 0, 
alors Ë — o, c’est-à-dire que ÿ2 a une branche infinie. 

7) Supposons que pour des abscisses égales les ordonnées des points de la courbe 
Y1 soient supérieures ou égales aux ordonnées des points de 1 et que ces courbes 
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aient des extrémités communes. Alors E< Ë et 
y (x Ë) K y (x, E), (7) 
de plus lorsque 0 x << Ë, l'égalité ne peut avoir lieu que si 1 et ÿ: coïncident 


tig. 148). 
as Tous ces résultats sont obtenus par les méthodes de la théorie des fonc- 
tions de la variable complexe et, notamment, à l’aide des principes variation- 
pels du n° 61. Le lecteur trouvera leur démonstration dans l’article de M. Lav- 
rentiev [5]. 

I1 découle de 7) que y (x, £) est toujours inférieur à y, (x), l’ordonnée du 
jet le long du segment vertical (0, ib), cas étudié par Kirchhoff. I1 découle 


d 


T, T 


FIG. 148 FIG. 149 


toujours de la même proposition 7) que dans ses conditions, on a pour la résul- 
tante des forces de pression sur l’arc de courbe Ti = y; U y; où y; est l'image 
symétrique de y: par rapport à l’axe des z, P (T1) < P (li), où Ti = y: U vi. 
. Pour terminer donnons, toujours sans démonstration, certains résultats 
she concernent un écoulement symétrique autour des contours convexes. Soit 
onné un contour C fermé, convexe et symétrique par rapport à l’axe des x 
et qui coupe l’axe des x aux points x << 0 et x — 0. Soit y, la partie du con- 
tour C qui se trouve en dessous du segment (x, t) de l’axe des x (x 1 < 0). 
Il est clair que la solution 


y= uit (8) 


du problème étudié plus haut pour l'arc de courbe v, donne le jet libre d’un 
écoulement avec décollement autour d’un contour fermé € si la courbe (8) se 
trouve entièrement à l'extérieur de C. 

” On a les propositions suivantes : 

1) L'ensemble des points du contour C, pour lesquels dans un écoulement 
Symétrique il y a décollement, est l'arc de courbe Co de centre au point x1 et d'extré- 
fie de se trouvent à gauche des points du contour C d'ordonnées extrémales 

1g. 149). 
; 2) Les jets libres qui correspondent à deux écoulements distincts autour de C 
R'ont pas de points communs. 

3) Pour deux écoulements distincts avec décollement autour de C, la pression 
du fluide sur C est d'autant plus grande que le jet décolle plus tôt. 

.. Pour la démonstration de ces propositions voir l’article cité de M. La- 
vrentiev [5]. 
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69. Mouvement des eaux souterraines. Comme le montre l’expé. 
rience, le mouvement des eaux souterraines dans un sol homogène 
est Suffisamment bien régi par les lois de mouvement d’un fluide 
parfait. Se limitant comme précédemment au cas plan, supposons 
qu'un liquide s’infiltre dans un domaine D du sous-sol et supposons 
encore que le mouvement soit permanent. Désignons par p (z) la 
pression en un point quelconque z du domaine D. On a la loi expéri- 
mentale suivante (Darcy): la vitesse des particules liquides au point 
z est proportionnelle au gra- 
dient de pression et dirigée 
dans le sens contraire au gra- 
dient de p: 

V = —xgrad p. (1) 
Le coefficient de proportion- 
nalité x ne dépend que du 
caractère du sol et est appelé 
coefficient de filtration. Ajou- 
tant à la loi de Darcy Ia 
T7 condition d’incompressibi- 
FIG. 150 lité du liquide 


divV=0 (2) 


nous voyons que le champ des vitesses du mouvement du liquide qui 
s’infiltre dans un domaine D possède un potentiel u: 


u (z) = —%p (2), (3) 


qui est une fonction harmonique régulière dans le domaine D. 

Lorsqu'on projette un barrage, l’un des éléments essentiels de 
leur calcul est la solution du problème suivant. 

Soit donné un domaine D dont la frontière € est formée des par- 
ties rectilignes suivantes: 

1) la droite y — — À; (base), 

2) la demi-droite (— , 0) de l’axe des x, 

3) le segment (0, l) (radier), 

4) la demi-droite (/, æ) de l’axe des x, 

5) les segments verticaux (palplanches) c; issus des points x; = 0, 
T2, +, 2, du radier et étant de longueur l; (j = 1, 2, ..., n). 

Le domaine D contient un sol perméable de coefficient de fil- 
tration x. La construction À est érigée au-dessus du radier (0, L); 
à gauche de À, au-dessus de l’axe des x, se trouve une couche de liquide 
libre d'épaisseur A, et à droite de À une couche deliquide libre d’épais- 
seur Hi (Hi << H3). On suppose que les parois de la construction À, 
le radier, les palplanches et la base sont imperméables (fig. 190). 

On demande, pour les conditions énumérées, de déterminer le 
mouvement permanent du liquide dans le domaine D, de plus, les 
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ingénieurs s'intéressent aux trois quantités suivantes: 1) le débit, 
2) les pressions maximale et totale sur le radier, 3) la vitesse « de 
sortie» maximale sur la demi-droite (/, oo). 

Trouvons les conditions aux limites que le potentiel des vites- 
ses u doit vérifier. En vertu de l’imperméabilité de la base y — —,, 
du radier et des palplanches, sur toutes les portions de € qui corres- 
pondent à ces éléments il doit y avoir écoulement, c'est-à-dire que 
la relation 


nm = (4) 
doit être satisfaite. De plus, sur les demi-droites (—o, 0) et (, co) 
la pression p doit être constante : sur la portion de gauche p = pH; + 


+ Po, Sur la portion de droite p — pH, + p,, où op est la densité 
du liquide, p, la pression atmosphérique. Donc, sur (—c, 0) 


u = x (pH: + po) = W, (5) 
u = x (pH, + po) = u. (6) 


Ainsi, le problème du mouvement des eaux souterraines sous une 
construction se ramène à un cas particulier d'un problème aux limites 
mixte pour les fonctions harmoniques (n° 55). 

Indiquons deux procédés de résolution de ce problème qui tiennent 
compte du caractère spécifique des conditions aux limites (4), (5) 
et (6). 

a) Désignons par v la fonction de courant; en vertu de la condi- 
tion (4), vu a une valeur constante v, sur y — —h, et une valeur 
constante v = v, sur le radier et les palplanches. Le potentiel com- 
plexe w + iv réalise la représentation conforme du domaine D sur 
le rectangle limité par les droites uw = u4, u = ui, U = W, V = v, 
en outre, les points —, 0, !, œ ont pour images les sommets du 
rectangle. Ayant en vue que le rectangle est transformé sur le demi- 
plan supérieur à l’aide du sinus elliptique (cf. n° 39, exemple {), 
on peut se limiter à la transformation 


C—/f() (7) 
du domaine D sur le demi-plan supérieur Im € > 0. Supposons 
que par cette transformation les images des points —c, Ü, /, œ 
Soient les points &, &, @3, 4, ; à l’aide d’une transformation linéaire 
auxiliaire, nous pouvons faire de manière que les images de ces 


ï 1 1 
Points sont US he : 


dès le début que 
{ 
FH oo) = ++, (0) = —1, (D = 1. 
Alors, le potentiel cherché est de la forme 


u+ioen(£, #)+ A Lin, (8) 


et sur (4, co) 


4. En d’autres termes, on peut supposer 
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où sn est le sinus elliptique (cf. n° 39). Les côtés 2X et K° du rectangle 
sont donnés par la formule (3) du n° 39 


1/R 
dt dt 


1 
DR | a 
(7 (Ü—R2) de | VE D ARE) 


sa hauteur v, — v; — K’ donne le débit sous la construction. 
b}) Par la transformation (7), les fonctions u (z) et v (z) se transfor- 
ment en les fonctions 


u Lg (EN = U (0), vlg (01 = V (©, (9) 
où z — g(Ë) est la fonction inverse de (7), de plus, U est régulière 
partout à l’extérieur des segments (— — —1) et (1, +) et prend 
respectivement sur ces segments les valeurs u, et u,, et V est régulière 
à l'extérieur des segments (—s, — +). (—1, 1) et (1, ) et prend 
sur ces segments les valeurs v,, vo, v,. C’est pourquoi l'expression 
de ei &) + iV (€) peut être obtenue par la formule de Keldych-Sédov 
(n° 54). 

Appliquant à ce problème les principes variationnels, on peut 
obtenir facilement plusieurs résultats concernant le caractère de la 
variation du débit, de la vitesse de sortie et de la pression lorsque les 
dimensions des éléments de la construction subissent des modifica- 
tions. 

1) Si l’on augmente la longueur d'une ou plusieurs palplanches, 
alors toutes les lignes de courant baissent, le débit et la vitesse de sortie 
diminuent. Si l’on veut diminuer la vitesse de sortie, l'allongement de la 
palplanche qui se trouve le plus à droite est le moyen le plus efficace. 

2) Si l'on augmente la longueur d’une palplanche, alors la pression 
sur le radier augmente à gauche de cette palplanche tandis qu'elle dimi- 
nue à droite; en particulier, l'augmentation de la longueur de la pal- 
planche qui se trouve le plus à droite augmente la pression partout sur 
le radier. 

Les mêmes théorèmes et les formules correspondantes donnent 
également la possibilité de fonder et de préciser les différents procé- 
dés approchés de la résolution numérique du problème. 

L'un des procédés les plus répandus de détermination approchée 
du potentiel w est la méthode des fragments proposée par l’acadé- 
micien Pavlovski en 1922 (cf. [9]). 

Exposons l'essence de cette méthode. 

Faisons passer par les extrémités des palplanches c; les lignes Y; 
équipotentielles u—u; qui réunissent ces extrémités à la base de 
sorte que c; et y; forment une courbe une fois continûment difiéren- 
tiable, orthogonale à la base. Les lignes y; partagent le domaine 
D en n + 1 parties, « fragments », Do, Di, . .., D, (fig. 150). Dans 
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D 
le fragment Do, le potentiel uw vérifie les conditions 
Us sur (—, OÜ), 
LU — 
U Sur Ÿr 


—0 sur les autres parties de la frontière; dans le fragment D, 
Ux sur (1, æ), 
U — 


Un  SUT Yn, 


= 0 sur les autres parties de la frontière. Pour le fragment 


D;(j=1,2, ...,n—1), les conditions aux limites ont la forme 
f uj sur Y;; 
u = 
\ Uj+1  SUT Vjst 
0 sur les autres parties de la frontière. 

Remarquons maintenant que si les distances entre deux palplan- 
ches consécutives sont grandes par rapport à leur longueur, alors les 
lignes y; diffèrent peu des segments de droite y; perpendiculaires à 
la base. Désignons par D; le rectangle obtenu de D; en remplaçant 
Y; et Yj+1 par les segments de droite Ÿ; et Yi: : jé domaines D 
et D, sont alors des demi-bandes (fig. 150). 

Passons à la construction de l'expression approchée du potentiel 
u. Construisons d’abord dans chaque rectangle D; uneffonction har- 
monique u;(z) satisfaisant aux conditions aux limites suivantes: 


” 0 sur y; 
a ()= ds (10) 
1 sur Vixt 


ou; 
_— — 0 sur les autres parties de la frontière del D;. Il est clair que 


la construction de uj se ramène à la transformation du rectangle sur 


le demi-plan et à l'application de la formule de Keldych-Sédov, de 


plus, cette dernière a une forme très simple vu la simplicité des con- 
ditions aux limites. 


_ On prend pour valeur approchée cherchée de u dans le domaine 
D; : 
u © (ujys — uj)u;(2) +u; G=1,2,...,n—1), (11) 

Il est clair que cette fonction satisfait aux conditions aux limites 
dans le rectangle D; et diffère d'autant moins de la valeur exacte de 
U que y; et Y;+1 diffèrent moins de y; et Yj+41. 

Les formules (11) dépendent de r paramètres inconnus w4, us, . 
*.., Un qu'on peut déterminer à partir de la condition d'égalité 
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RE 
des débits à travers les rectangles voisins. Soient v; (z) la fonction 


conjuguée de ü; (z) et 
TS 1 


3] a j+1 je 
: uj 
Mj— | _. dy, mj—= | 5 a (12) 
—hgQ —ho 


ses accroissements sur les segments de droite Ÿ. jet Ÿ. ;+1. Alors, la fonc- 
tion v (z) conjuguée de u (z) dans le domaine D; est approximative- 
ment égale à (u;+1— u;) D; (z) et, par conséquent, la condition d’éga- 
lité des débits à travers les rectangles D ;_1 et D; s'écrit sous la forme (*) 


mj-1 (u; . Uj-1) — M; (uj+s Un uj) ( = 1, 2, CEE n). (13) 


Le système (13) est un système de n équations linéaires à n inconnues 
u;. Résolvant ce système par rapport aux ; et portant leurs valeurs 
dans (11), nous trouvons l'expression approchée cherchée de u (2) 
dans tous les fragments. 

Comme nous l’avons déjà noté plus haut, l'exactitude de la méthode 
des fragments dépend de l’écart entre les lignes y; et les segments de 
droite Vi. Indiquons le procédé permettant de donner une estimation 
numérique de l’erreur. Considérons la palplanche d'indice j ; soient 
D' la partie de D qui se trouve à gauche de la palplanche c; et D” 
la partie de D qui se trouve à droite. Remplaçons la partie D" par 
le domaine D° symétrique de D” par rapport à c;. Pour le domaine 
D; = D'UD;, ilest clair que la ligne y; coïncide avec le segment 
de droite y;. Utilisant les théorèmes variationnels nous pouvons 
estimer la variation de la fonction f (z) qui réalise la représentation 
conforme du domaine D, sur le demi-plan lorsqu'on passe de D: 
à D et obtenir par là même l'estimation de l'écart entre y; et ;. 
Notre problème est donc ramené à r estimation de la différence entre 


u et u en fonction de l'écart entre y; et y, ou entre le domaine D; et 
le rectangle D;, mais on peut obtenir cette estimation en utilisant 
les formules du n° 64 des représentations conformes des domaines 
voisins. 

En s’aidant de ces formules, on peut préciser essentiellement la 
méthode des fragments. Prenons pour y; une demi-onde de sinusoïde 
d'amplitude b;, qui réunit les extrémités de c; à la droite y — —ho 
Supposant que les domaines D; sont voisins du rectangle, nous pou- 
vons d’une manière efficace construire la transformation du domaine 
D; sur le demi-plan et par là même la fonction w; qui est égale à 
l'unité sur Y;11, nulle sur y; et possède une dérivée normale nulle 
sur les autres parties de la frontière. La fonction u; dépend linéaire- 


(*) Posons encore us — 0, u,31 — 2u,. 
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ment des paramètres b;, b;4, de la sinusoïde. On construit comme pré- 
cédemment, d’après la fonction ü; (2), le potentiel inconnu 
u & (ujy1 — u;j) ü; + uj. 

fl y a 2n paramètres numériques uw; et b; dans l'expression de w que 
l'on vient de construire. Le système (45) donne nr équations; nous 
obtenons encore n équations si l’on exige que le volume _de liquide 
qui s'échappe de D;- 1 à travers la moitié supérieure de ÿ est égal 
au volume de liquide qui entre dans D; à travers la même partie de y;. 

Appliquant les formules 
du n° 65 des transformations 
des domaines voisins sur un 
demi-plan, on peut donner 
des méthodes de calcul des 
valeurs de w Jorsqu’on passe 
d’une construction donnée à 
une construction voisine. 

Pourterminer,indiquons  &) 
encore la méthode de la trans- 
formation successive des pal- 
planches la plus complète- 
ment exposée par P. Fil. ©) 
tchakov [101]. 

Pour plus de simplicité, 
considérons le cas d’un ra- FIG. 151 
dier de longueur !, à deux 
palplanches, bien que la méthode soit analogue (et du point 
de vue de la précision elle convient même mieux) dans le cas 
d’un plus grand nombre de palplanches. Soient / la longueur du radier 
et l, — 1 et /2 les longueurs des palplanches (fig. 154). 

Réalisons la a conforme 


= VI+ À (14) 
du demi-plan inférieur ee Z : duquel on a retranché la palplanche À 
Sur le demi-plan inférieur des z,. L'image de la palplanche /, est une 


palplanche curviligne L, issue du point ! — V1 + Æ de l’axe réel 
des x; l'équation de ; est: 


Li 
m1 Fe: (15) 
Puisqu’on en tire IL < VT+Ë, pour les grands L la courbe L, 


diffère peu d’un segment de droite. Désignons par (7, %) les coordon- 
nées de l'extrémité de la palplanche curviligne L, (fig. 151). Appli- 
Quant la formule de Taylor, on peut obtenir l'équation approchée 
des abscisses des points de L, : 


n—Te (D {1 (5) 4%), (16) 
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RE ———_—_—_—_—_—_—_——— 


où le paramètre y (0 => y >> —1) est l’ordonnée du point de la pal. 
planche Z, et : 
k, = PGlat 2) —Ë 
HG+R? 


une constante petite pour les grands L, car k, = _ (cf. (101). La for- 


mule (16) est précise aux deux extrémités de la palplanche, c'est-à- 
dire pour y = 0 et y = kb. 

Remplaçons maintenant la palplanche curviligne L, par une pal- 
planche rectiligne Z qui passe par le point (4, £) (*) et transformons 
d’une manière conforme le demi-plan inférieur des z duquel on a re- 
tranché le segment /.:sur le demi-plan inférieur des & : 


e-y/1+(42). (17) 


Le demi-plan coupé suivant la palplanche curviligne À a pour image 
un domaine (fig. 151c) qui diffère peu d’un demi-plan: sa frontière 
ne diffère del’axe des Ë que sur le segment (—E&s, Eo) (**), où l'équation 
approchée de la frontière est donnée sous la forme 


n= + OSE VE E (18) 


(le signe plus se rapporte aux E négatifs et le signe moins aux Ë posi- 
tifs). Remarquant que le maximum de l’ordonnée (18) est atteint 
pour £ — EL et qu’il est égal à 
Ta 
Mmax — Ci ) LE, 


nous pouvons représenter (18) sous la forme 
ne + RE VE ER. (19) 


Utilisant la formule de la transformation des domaines voisins 
d’un demi-plan (cf. (2) du n° 65), Filtchakov a montré que l'erreur 
commise par la méthode de la transformation successive (dans laquelle on 
remplace la palplanche curviligne l, par la palplanche rectiligne l) est 
proportionnelle au cube de la longueur de la palplanche l., inverse- 
ment proportionnelle au cube de la distance L entre Les palplanches et 
à l’abscisse E. 


(*) Indiquée en pointillé sur la fig. 1516. 
(**) + Ë, sont les images du point z — Z; par la transformation (17). 
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Précisément, la différence entre la valeur exacte de l’abscisse £ 
et sa valeur approchée donnée par les formules (14) et (17) n’est pas 
supérieure à 


__ V28 
METICENIE (20) 


(ef. [10]). 
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CHAPITRE V 


Applications de la théorie 
des fonctions à l’analyse 


On donne dans ce chapitre plusieurs applications de la théorie 
des fonctions à l'analyse qui sont d’un intérêt particulier pour les 
physiciens. 

Le premier paragraphe est consacré à la représentation des fonc- 
tions par les séries et produits infiñis qui sont constamment utilisés 
dans les questions les plus diverses. Dans le deuxième paragraphe, 
on donne des méthodes de calcul des intégrales des fonctions de la 
variable réelle et de la variable complexe et des méthodes de calcul 
du nombre des zéros des fonctions analytiques qui appartiennent à des 
domaines donnés, méthodes très importantes pour la théorie des 
oscillations. Enfin, on indique dans le troisième paragraphe des 
méthodes qui permettent de trouver des expressions approchées des 
fonctions pour les grandes valeurs des arguments; ces expressions, 
dites formules asymptotiques, sont très utiles dans les applications. 


$ 1. DÉVELOPPEMENT EN SÉRIES ET PRODUITS INFINIS 


Commençons par rappeler les notions fondamentales relatives au 
développement des fonctions en séries de Taylor et de Laurent et 
donnons plusieurs exemples illustrant les méthodes de détermination 
de ces développements. 

70. Séries de Taylor et de Laurent. Nous avons démontré dans le 
premier chapitre que chaque fonction analytique dans le cercle 
1z— a|<R peut être représentée dans ce cerele par sa série de 
Taylor 


f()= À cnf(z— ay". 
n=0 
Ses coefficients sont donnés par les formules 
fo (a) 1 f (©) dé 
ME ET) Tant (r=0,1,2,...) (1) 


où C est un contour fermé simple quelconque contenant à son inté- 
rieur le point a et appartenant au cercle (cf. n° 18). 

Les séries de Laurent sont une généralisation des séries de Taylor. 
Elles permettent de représenter les fonctions analytiques dans les 
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couronnes r<|z—al<R(r>0, R< «): 


fG@)= D) cn(z— a). 


n=- 0 


Les coefficients de la série de Laurent sont donnés par les formules 


1 | f(O dé 


Eng Eat 0, +1, +2, ...), 


(2) 


où € est un contour fermé simple appartenant à la couronne et conte- 
nant sa circonférence intérieure (n° 21). 

Les formules (1) et (2) sont rarement utilisées dans les développe- 
ments concrets. D'ordinaire, les développements de Taylor et de 
Laurent des fonctions sont trouvés d'une manière indirecte à l'aide 
d'opérations avec des séries entières. De plus, la comparaison des 
coefficients trouvés par les méthodes indirectes et par l'application 
des formules donne parfois des relations intéressantes. 

Donnons plusieurs exemples de développements des fonctions en séries 


de Taylor et de Laurent. 


1) On obtient très facilement les développements en série de Taylor de 
certaines fonctions non élémentaires données par des intégrales. 
La fonction d'erreur est définie par l'intégrale 


FA 

UT RSLE | ed, (3) 
Va 

0 
qui ne s'exprime pas à l’aide des fonctions élémentaires. Pour obtenir le déve- 
loppement de erf z en série de Taylor de centre au point a = 0, il suffit de rem- 
placer & par —{? dans le développement de Vi et et d'intégrer ce dernier terme 

à terme : 


CR (—th 72h41 

erf 2 — » SE  —, (4) 
k! 2k+1 
Va Se + 


Le développement obtenu converge pour tous les z finis. Lorsque x — oo suivant 
le demi-axe positif, la fonction tend vers la limite (*) 


Le) 
7 | 
x 
0 
de plus très rapidement : erf 2 diffère de erf o de 0,5%. 
Cependant lorsque z tend arbitrairement vers oo, la limite de erf z n'existe 
pas car, comme on le voit du développement obtenu, 3 — © est un point sin- 


gulier essentiel de erf z. Le graphique de la fonction erf x pour les valeurs réelles 


de la variable est donné sur la fig. 152 ; les pointillés représentent le graphique 
de sa dérivée... 


erf oo — e dr = 1, 


4%) On calcule cette intégrale, dite intégrale de Poisson, dans les cours 
d'analyse. €f. par exemple Fikhtengoliz, t. III, p. 279. 
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Parallèlement à la fonction erf on considère souvent la fonction complé. 
mentaire d’erreur : 
Lee) 


erfcz—1—erfz— = Î e7E? dt. (5) 


Z 


On trouve d’une manière analogue le développement du sinus intégral 


: ( sin & . (—1)#  z2kH1 
siz= | E &æ=Y JET CD!” (6) 
0 R=—0 


qui converge pour tous les z finis. Le graphique de si x, pour les valeurs réelles 


FIG. 152 FIG. 153 


de la variable, est donné sur la fig. 153 ; la courbe en pointillé est le graphique 
de la dérivée. Lorsque z — o suivant le demi-axe positif, si x tend vers 
la limite (*) 

co 


A | — di=., (7) 


mais lim si z n'existe pas, car z—c est un point singulier essentiel de 


Z—»>00 
si z. Parallèlement à la fonction si on considère la fonction 


la 


Zz 
sir | SE msi 27 
0 


ainsi que le cosinus intégral 


cos Ë 


(a 


Ciz= dé. 


Ben 


2) Le polynôme de Legendre Ph (z) est défini comme le coefficient de wn 
dans le développement taylorien de 


1 
Déme nÉSS à 


(*) L'intégrale (7), dite encore intégrale, d'Euler, est calculée dans les 
cours d'analyse, cf. également l'exemple 2 du n° 73. 
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pour déterminer ces coefficients dérivons (8) par rapport à w: 
z—w 
VA — Zur) 
et comparons à (8) le développement obtenu : 
(4 — 2zw + w?) (P, + 2Pow +... + nPauti +...) = 
= (2— w) (1 + Psw + Pout +... + Pur +...) 


En identifiant maintenant les coefficients des mêmes puissances de w, nous 
trouvons : 


= Pi+2Puw+...EnPoun1i+... 


322 — 1 
2 ? 


Pi=z, 2P3—22P;— —1+23P; ou P;,=— 


puis 
(nr + 1) Pass — 2n2Pa + (n — 1) Pins = 2Pn — Pas, 


soit encore 
(n + 1) Pr — (2n + 1) 2P, + nPy = 0. (9) 


Connaissant les deux premiers polynômes P, et P, nous trouvons les autres 
à l’aide de cette formule de récurrence. 

3) Le polynôme de Tchébicheff T, (2) est défini comme le coefficient de w' 
dans le développement 


4—w2 : 
mou + D Tn(un. (10) 
n=1i 
Montrons que pour tout entier n 
Ta (= cos (n arccos z). (11) 


Pour le démontrer, posons z — cos & ; décomposant le premier membre de 
(10) en éléments simples, nous trouvons : 


4 — w? 1 1 
women LP 2 et. w &. 
1—— e 1— € 


Pour € arbitraire fixe -et pour les w suffisamment petits en module les deux 
fractions peuvent être développées en progression géométrique suivant les 
puissances de w ; nous avons alors 


4—w? È cos nb 
pe Ti eur Da DEP on. + 
n=1 


Comparant ce développement avec l’expression (10) nous trouvons T, (cos €) = 


1 
5 COS n&, ce qu'il fallait démontrer. 


… 4) La fonction cylindrique de première espèce, d'indice n entier, J, (2), est 
définie comme le coefficient de w® dans le développement en série de Laurent 
Z ( 1 sd 

PA OPEL 
e? . > Jan (z) un. (12) 


N—=— 00 
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———————— __—_ —— ————"" 


On peut représenter la fonction J, (z) sous la forme d'une série entière. Pour 
Zz FA 
. - . . * AA T'Y TD » 
cela il suffit de multiplier les séries de e? et de e 2? % : nous avons : 


++) à 0 1 
2 w Zn —41)7 Z\n 
= Y () um. X a! (4) "un 
n=0 n—0 
Le coefficient de w (nr —0, 1, 2, ...) est donc: 


”_ = (—1)# z\n+2k 
Ta A2 CEE (5) . “ai 


et le coefficient de = (n=1,2, ...) est 
wn 


Jn(z=(—1)Jh (2). 


Trouvons maintenant l'expression pour J, (z) directement à l’aide de la for- 
mule (2) pour les coefficients de la série de Laurent : 


+ (o-+) do 


1 
JNn(=s— Î e res (14) 
C 
Transformons cette expression ; pour cela prenons pour C la circonférence 
[@ {= 1 et posons © = ei, nous trouvons : 
; 2x 
Ja (z = | eiz Sin tort; dt = 
() 
; 2x . 21 
=x | cos (nt—z sin t) dt—— | sin (at—z2sint) dt. 


Or, la deuxième intégrale est nulle car, d’après la propriété des intégrales de 
fonctions périodiques, on peut remplacer l'intervalle d'intégration (0, 2x) par 
l'intervalle (—nx, n) et la fonction à intégrer est impaire. Ainsi 


2n 


Jn (2) — | cos (nt— 2 sin f) dt. (15) 
0 


La relation obtenue, appelée intégrale de Bessel, donne la représentation de la 
fonction cylindrique par une intégrale et s'avère utile dans certains problèmes 
de la physique mathématique (cf. aussi le chapitre VII). 


5) Division des séries entières. Soient données deux séries entières 


h@= Se, h@= De, (16) 


avec f2 (0) — b, 0 (pour la simplicité de l'écriture nous supposons 
que les centres des séries (16) coïncident avec l’origine des coordon- 
nées). Dans le cercle | z | << À, où R est le plus petit des modules des 
points singuliers de f, (z) et f2 (2) et des zéros de f2 (z), le rapport de 
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ces deux séries est représenté évidemment sous la forme d’une série 
entière 


D fa (2) + n 
f(z)= FAO) Ti > Cn3 « (17) 


n=0 


Pour déterminer pratiquement les c,, il est préférable d'avoir recours 
à la relation 


Le =} O0 Le, °] 
> b,z" >| Cnz° = > az”, 
n=0 n=0 n=Û 


qui, par comparaison des coefficients, donne: 


b5Co Go, Doc + Dico — &, ..., (18) 
ben bei ses Bin 5 
Le système (18) est résoluble successivement par rapport aux ©, 


Ctr + + + Cn» - - -, Car dans chaque nouvelle équation le nouveau 
coefficient c, participe avec le facteur b, 0. 


Pour f(2)—tgz-— _— , par exemple, nous avons a@x—0, ahy1= 
(1 (1 0, et 18): 
TR LDT BR GET boR+1—= , et nous trouvons de ( }: 
1 2 17 
= — — 73 — 35 — 774 
w=tgz 2+7 +: +352 +... (19) 


(la loi générale de formation des coefficients est assez compliquée). 


Notons que la série de Laurent est liée à des séries de Fourier 
connues de l’analyse. Soit f (z) une fonction analytique dans la 
couronne 1 — e << |z << 1 + e; alors elle peut être représentée 
par sa série de Laurent dans cette couronne 


1(z)= ÿ CnZ”, 


N= — 00 


JE 


| 2x 
1 d 1 ï 
En —= Tu ! SE — La [ f (ei) erin£ d8. (20) 


En particulier, pour les points z — eït de la circonférence unité, 
nous avons: 


pO=f(= À cuit. (21) 


N=— 00 
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La série (21) est la série de Fourier, écrite sous la forme com- 
plexe, de la fonction œ (f). En effet, nous avons: 


p(#) = co+ 2 (Cneit! + c_ne ti") = 


=<++}y (an cos nt + b, sin nt), (22) 
n=1i 
où l’on a posé =, An=Cn+Cen, bn=i(Cn—C-n) et, par 
conséquent, d’après (20) 


i 2x 1 2n 
ao 7% | P(6)d0, an = 7 | (0) cos nô d6, 
0 0 
2 
1 : L 
bn = f @(B)sin »0 d0. (23) 
Ô 


Ainsi, sur la circonférence unité la série de Laurent de f (z) est la 
série de Fourier de la fonction œ (t) = f (et). 


Exemple. Déterminons le développement en série de Fourier de la 
fonction 
asint 
POST per (lel 1). 


Posons pour cela eit-—z ct trouvons le développement en série de Laurent [de 
la fonction 


3 1— 72 
di {#- (a+) 141} | 
1 


Les racines du dénominateur sont z,—a, BE; décomposant f(z) en élé- 


f (2) 


ments simples nous trouvons : 


Î 
FR : tra}. 


Z 
= 
a . 
: 1 1 —1 
Représentant —— et ——————— sous forme de somme de pro- 
1 — az z z a 
A —|[1—— 
a (2 Z 
gressions géométriques convergeantes pour |z]—1 en vertu de la condition 
ja] <1, nous avons : 
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Faisant z — ei, nous trouvons le développement de Fourier que nous 
cherchions 


Lee] 
TTE = > a sin nt. (23) 
n=1 


En général toute série trigonométrique 


_. Fa > (an cos nz—+ b, sin 2) (25) 
n=1 
à coefficients complexes et à la variable complexe z, après le change- 
ment de variable e‘? — £, devient une série de Laurent 


Dés (26) 
N—=—00 
où o= = mr, ne (n=1,2, ...). D'après 


ce qui a été démontré au n° 21 la série de Laurent converge dans 
une couronne r<< |[Ë|<<R; alors la série trigonométrique (25) 
converge dans la bande In r << —y << In R parallèle à l'axe réel (nous 
posons z = x + iy, alors | £ | — e-Ÿ), Dans cette bande la somme de 
la série (25) est une fonction analytique. 

Pour la pratique le cas le plus important est celui de r — R = 1, 
c'est-à-dire lorsque la bande dégénère en une droite — l’axe réel. 
Dans ce cas, comme on le sait de l'analyse, la série (25), si elle conver- 
ge, peut représenter non seulement une fonction non analytique mais 
aussi une fonction discontinue. 

Pour terminer, indiquons une généralisation des séries de Taylor, 
dites séries de Bürmann-Lagrange, utile pour les applications. Ces 
séries s’obtiennent lorsqu'on développe une fonction analytique sui- 
vant les puissances d’une autre fonction analytique w (z): 

f (@) = do + du (8) +... + deu (2) +... (27) 
Trouvons les formules donnant les coefficients de la série de Bür- 
mann-Lagrange qui généralisent les formules des coefficients de la 
série de Taylor. Soient f (z) et w (z) des fonctions régulières en un 
point a; de plus w (z) a un zéro du premier ordre en ce point. Choisis- 
sons le contour fermé C qui limite le domaine D de manière que D 
contienne le point a, que les deux fonctions soient régulières sur 
D et que w (z) ne prenne qu'une fois ses valeurs sur D. Fixons dans 
D un point arbitraire z et considérons l'intégrale 


__1 1 @) w’ (6) 
FE ni) w (6) —w (2) a. 


En vertu de nos suppositions, la fonction à intégrer, considérée comme 
fonction de 6, a sur D un point singulier & = z qui est un pôle du 
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a"  —  Û ——"  ——  —  ————"  — ————  —————_—_———— 


premier ordre de résidu — f(z) (cf. n° 28). D’ après le théorè. 


me des résidus l'intégrale considérée est donc égale à f (z) et nous 
obtenons la formule 


f(G)=— 


1@ w" (2) 
w'(z 


2ni 


(oo x 


j “Ov (28) 


généralisant la formule intégrale de Cauchy. 
Supposons encore que le point z soit choisi dans un voisinage de 
a tel que FC me < q 1 pour tous les points & sur € (on peut tou- 


jours y arriver, vu les suppositions faites). Alors la fonction à intégrer 
dans (28) peut être développée en série uniformément convergente 


De, 1 te fi em ur (a) 
VD yvO Lee e) Pedtfe 
v® 


Intégrant terme à terme, nous obtenons la série de Bürmann-La- 


grange (27) et nous voyons que ses coefficients sont donnés par les 
formules 


1 w° 
d 7 [Ra in 0; 4, 2: 2 (29) 
ë 
Ces formules généralisent les formules de Cauchy des coefficients 
de la série de Taylor. 
IL est facile de les transformer en remarquant que la fonction 
à intégrer, vu nos suppositions, possède à l’intérieur de C l'unique 
point singulier & — a qui est d’ailleurs un pôle d'ordre n + 1. 
Calculant le résidu d'après la formule du n° 23 nous trouvons les 
expressions des coefficients de la série de Bürmann-Lagrange 


dn=çlim Lu 5 Jean w et (n=0, AP (30) 


uwn+i (2) 


généralisant les formules connues de Taylor. 
Pour n > 1, les formules (29) peuvent être transformées en 
intégrant par ne 


_ Le jf" () 
dn= — En 1 OT dt r (rw) dè= En Î un (E) de 


et alors au lieu de on nous obtenons d’une manière analogue : 


dr = in Er Le OT (ner Lune (O0 


un (2) 


Considérons le A net de la fonction f (2) — ebz suivant les puis- 
sances de w — ze-?; prenons a — 0, nous trouvons : do = f (0) — 1 et d’après 
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la formule (31): 
1. dn-1 3 \n] _b(b+n)jn 1 
ne ares bz | 5 = 
ARR = {ue (2) fr | . 


Ainsi, le développement cherché a la forme 


20 
n—1 
ebz—b > im LE 2 zhenz, 
n| 
n=0 
Un autre exemple est l’application de la série de Bürmann-Lagrange au 
problème d'’inversion des séries entières. Soit donnée une série 


w=az+er+.. ++... a Æ0, (32) 


convergeant dans un voisinage du point z — 0 et on demande de développer la 
fonction z (w), définie par cette série, suivant les puissances de w: 


z2=du+du+...+duwur+,... (33) 


C'est un cas particulier du problème que l’on résout à l’aide de la série 
de Bürmann-Lagrange. D’après la formule (31) nous obtenons les coefficients 
de la série (33) 


1 : dn-1 z\n 
ag UM Tr (+) {na =1, 2: s)s (34) 


car dans notre cas f (z) = z et j’ (z) — 1. Les formules (34) donnent Ia solution 
du problème posé. 


Exemple. On demande de trouver le développement en série de la 
solution z (w) de l'équation transcendante 


œ 
Ww = 26707 — > (ar anti, 
n1 


n=0 
D'après les formules (34) nous trouvons : 


n-1 m1 
dn Ex lim d eanz — LC Les $ 
nt yo 2271. n | 


et le développement cherché est de la forme 


2 1 
St (an) 
À n! ch 


n=1 


32—= 


71. Décomposition des fonctions méromorphes en éléments sim- 
ples. Nous avons défini la fonction méromorphe comme une fonction 
analytique f (z) dont toutes les singularités à distance finie sont des 
pôles (n° 22). Etant donné que dans tout domaine borné une fonction 
méromorphe ne peut avoir qu'un nombre fini de pôles (cf. n° 22), 
nous pouvons numéroter tous ses pôles, par exemple, dans l’ordre de 
non-décroissance de leurs modules : @&, @o, + .., Ans «., 


lu |al<Kre, Kant. 


428 CH. V. APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS À L'ANALYSE 


Désignons par g, (2) la partie principale de f (z) au point a, : 


mn 


ct) 
TC D mn (1) 
k=1 
et par 
g(2)= Y cu* (2) 
k=1 


sa partie principale en un point à l'infini (si ce dernier est un pôle). 
En analyse les fonctions g, (z) sont appelées éléments simples et g (x) 
partie entière de f (z). On démontre en analyse que toute fonction 
rationnelle peut être décomposée en partie entière et en éléments sim- 
ples. Donnons un théorème un peu plus fort. 

Théorème 1. Si une fonction méromorphe f (z) n'a qu'un 
nombre fini de pôles &, a, . . ., a,et si de plus a;+1 — © est un point 
régulier ou un pôle, alors cette fonction peut être représentée sous la for- 
me de la somme de ses parties principales (*) 


l 
f()= + 8( + À 8x (2) 3) 


et, par conséquent, elle est une fonction rationnelle. 
Pour démontrer ce théorème considérons la différence 
l 


(2) =1(G)—e@- > gn (2). 


La fonction œ (z) est régulière en tout point a,, car on a retranché 
du développement de Laurent de f (z) au voisinage de a, sa partie 
principale g, (z) et les autres termes de œ (z) sont analytiques en ce 
point. Le même raisonnement est valable pour le point z — co, et 
aux points 2  a,, =£o tous les termes de œ (z) sont analytiques. 
Ainsi, la fonction ç (z) est analytique dans le plan analytique des 
z, et d’après le théorème de Cauchy-Liouville (n° 24) elle se réduit 
à une constante. La formule (3) est démontrée. Après avoir réduit les 
fractions au même dénominateur, il en découle que f (z) est le rapport 
de deux polynômes, c’est-à-dire une fonction rationnelle. 

Ce genre de développement peut être également construit pour 
une fonction méromorphe quelconque. Cependant, dans le cas géné- 
ral, il y a un ensemble infini de parties principales et la somme finie 
(3) est remplacée par une série. La question se pose de la convergence 
de cette série. En général la série (3) est divergente et pour assurer la 
convergence on doit ajouter aux parties principales certaines expres- 
sions (**). 

(*) La fonction g (z) participe dans le développement (3) seulement dans 


le cas où 3 — œ est un pôle. 
(**) Dans la formule (6), ces expressions sont Les polynômes k, (2). 
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Pour démontrer cette proposition, nous nous limitons au cas qui 
est le plus important en pratique. Pour simplifier l'énoncé, conve- 
nons de comprendre par système régulier de contours {C,} un ensem- 
ble de courbes fermées vérifiant les conditions suivantes : 1) C, con- 
tient à son intérieur le point z = 0, chaque contour €, appartient au 
domaine limité par le contour C,+41; 2) la plus courte distance d, 
des points de C, à l’origine des coordonnées croît indéfiniment avec 
n ; 3) le rapport de la longueur !, de la courbe C, à d, reste borné: 


D <A. (4) 
n 
On a le théorème suivant: 

Théorème 2 (A. Cauchy). Supposons qu’une fonction méro- 
morphe f (z) ne croît pas plus rapidement que 7° sur un certain système 
régulier de contours {C,}, c’est-à-dire que sur tous les Cy 


(fGI<M 21, (5) 


où M est une constante et p >> O0 un nombre entier ; supposons encore que 
z = 0 ne soit pas un pôle de f (z). Dans ces conditions f (2) peut être 
représentée sous la forme 


Ï()= 4 ()+ À {en (2) — ln (2)}, (6) 


où gn (z) sont les parties principales de f (z) au voisinage des pôles 
An et 
P P 
kR (0 (R) 0 
=D a (= D EN 2 () 


des polynômes de degré non supérieur à p (*). Pour un ordre de somma- 
tion convenablement choisi, la série (6) converge en tout point régulier 
de f (z), de plus la convergence est uniforme dans tout domaine borné 
si l’on ne tient pas compte d'un nombre fini de termes ayant leurs pôles 
dans ce domaine. 

Pour démontrer ce théorème considérons l'intégrale 


1 EE 
2ri C—2 ? 
CN 


où 3 est un point arbitraire intérieur au contour € y, qui ne coïncide 
avec aucun pôle de f (2). Désignons par @ (z) la somme des parties 


(*) À (z) et », (z) sont les sommes partielles des p premiers termes des dévelop- 
pements de Taylor de j (z) et g, (z) au voisinage du point z —0 (cf. la remarque 
à la fin de ce numéro). Si z—Ù est un pôle de f(z) de partie principale go (z), 
alors le développement (6) est valable pour la fonction f (2) —go (2). 
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principales g, (z) relative à tous les pôles intérieurs à Cx 


pG)= À en (2). 
(CN) 


La fonction à intégrer 76e considérée comme fonction de € 


6 


a ses singularités aux points a, et au point Ê — z qui est un pôle 
du premier ordre de résidu f (z). Les résidus de L aux points inté- 
rieurs au contour C , sont évidemment égaux aux résidus de la fonc- 


ze 


tion Ÿ rer en ces mêmes points ; calculons leur somme s. Let étant 


une tonetions rationnelle qui n’a, outre les points a,, que l'unique 
point singulier & — z de résidu q (2), d’après le théorème sur la somme 


totale des résidus, s + @ (z) + c_4 — 0, où c1 est le résidu de eo 


à l'infini (cf. n° 24). Mais comme le degré du numérateur qœ (6) 
est inférieur au degré du dénominateur, au voisinage de 6 — © 


Le = E +- Æ- ...3 par conséquent, cu — 0 et 


s= —p{z)= — D gn (2). 
(CN) 
Ainsi, d’après le théorème des résidus, notre intégrale 


1 d 
2e (SE 5 8 (8) 
CN (Cn) 
Si l'intégrale (8) tendait vers zéro lorsque N — co, alors la fonction 
f (e) ne représentée par une série d'éléments simples convergente 
D &n (2). Mais puisque, d’après nos conditions, sur le système de 
a 6 f (2) peut croître comme |z [P, l'intégrale (8) ne tend en 
général pas vers zéro. Le procédé astucieux ci-dessous, permettant 
d'obtenir de (8) une intégrale qui tend vers zéro, est dû à Cauchy. 
Puisque par hypothèse z — 0 est un point régulier de f (z) et se trouve 
à l’intérieur de C y, dans l'égalité (8) et dans ses dérivées successives 
par rapport à z on peut faire z = 0, et nous obtenons le système 
d'équations 
1 FO HO), on O0 
ET 
CN (CN) 

(cf. la formule pour les dérivées d'ordres supérieurs du n° 17). Mul- 
tipliant les égalités (9) par z* et retranchant leur somme de (8) nous 
obtenons : 


[= -x > 3) O4 fa) —h (2) — D {87 (2) — ln (9). 


(Cv) 


nous avons 
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Sommant la progression géométrique qui se trouve sous le signe d’in- 
tégration dans cette dernière formule, nous représentons cette inté- 
grale sous la forme 


Re ji. 


27 EP C(E—z) 
CN 
Evaluons la quantité R,. Ayant en vue que | dr, |6—2|> 
> dn —|z|, nous avons, en vertu des conditions imposées au 


système {Cr} et à f (z), 
|z [P+1 


l 
[Rp (1H mi 


MA |zpP# 
dn(dn—1:l) © 


AT 2% (10) 


On voit que Rx — 0 lorsque N — co; par conséquent, la formule 
(6) est réellement vraie pour l’ordre de succession convenablement 
choisi (*) des termes de la série qui y participe. 

I1 reste à démontrer que la série converge uniformément dans 
tout domaine borné D si l’on ne tient pas compte des termes associés 
aux pôles appartenant à D. Supposons que pour tous les points de D 
on ait |z|[<< À. Alors conformément à (10) nous avons: 


MAR?+1 
Rx (2) TR x 


d’où l’on voit que, pour tout € > O, il existe un nombre N,;, indé- 
pendant de €, à partir duquel pour tous les N on a | Rx (2) | << e, 
ce qui signifie précisément que la série (6) converge uniformément. 
Le théorème est démontré. 

Remarque. Le théorème qui vient d’être démontré se géné- 
ralise au cas d’une fonction méromorphe f (2) quelconque sous la for- 
me suivante : 

Théorème (M. Mittag-Leffler (**)). Soient 


Se (0) à 
ha (9= Xe z (11) 
k=—0 


les sommes partielles du développement taylorien de la partie princi- 
pale g, (z) d'une fonction méromorphe arbitraire f (2) régulière au 
point z — O0. Il existe alors une suite de nombres entiers D1, Pa, . .. 
+. Pn, .. et une fonction entière h (z) pour lesquelles le développement 
(6) reste vrai. 

Le théorème réciproque suivant est également vrai. 


(*) Notamment, on somme la série (6) en réunissant dans un même terme 
les termes associés aux pôles qui se trouvent entre les contours C, et C,+, et en 
disposant les termes obtenus dans l’ordre des nr croissants. Cela découle de la 
démonstration donnée du théorème. Dans le cas de convergence absolue de la 
série (6) l’ordre de succession des termes n’est pas essentiel. 

(**) Magnus Mittag-Leffler (1846-1927). 


432 CH. V. APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS À L'ANALYSE 


Théorème (Mittag-Leffler). Pour toute suite de nombres 
complexes a, — © et pour toute suite de parties principales g, (2), 
il existe une suite de nombres entiers p, telle que la série 


Fa) = À {gr (2) — ln (2) 


où les k, (z) sont données par les formules (11), converge uniformément 
dans tout domaine borné si on lui retranche les termes associés aux pôles 
appartenant à ce domaine. La fonction f (z) est méromorphe et ses pôles 
coïncident avec les points a, et seulement avec ces points, de plus la par- 
tie principale associée au pôle a, est égale à g, (z). 


Donnons plusieurs exemples de développement des fonctions méromorphes 
en série de parties principales. 
La fonction méromorphe 
eiz  p—iz 
ctgz—i 


eiz— eriz 


a des pôles du premier ordre aux points z—0, + ni, + 2ni, ... Montrons 
: . : Î : 
que sur le système de circonférences Ca : |z|— (r L +) xt, cette fonction est 


bornée. Vu la périodicité de la fonction, il suffit de démontrer qu'elle est bornée 
dans la bande 0<<Rez<7x de laquelle on a retranché les demi-cercles 
lz—x|<r, |2|<r. Nous avons 

| ey+eu 

| eY— eÿ | 1 

1+ter2y  1+e 2 
1—e-2v  1—e 2? 


+ Dans la partie du domaine où —1<y<, 


[ctgzl < 


par conséquent, pour y>i [ctgz|< 
| 1+e2v  1+e-2 
lctgz|< T—e% tn 


{ctgz| est bornée en vertu des propriétés des fonctions continues. Notre pro- 
position est démontrée et, par conséquent, on peut prendre p—0 dans le théo- 
rème de Cauchy. 


et pour y <—1 


Au point z—0 la partie principale de ctgz est égale à de plus lorsque 
z-+0, la fonction 


1 
fU)=ctg2-— 


tend vers la limite zéro (ceci découle de ce que f(z) est impaire et qu'elle est 
continue au point z—0). Le résidu de f(z) au pôle 2 =nn (n=+1,+2,.. .) 


= ë i, dans 
nn La formule (6) qui, 


cst égal à l'unité, par conséquent, gn (2) = 
notre cas p—0, est de la forme: 
f(=1(0+ D fgn (2)—8n (0)} (*) 
= — 00 


O0 
(+) > indique que la sommation est faite pour tous les » différents de 0. 


Ti — 00 
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donne 
1 É 1 4 
Le PAPAS Re rer 
Ltgse=—+ D xt): (42) 
= — 00 


La série (12) est absolument et uniformément convergente dans toute partie 
bornée |z | << R du plan après avoir fait disparaître les termes qui ont des 
pôles dans cette partie. En effet, le terme général de la série satisfait à la majo- 
ration 
z _ À 1z| à R 1 
el zIS R\°n2 
x | a+] EL (+) 


: ds 1 Cane 215 on | 
où le coefficient de mr) tend vers la limite finie rm et la série D} =: converge. 


n= —- 00 
En particulier, il en découle que l’on peut changer arbitrairement l’ordre des 
termes dans la série (12). Réunissant les termes correspondant aux indices nr 
et —n nous trouvons: 


ie 1 1 1 À 2 
etgr=——+ Y xt) =+Y RE (13) 


n=i n—=1 


Notons encore Les formules qui s’obtiennent de (12) et de (13) en changeant 
zen x2: 


D Rd NS die er 
LE à > (—+)-5+> z2—n2° (a 
= — 0 n=1 


Remplaçant dans (13) z par iz et simplifiant par _ nous trouvons : 


Co 
1 2z 
cth 2=—+ Ant * (15) 
n=i 
I en découle : 
1 1 1 Lite 2z 
= LA cth eee a 
at paies FD cn (1e) 
n=1 
De la formule tgz=——ctg (2-5) et de (13) nous obtenons encore : 
er _% 1 1 __+ 22 ” 
D ant ee ms | 2 ce qu 
RUN eo. RE CHR RL D 
D'une manière analogue, nous trouvons de la formule : + (ete a 
gue; sinz 2 2 
+tg 3) 


LS 1 1 le 2z 
st) Conf) D Cire (8) 
n=1 n=i 
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Dérivant la série (12), ce qui est légitime vu le théorème de Wei 
(n° 19), nous avons (*) : lerStrass 


1 fr Sn L 1 
mer at > (z— nn)? — D G—nn}x * (19) 


N=—=— 00 N= - 00 


72. Développement des fonctions entières en produits infinis 
D'après le théorème de Cauchy-Liouville (n° 17) chaque fonction 
entière bornée se réduit à une constante. Si la fonction entière f (2) 
a un pôle d'ordre n à l'infini, elle est alors un polynôme de degré n 
En effet, si g (z) — c32 + cz? + . .. + 0,2" est la partie principale 
du développement de f (2) à l'infini, alors, en vertu du même théo- 
rème, f (z) — g (z) = € est une constante. 

Comme on le sait de l'algèbre, tout polynôme de degrénan 
zéros et peut être représenté sous forme de produit de facteurs linéai- 
res correspondant à Ces Zéros: 


f(2)= 4" (2—@)(2—@2) ... (2—ar)=AIT (1-2), (1) 
k=—1 


ak 


où a, sont les zéros du polynôme j (2), À et 4’ des constantes (**). 
Une fonction entière peut ne pas avoir de zéros (par exemple, e), 
elle peut en avoir un ensemble infini (par exemple, sin z). Une fonc- 
tion entière f (z) qui n’a pas de zéros peut être représentée sous la 
forme 

f (e) = &@), (2) 
où g(z) est une fonction entière. En effet, si la fonction entière 
f (z) n’a pas de zéros, alors _. — {In f (2)}' est aussi une fonction 
entière, et en intégrant cette fonction entière nous en déduisons la 
fonction entière In f (z) = g (2). 

Si la fonction entière f (z) n’a qu'un nombre fini de zéros @1, 
Gas + «+» An (écrits autant de fois que leur ordre de multiplicité 
l'indique), alors le quotient de la division de f (z) par (z — a;) .. 
... (z — a,) est une fonction entière qui n’a pas de zéros. On peut 
donc le représenter sous la forme (2) et nous trouvons: 


HE ere (ea 2: 0 0) Aer I] (4-2). 
k=1 


aR 


Pour les fonctions entières possédant un nombre infini de zéros, on 
peut construire des formules analogues dans lesquelles les produits 


(*) Les développements (13)-(19) ont été obtenus par L. Euler: ilen a 
parlé dans une lettre à J. Bernoulli en 1742. 

(**) Lorsqu'on passe à la deuxième forme d'écriture, nous supposons que 
le point z — 0 n’est pas un zéro de f (2). 
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finis sont évidemment remplacés par des produits infinis, et la ques- 
tion de leur convergence se pose. 

Donnons d’abord les définitions et les propositions fondamentales 
se rapportant aux produits infinis numériques. Soit donnée une suite 
de nombres complexes {1 + c,} dont aucun terme n’est nul. Si le 
produit 


lorsque ñ — ©, tend vers une limite non nulle, on dit alors que le 
produit infini 


D Î] (4e) tm Î] (1400) (&) 


converge et la limite II est appelée valeur du produit. 
Il est clair que la condition lim c, = 0 est une condition nécessai- 


n —+ co 
re de convergence, Car 
Ih : ; 
A+ cn = ñ et lim If, — lim I1,_, 0. 
ni n—>00 N— 00 


Pour un choix convenable d’une branche du logarithme nous avons: 
ñ 
Sn=lnlls= Y In({+cx). 
k=1 


Si pour un choix quelconque de la détermination de In (4 + cz) la 


série > In (1 + cx) converge, c’est-à-dire que la limite lim S, = S 
k—1 n—+0co 

existe, alors Il, — e°r tend aussi vers la limite II = e”, c’est-à-dire 
que le produit infini (4) converge aussi. Remarquons que de la con- 
vergence de la série de logarithmes découle que In (1 + c,) — 0 
lorsque 4 — co, d’où il résulte que, à partir d’un certain k, les déter- 
minations de Im In (1 + c;) sont comprises entre —1x et x, c'est-à- 
dire que In (1 + c4) sont les. déterminations principales des logarith- 
mes. 

Inversement, si le produit infini converge, c’est-à-dire II, — II 
Æ 0, alors choisissant la détermination de In (1 + c;) de manière 

n 

que pour tout #7 la somme > In (4 + c;) donne la détermination 


kR=1 
Principale de Inll,, nous trouvons que la limite lim S, — 


n — co 


S 


28* 
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= lim In Il, = In IT existe, c’est-à-dire que la série de logarithmes 
7 —+ co 


converge (*). Ainsi nous avons démontré le théorème suivant: 
Théorème 1. Pour qu'un produit infini 


n= Il (1 + cx) 
converge, il faut et il suffit que la série 


S = 2 In (1 + cx) 
R= 


converge pour un choix convenable des déterminations des logarithmes. 
De plus II — é. 

Un produit infini contenant des facteurs nuls est dit convergeant 
vers zéro si, après avoir enlevé ces facteurs, le produit infini ainsi 
obtenu est convergent au sens précédent. L'égalité (4) est alors conser- 
vée si l’on prend II — 0. Pour cette définition, la propriété d’après 
laquelle les produits finis ne s’annulent que dans le cas où au moins 
l’un des facteurs est nul est conservée. 

Si la série des logarithmes des facteurs du produit infini est abso- 
lument convergente, alors ce produit est dit absolument convergent. 
En vertu du théorème 1, nous concluons que le théorème suivant est 
vrai. 

Théorème 2. Dans un produit infini absolument convergent 
on peut changer l’ordre des facteurs d'une manière arbitraire tout en 
conservant la valeur du produit. 

Le théorème suivant est aussi vrai. 

Théorème 3. Pour la convergence absolue du produit infini 

(ee) 


Lee} 
Il (1 + c;), il faut et il suffit que la série > Cx converge absolu- 
R—1 k—1 
ment. 
En effet, puisque lim c, — 0 (aussi bien dans le cas de la conver- 
k—co 


gence d’une série que dans le cas de la convergence d'un produit 
: ; : 1 
infini), à partir d’un certain #, on a | |[<—. Alors 


In (1+- cp) fr 1 1 MA 
RE 4e) …<grtgrteess 
et, par conséquent, — ; 

1 n( CR 

2-4 |le2 


(*) Pour satisfaire à notre condition du choix des branches des logarith- 
mes, il suffit chaque fois de choisir convenablement la détermination du dernier 
terme de la somme In (1 + c,). De la convergence de la série de logarithmes, 
en vertu du raisonnement donné ci-dessus, il découle qu’à partir d’un certain # 
toutes les déterminations choisies des logarithmes sont principales. 
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D'après le théorème connu de comparaison des séries, il en découle 


Lee) œo 
que les séries > [In (4 +ez2) |et > |cx | convergent ou divergent 
k=—1 Cr 


en même temps. Mais par définition, la convergence de la première 
de ces séries est équivalente à la convergence absolue du produit. 

La notion de convergence des produits infinis s'étend d’une ma- 
nière naturelle aux produits infinis de fonctions. Le produit 


00 


[I +f()) 


k=1 


est dit convergent dans un domaine D si en chaque point z, de ce domai- 


Lee] 


ne le produit infini numérique Il {1+ fx (2)} converge ou converge 


k=1 
vers zéro au sens de la définition donnée ci-dessus. 

Après ces renseignements sommaires sur les produits infinis, nous 
pouvons revenir à la question du développement des fonctions entiè- 
res en produits infinis dont les facteurs correspondent aux zéros de ces 
fonctions (généralisation du développement (3)). Remarquons que 
si la fonction entière f (z) (non identiquement nulle) a un ensemble 
infini de zéros, ces zéros forment alors une suite qui converge vers le 
point à l'infini. En effet, dans le cas contraire, on pourrait extraire 
une suite de zéros de f (z) qui convergerait vers un point à distance 
finie du plan en lequel, par hypothèse, f (z) est régulière. Mais alors 
d’après le théorème d’unicité (n° 20) f (z) serait identiquement nulle. 

Soient b41, b2, . . ., bn, . .. la suite de zéros de f (z) ordonnée, 
par exemple, suivant les modules non décroissants. Nous désignons 
par m, l’ordre du zéro b, et par @&, a, . . . la suite constituée pär 
les mêmes zéros mais de manière que chaque zéro soit écrit autant de 
fois que l'indique son ordre de multiplicité. Formons la dérivée 
logarithmique de la fonction f (2): 


G)= LE = Ain j ()}. 


Comme on l'a démontré (n° 23) elle ne possède de singularités qu'aux 
Points b,, qui sont des pôles du premier ordre de résidu égal à m, ; 
Par conséquent, G (z) est une fonction méromorphe. 

La décomposition de G (z) en éléments simples est intimement 
liée au développement de f (z) en produit infini. Notamment on a le 
théorème suivant : 

Théorème 4. Supposons que la dérivée logarithmique d'une 
fonction entière f (z) ne croît pas, sur un système régulier de contours, 
Plus rapidement que #71, où p > 1 est un nombre entier. Alors pour le 
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fonction f (z) on a le développement de la forme suivante : 


1 


{(z) = z"e8@) Il (1 ——+) Éan re Ve : à M + GE (5) 
n=1i 


où m => 0 est l’ordre du zéro de f (z) au point z — O, g (z) un polynôme 
de degré < p et &, @2, . . ., An, . . . la suite de zéros de f (z) dans la- 
quelle chaque zéro est écrit autant de fois que l'indique son ordre de mul- 
tiplicité. 

En effet, supposons d’abord que z = 0 ne soit pas un zéro de la 
fonction f (z). Alors d’après le théorème 2 du n° 71, sa dérivée loga- 
rithmique G (z) admet un développement de la forme 


p-1 


G(a)= Y + 


k=0 
+ {meliee(E) es (D 


car, dans notre cas, les développements tayloriens des parties 
principales de G(z) sont de la forme: 


rm UE 2 


En vertu de la convergence uniforme le développement de G (2) 
peut être intégré terme à terme sur toute courbe réunissant le point 
z = 0 à un point arbitraire z, qui ne contient pas de zéros de f (2). 
Nous trouvons : 


p-1 
mf()=imf(0+ 3 at + 
k—0Q 


+ Dm Que (EE + (DT 6 


où les déterminations des logarithmes sont définies par la courbe 
d'intégration. 

Décomposant le n-ème terme de la dernière somme en m, termes 
semblables, nous pouvons écrire le développement (6) sous la forme 


Inf(2)=£g(2) + Din {(1—-2) arte Ge Re æ} 
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où g(z) est un polynôme de degré <p. D'après le théorème 1, 
il en découle que le produit infini 


. 1) te). 
OC EE en) (D 
n=1 

converge vers la fonction f (z) en tous les points qui ne sont pas des 
zéros de cette fonction. Mais il est clair qu'aux zéros de f (z) le produit 
infini converge vers zéro et, par conséquent, la formule (7) est vraie 
pour tous les points z à distance finie. 

Si z — 0 est un zéro de f (z), d'ordre de multiplicité m, alors il 


suffit d'appliquer notre raisonnement à la fonction LL ) et nous trou- 


vons la formule (5). Le théorème est démontré. 

Remarque 1. Le théorème que l’on vient de démontrer se 
généralise de la manière suivante au cas d’une fonction entière quel- 
conque : 

Théorème (K. Weierstrass). 71 existe une fonction entière 
g (z) et une suite de nombres entières Di, Poe, . . ., Pn, . . . telles que 
la formule 


1(z) = 27%e8te) IL (1— SE +(= +... (2) ® 


est vraie. 

Le théorème réciproque est également vrai. 

Théorème (K. Weierstrass). Pour toute suite (*) de nombres 
complexes a, convergeant vers l'infini, on peut trouver une suite de nom- 
bres entiers p, telle que le produit infini (8) converge et définit une fonc- 
tion entière f (z) dont les zéros sont les points a, et seulement ces points, 
de plus le zéro a, a son ordre de multiplicité égal au nombre des termes 
de la suite égaux à a. 

Remarque 2. On aurait pu démontrer la représentation 
d'une fonction entière à l’aide de la formule (5) et non de la formule 
générale (8) sous la condition plus naturelle: il existe un nombre en- 
tier positif p et une constante M >> 0 tels que pour tous les z 


fRI<MarP. (9) 


Les fonctions satisfaisant à cette condition sont appelées fonctions 
entières d’ordre fini (**). 


(*) Parmi les termes de la suite il peut y avoir un nombre fini quelconque 
de termes égaux. 


(**) On appelle ordre d’une on entière f (z) la borne inférieure des nom- 
bres positifs p tels que | f (ae? | est bornée lorsque z — co ; par exemple sin z 
PA 
est une fonction du premier ordre, la fonction e* est d’ordre infini. 
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En vertu du second théorème de Weierstrass, il est facile de dé- 
montrer que éoute fonction méromorphe f (z) peut être représentée sous 
La forme d'un rapport de deux fonctions entières. En effet, construisons 
une fonction entière f, (z) ayant en chaque pôle de f (z) un zéro du 
même ordre (cela est possible d’après le théorème mentionné), alors 
le produit f (z) f» (z) est une fonction entière f, (z), et 


1 = RE co) 


Donnons plusieurs exemples de représentation des fonctions entières par 
les produits infinis (*). D’après la formule (12) du n° 71 la dérivée logarithmique 
du sinus est représentée par la série 


Le] 
— _4 pt 1 
An sin 2) =ctg 3=—+ > ( Ë )- 


Zz—nx nn 


N=- 00 


1 Los : 
Intégrant ctg = le long d'un chemin réunissant z—0 au point zæ nn 


et se libérant des logarithmes, nous trouvons 


00 z 

sin z * z Ra 

ne 1) 
N=- 00 


( [ désigne le produit infini dans lequel on a omis l'indice r — 0). 
N= — 00 

Si au lieu d'utiliser la formule (12) on a recours à la formule (13) du n° 71 
on obtient d’une façon analogue 


œo 
sin z 7 
. = es) 2) 
n=i 


Donnons encore les formules qui s’obtiennent de (11) et de (12) en remplaçant 


z par 712: 
. œ, Le 
sin xz z à z 
Hz Il (1—+)e Il . =): q3) 


= — 00 n=1 


Remplaçant z par iz dans la formule (12), nous trouvons 


Le, 


lt). «9 


n=1 


Utilisant la formule (16) du n° 71 nous trouvons le développement de la déri- 
vée logarithmique de la fonction ez—1: 


eZ 1 1 1 2z 
ez—1 HE ez—1 2 E z “ D z2+ 4n2r2 


n=1 


(*) Toutes ces représentations étaient connues de L. Euler (cf. renvoi de 
la page 434). 
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intégrant et se débarrassant des logarithmes, nous trouvons 


FA Le +] 


2 2 
1-2? ]] (+857) ; (15) 
n=i 
sin 2z 


Partant de la formule cos z — FE et de la formule (12), après avoir mis le 


numérateur sous la forme du produit de deux termes (suivant les facteurs pairs 


et impairs) et simplifié nous trouvons : 
4z2 
COS z — Il >) . (16): 
n=1 
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On considère dans ce paragraphe les applications des théorèmes. 
des résidus et des résidus logarithmiques (n° 23) pour le calcul des. 
intégrales définies et du nombre des zéros. 

73. Calcul des intégrales. Voyons l’idée des méthodes de calcul 
des intégrales basées sur l’application du théorème des résidus. Soit 
à calculer l'intégrale de la fonction réelle f (x) sur un intervalle 
(fini ou infini) (a, b) de l’axe des x. Nous complétons (a, b) par une 
courbe C’ limitant avec (a, b) un domaine D et prolongeons analy- 
tiquement f (x) dans D. Appliquons le théorème des résidus au pro- 
longement jf (z) ainsi construit et trouvons: 


b 
fra) dr+ (Co d-2nir, (1) 
a ê’ 


où À est la somme des résidus de (2) dans le domaine D. Si on peut 


à 


calculer ou exprimer l'intégrale prise le long de C” à l’aide de l’in- 
b 


n 


tégrale à calculer f , alors le problème du calcul de est résolu, 


QT œ 


a 

Dans certains cas, on choisit la fonction auxiliaire f (z) de manière 
que la fonction donnée sur (a, b) soit égale à sa partie réelle ou imagi- 
naire; alors l'intégrale à calculer s’en déduit respectivement en 
Séparant les parties réelles ou imaginaires de (1). 

La méthode décrite montre clairement l'importance du théorème 
de Cauchy sur les résidus qui ramène le calcul d'une quantité inté- 
grale, intégrale prise le long d’un contour, au calcul de quantités 
différentielles, les résidus de  (z) en ses points singuliers. Le calcul 
de ces dernières est beaucoup plus simple, notamment dans le cas de 
pôles lorsqu'on peut utiliser les formules (3) ou (5) du n° 25. 

Dans le cas d’intervalles infinis (a, b) on considère, en général, 
une famille de contours d'intégration s'élargissant indéfiniment qui 


442 CH. V. APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS À L’ANALYSp 
7 
sont choisis de manière que, après avoir passé à la limite, on obtient 
l'intégrale relative à (a, b). Dans ce cas, l'intégrale prise le long de 
C", dans la relation (1), peut ne pas être calculée mais il suffit de 
trouver sa limite qui très souvent est nulle. 

Dans certains cas l'estimation de l'intégrale suivant C” peut être 
faite d’après le lemme suivant: 

Lemme (C. Jordan). Si sur une suite d'arcs de circonférence 
Cr: 121 = BR, Imz> —a(R,— oc, a fixe) la fonction g (z) tend 
vers zéro uniformément par rapport à arg z, 
alors pour tout nombre positif À 


Jim | g (z)eïàz dz 0. (2) 


Rn 


SE Posons 


z=x+iy = rev, 


M,=max | g(z)|et Gin = aresin . D’après 
FIG. 154 Cmn je 


les conditions du lemme M, — O0 lorsque 
n — oo, &, tend également vers zéro, de plus «, À, — a. Soit a >> 0; 
sur les arcs AB et CD (fig. 154) nous avons | ef | — e-A7 Les; donc 


| | g(e)eix d|<MneanRn 
AB, CD 


et l'intégrale prise le long des ares tend vers zéro lorsque n — o. 
En vertu de l'inégalité (*) bien connue sin > . valable 


pour 0Lp< _ nous trouvons que sur l’arc BE 


_2kBn, 
peiz|= e-ARn inp£e 7 : 
donc 
Æ 
2 _2ARn e - 
| [|<mR, Le + do=Mn-;(1—e" fr) 
BE 0 
(*) Pour démontrer cette inégalité, il suffit de remarquer que ( LL ] == 
co. 
D me (p — tg ) est négative sur l'intervalle (0, L) ct que, par conséquent, 


la fonction 27 


décroît sur cet intervalle. L’inégalité exprime le fait que la 


’ L a 
‘sinusoïde sur l’intervalle (0, 5) est convexe. 
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et | tend aussi vers zéro lorsque n — œ. Si sur l'arc CE l'angle 


BE S à 3 2 : > : 
polaire est compté à partir du demi-axe négatif dans le sens négatif, 


alors pour \ on obtient une estimation analogue et l’affirmation 

CE 
du lemme est donc démontrée. Dans le cas a < 0 la démonstration 
se simplifie, car l’estimation des intégrales prise le long des arcs AB 
et CD est superîlue. Le lemme est complètement démontré. 

La suite des arcs de circonférence CA, du lemme peut être 
remplacée par une famille d'arcs Ca: [z2[ = R,Imz>—a(Ri< 
< R <oæ), et alors si la fonction g(z), lorsque À — co, tend sur 
CR vers zéro uniformément par rap- 
port à arg %, pour tout nombre po- 
sitif À 


lim | g (z) eïxt dz = 0. (3) 

Cr 
La démonstration qui vient d’être don- 
née reste valable dans ce cas. 

Dans le chapitre suivant nous aurons 
besoin du lemme de Jordan sous une 
forme un peu changée. Faisons le change- 
ment de variable iz — p, alors les arcs 
de circonférence du lemme ont pour 
images les arcs CR: |[p|=2AR, Re p <a (fig. 155) et nous trouvons 
que pour toute fonction F (p) qui tend vers zéro sur Cr, lorsque R — oo, 
uniformément par rapport à arg p, et pour tout nombre positif t, on a 


FIG. 155 


lim | F(p)e’'dp—0. (4) 
R00 Aa 


Remplaçant p par —p dans (4) nous trouvons que, dans les mêmes 
Conditions, pour tout nombre négatif t 


im | F(p)et dp—0, (5) 
Ro +, 


CR 


Où CR est l'arc de circonférence | p | = R, Re p > a (fig. 155). 

Nous montrons sur différents exemples la méthode générale de 
Calcul des intégrales à l'aide de la théorie des résidus. Commen- 
Çons par calculer l'intégrale du produit d’une fonction rationnelle 
Par un cosinus ou un sinus. 
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A 
Exemple 1. Pour calculer l'intégrale (Laplace) 
2 
cos x 
| dx 


x? a2 
û 


I— 


nous choisissons la fonction auxiliaire 
eiz 
f()= La 
et le contour indiqué sur Ja fig. 156. Puisque la fonction g (2) —. 
a 
satisfait sur CA à l'inégalité | g (z) | Le , elle tend uniformément vers 
zéro lorsque R — œ et, d’après le lemme de Jordan, lorsque R —+ , 


| f (2) +) g (z)'eiz dz + 0. 


Cr R 


Pour tout R > a on a d’après le théorème des résidus 
R n 
art À =on 
| a dt | 
Cr 


(le résidu à l’unique point singulier z — ai de f (z) qui se trouve à l’intérieur du 
contour et qui est un pôle du premier ordre est calculé à l’aide de la formule (5} 


du n° 23). A la limite, lorsque À — ©, nous avons: 
( eix F4 
| x? + a? ni aea 


Séparant les parties réelles et remarquant que la fonction est paire nous 


trouvons l'intégrale à calculer : 


00 
Ÿ coszx LA 
\ 224? “ 2aea * 


Exemple 2. Pour calculer l'intégrale (Euler (*)) 


(6 


4 . 
sin + à 
I= ï dx = si 
z 
0 
(cf. n° 70) nous prenons la fonction auxiliaire 


eiz 
fG=——. 


(*) D'ordinaire, l'intégrale (6) est associée au nom de Laplace ou de Diri- 
chlet ; toutefois, elle a été pour la première fois calculée par Euler dans un 


travail remontant à 1781. 
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a 


Choisissons le contour d'intégration comme il est indiqué sur la fig. 157; 
le point z — 0 se trouve à l'extérieur d’une demie petite circonférence c,, car 
c’est un point singulier de f (z). D’après le théorème de Cauchy 


fps 
“R €, 7 Cr 


11 vient du lemme de Jordan que lim f — 0. Pour estimer considérons 
Ro € 
R 


FIG. 156 FIG. 157 


le développement en série de Laurent de f (z) au voisinage de z — 0; ce déve- 
loppement est de la forme 
22 
Ait E Été 4 
LD = — ©’ —"<5 +7 0, 


Z 


où P(z) est urie fonction continue au point z—0. On voit que 


0 5 
ip; 
| = | + ÎP0 d= Î TE (7) = — in +0 ( QE 
HA 


La C c 


F r r 


Ainsi, on peut écrire le théorème de Cauchy sous la forme 
—T R 


| © dx + | 2 dz = in +0 (+0 (+) . 
—R Le 


-Remplaçant zx par x dans la première intégrale, nous trouvons 


R 
* e—ix 

qu'elle est égale à — | — dx et la combinant avec la deuxième intégrale 
T 


nous avons : 


eix— e-ix 


dz=in+0 (+0 (): 


FA 


Sn 


(*) Nous désignons par © (a) toute fonction infiniment petite lorsque 
a + 0. 
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À la limite, lorsque r->0 et R — oo, nous trouvons: 


; sinz EL 
sio— | = dr =. (7) 


Donnons quelques exemples de calcul d’intégrales contenant des expo. 
nentielles. 
Exemple 3. Pour calculer l’intégrale (Euler) 


eax ä 
E— F 
— 00 
nous considérons la fonction 
LOS 


et nous utilisons la propriété d’après laquelle, lorsque z subit un accroissement 


imaginaire de 2ni, elle est multipliée par le facteur constant e°%i%, Conformé- 

ment à ceci, nous intégrons f (2) le long du périmètre du rectangle indiqué sur 

la fig. 158. Dans ce rectangle, f (z) a le pôle z — ni du premier ordre de résidu 
ani 


Cu = — —e%%i, donc d’après le théorème des résidus 
€ 
PME 
I ÎT III IV 
Nous avons 
L | R 
R ax . R a(x+2ri) ; eax 
(— Er re | = | nr de = — | r- Æ dx. 
; + 
Te, 0e. Di ER 


On a respectivement sur les segments de droite II et IV 


ee tR+iy) ecR eta-1)Rr 
RO nr 
ea —R+iy) e” aR 
HO rt 


par conséquent, lorsque R — «, les deux intégrales À et À tendent vers - 


IL IV 
zéro si on exige que 0<a< 1. Ainsi, pour 0<a<1 
R 
; 1 : 
2ani RES : AT 
(—e ) far +0 (7) = amie 
-R 


et, à la limite, lorsque À > œ, nous en déduisons l'intégrale à calculer 


eax 2i LA 
rs dx EN — > — —— 
1+e* eati __ ami sinaï 


O<a<1). (8) 
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Exemple 4. Pour calculer l'intégrale (Poisson) 


e 7% cos bx dx 


St 8 


considérons la fonction 
fU) = ea 
et Temarquons c que son intégrale suivant l’axe réel se calcule d’ après un résultat 
- connu (erf œ — 1, cf. n° 70) et que sur la droite y =- h elle est égale à la fonction 
er o+in) ae .e%% (cos 2ahx — isin 2ahx) dont la partie réelle, pour 


FIG. 158 FIG. 159 


— De diffère de la fonction à intégrer par un facteur constant. Conformé- 
ment à ceci, nous choisissons le contour d'intégration comme indiqué‘sur la 
fig. 159. D’après le théorème de Cauchy 


[+ [4 (+ f 0. @ 


Ici 
R R Va b2 R 
- ae Pere | el? dt, ia era je ee id y. 
T -R Va û TI “R 
Sur les segments de droite II et IV, où x—+R, 
b2 
le 21e 20R?-u?) 4 ea a? : 
donc si a > 0 (ce que nous supposons), alors — 0 lorsque R—+co. A la 


IT, IV 
limite, lorsque R + oo, usant de la valeur connue erf oco—1 (n° 70) nous 
trouvons de (9) 


ñ — : . 
ge \ ee ibX Gr — 0, 
— 2 


d’où en comparant les parties réelles nous avons 
oo b2 


[fr — 
Î e 2% cos bx dr + _. a (a > 0). (10} 
0 
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Exemple 5. Pour calculer l'intégrale (Legendre) 
el « 
ax Sinaz 
sh rx 


0 
mous aurons recours à la fonction auxiliaire 
eiaz 
Î er oe 
71 
{le double de sa partie imaginaire on axe des x est égal à la fonction à inté- 


grer) et nous l’intégrons suivant le contour indiqué sur la fig. 160. Puisque 
f(x + i) — e”af(x), les intégrales sur les frontières inférieure et supérieure 
R 


peuvent être réunies en une seule: (1 — e-a) | f (x) dr, l'intégrale sur le seg- 
ÿ ment de droite” æz— R tend vers zéro lorsque 


R— 0 (cf. exemple 3), sur le segment de 
droite x — 0, nous posons z — iy. Alors d’après 


Zi oRt le Home de Cauchy 
1- 
1—e-a i ( RES d 
b © E 1 | et 4 LS 
r À T T 
1 
FIG.160 + [++ (+)-0 an 
1 1 


où Iet Il désignent des arcs de circonférence (cf. fig. 160). Nous avon 
au voisinage du point z=i: 


Ce e” 2 à Ce EE PE, 


où P ei est une ue régulière au point z—i; puisque sur l’arc I nous 
avons z=itrei®, dz=rieŸ dp, alors 


(r)- 


ET +0 (n = 
Ô 
| = _ 


0 
D'une manière analogue 5x | idp+0 (r) — —+0(n et l'égalité (11) 
Il Ta 
Pi 
prend la forme 
R 4-7 
des) fur | dt + +040 (+) 
on e2Tiy _ 4 4 R }° 
T T 


Séparons ici la partie imaginaire et passons à la limite lorsque r 0, R — co; 
en tenant compte de 
1-7 1-r 
ee dy =} (6-8 _1)40 
$ | e2riy 4 Has Ds, (era —1)+0 (nr), 
T T 
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nous avons définitivement 


cnx Sinat , 1 1+e-a 1 
| ne 0 Pen à 0) (12) 
) 
Exemple 6. Pour calculer les intégrales (Euler (*)) 


Li= | cos 2? de, 1= | sin x? dx 


nous choisissons la fonction auxiliaire 
523 
f()=e" 


et le contour indiqué sur la fig. 161, Après le changement de variable 2—# 
nous obtenons sur l’arc CR: 


it 
| f (2) di + | 7 dt, y 
CR CR? B 


où Ch est le quart de circonférence de rayon A? ; 
donc d’après le lemme de Jordan, cette intégrale 


tend vers zéro lorsque R — . D'après le théorème CR 
de Cauchy, si l’on pose z=7zx sur OA et z:— 
=t Vi sur OB, nous avons: 0 4 z 
R 0 
ix2 “ 18 y, 
| e de+ | +Vi LE dt 0, FIG. 164 
0 Ca R 


Passant à la limite lorsque R— et tenant compte de ce que erfo—1i, 
nous trouvons : 

co 75 

Pis dr= Vi LE . 
0 


En séparant les parties réelles et imaginaires, nous trouvons : 


co — 
[ cos x? dr = | sin zx? de + AU : (13) 
o 0 


É fonctions spéciales appelées intégrales de Fresnel sont liées aux intégra- 
es (13) : 


x x 


sin t cos t 
S = | a, C (zx) — ——— dt. 14 
LE V/2nt G) | V2nt Eee 
En effet, le changement de variable #-- +1? donne : 
_ Vx _. Vx 
2 : 
s@=y À | sin 1? dt, c@=y À À cos 12 dt, 
0 Ô 


(*) Ces intégrales ont été pour la première fois calculées par Euler 
en 1781. 
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et, par conséquent, les formules (13) peuvent être écrites sous la forme 
4 
S (œ)=C (œ)=—. (15) 


74. Caleul des intégrales (suite). Commençons par le calcul d’intégrales 
contenant des fonctions multiformes. 
Exemple 1. Pour calculer l'intégrale 


oo 


Inz d 
| A+ 


nous considérons la fonction auxiliaire 


Inz 
et le contour d'intégration est choisi comme dans l'exemple 2 du n°0 73 (x) 
(cf. fig. 157). Dans ce contour, le logarithme permet de définir des branches 
uniformes. 
Supposons que In z désigne la branche définie par l'inégalité 0 < arg z < x. 
La fonction f (z) possède au point z — i un pôle du deuxième ordre de résidu 


.. d : d Inz 7 mn + 2i 
_ EP A = 
c1=lim d {{ (2) (&— 52} [ Li 1 es. 
D'après le théorème des résidus 
Tr R ; 
ni a 
Fete (4-5. 
-R oc, T CR 


Pour z=—Rei9, 0 < p< 7%, nous avons, à partir des À suffisamment grands, 
[Inz|=Vin?R+g<21nR; donc 

| _ 21nr 
| <a ee 
CR 


et | — 0 lorsque R -> 0. D’une manière analogue pour z=rei9, 0< p<A; 


C 
R 
; & 1 
à partir des r suffisamment petits, |Inz|<21ln 1 donc 


|] 


cr 


SE 
T 


Lars 


et cette intégrale tend aussi vers zéro lorsque r +0. Après le changement de 


variable z— —zx nous obtenons pour la première intégrale : 
-T R 1 
nT+ Ti 
| = [er + 
—R r 


(*) Nous entourons le point z — 0 d’un petit cercle pour exclure la singu- 
larité de la fonction f (2). 
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et ainsi, à la limite, lorsque r — 0, R — ©, nous avons 


Lee] O0 
ln z 2 dx nm, x 
2 rpg te |. 
Ô 0 


La comparaison des parties réelles (*) donne l'intégrale que nous voulions 
calculer 


00 


ln z TT 


Exemple 2. Pour calculer l'intégrale 


oo 
In z d 
| GT 
0 

ous choisissons la fonction auxiliaire f (2) Des et le contour 
Fe. PT Gray 
indiqué sur la fig. 162 (à l’intérieur du contour In z est uniforme si 0 << arg z < 
<< 2x). Sur les bords supérieur et inférieur 
de la coupure qui fait partie de ce 
contour, In?z prend respectivement les valeurs 
Inzet (ln x + 2ni)? — In? x + A4ni 1n x — 4n°, 
donc les intégrales de In? x se détruisent mutuel- 
lement et on a la possibilité de calculer l’inté- 
grale considérée. A l’intérieur du contour se trou- 
vent deux pôles du premier ordre z,2 = —a + bi 
de la fonction f (z) de résidus 


ae {inr+i(x—)}, 
L 1 ; 
Er {Inr+i(n+e)}, FIG. 162 


où r=— Va? et @—arctg +. Appliquant le théorème des résidus, nous 
trouvons : 
[+ [+ [+ [=agc-imn. 
T CR I 
Conformément à ce qui a été dit plus haut, nous avons: 
É Ai 1 an? 
ai in z—4an 
En e ae 
I Il T 
(*) La comparaison des parties imaginaires donne l'intégrale élémentaire 
dx LT 
+1 4° 
rl 
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De la même manière que dans l'exemple précédent, démontrons 


que 
lim = lim \ —0 et alors à la limite, lorsque r —0, R—+ 0, nous avons : 
— 0 R—co 
r c, R 
n dx ; ° Iinzx _ 4 : 
4n2 | rare | Grain 7 —iln r). 
Ù 


0 


Comparant les parties imaginaires, nous trouvons l'intégrale que nous vou- 
lions calculer 


Fi 1 In Var b 

nzx _olor _mya+ b 
nee br. Op - Pa @ 
Q 


Exemple 3. A l’aide du même contour, on calcule l'intégrale (Euler) 


za-1l 
| Fr dæ  (O<a<!) 


si on prend pour fonction auxiliaire 


2-1 eta-1) ln z 
== ——— 
1+2 1+z 
et si on remarque que sur le bord inférieur de la coupure f (re?) = e?4%ÿ (x). 
Effectuant les calculs et les estimations néces- 
saires, nous trouvons 


Le, 


æa-l 


cLA 
Tta max UW<a<t) (3) 


æ Remarquons que le changement de variable x — et 
transforme cette intégrale en celle de l'exemple 3 
du n° 738. 
Exemple 4. Calculons la valeur princi- 
pale de l'intégrale singulière 


al 
FIG. 163 1= | — d  (O<a<1) 
Ô 


(de singularité au point z—1). Pour la calculer, nous prenons {la fonction 
auxiliaire 
za-1 eta- 1)In2 
Az 1—2 
et le contour indiqué sur la fig. 163. Vu que f (re?) — 20% ÿ (3) sur le bord 


inférieur de la coupure suivant le demi-axe positif et que f (2) est régulière 
à l’intérieur du contour, nous avons d’après le théorème de Cauchy: 


1-r 


R 
__ ,2ani . h 0. 
j+a e {fre JA IE 0 (4) 


si Yr Ÿr CR 
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Il est clair que { — © lorsque r — 0, et | — 0 lorsque R — co. Sur y, et ÿr 


Cr Cr | 
nous avons respectivement #1 4 +O(ret 21 = uni D O(r;: 1 — z — 
= re, dz — —ire Pdp, où y varie de 0 à —n et de —-n à —2x; donc 
| + \ = ni (14-207) DO (r). 
Vr v. 


Ainsi, en passant à la limite, lorsque r 0, R—, dans (4), nous avons 
(1 — e2axi) I+ mi (1 + e2axi) —0, 
et l'intégrale singulière à calculer est égale à 


re] = 
Ù 


Er di=nctgan. (5) 


Exemple 5. Pour calculer l'intégrale 
1 


dx 
à VA—2»( + 2)? 

convainquons-nous d’abord de ce que La fonction f (z) — W (1 — z) (1 + 2}? 
à l'extérieur du segment (—1, !{) 

a trois branches uniformes. En effet, Ÿÿ 

posons P1 — arg (1 + 2), P2 — 
— arg (l—z). Lorsqu'on se déplace 
dans le sens positif suivant le chemin 
fermé. indiqué en pointillés sur la 
fig. 164, qi et 2 subissent un ac- 
croissement de 27, donc arg f (2) — 


= at 2 subit un accroissement de 


2x et f (z) reprend sa valeur initiale. 
Nous considérons la branche de la 
fonction f (z) qui sur le bord supérieur 
du segment (—1, 1) prend des valeurs 
positives et prenons le contour indi- 
qué sur la figure 164 en trait continu. 
Sur le bord Ï, nous avons argf (z)= 0, 
c'est-à-dire f (2) — Ÿ (1 — zx) (1-: x)?, 
sur le bord II (après avoir décrit dans FIG. 164 
le sens négatif une petite circonférence 
autour du point z — 1 de centre en 

2ni D 
ce dernier) arg f (2) = — _ a, c'est-à-dire f(z) = 6-3 V (— 2) (+2); 
les intégrales sur les petites circonférences c et c tendent évidemment 
vers zéro lorsque r —+ 0. Donc, d’après le théorème de Cauchy pour les domai- 
nes multiplement connexes 

2xi 1 


1— Ta dx . dz , 
Fe Eee À Î (2) 


-1 R 
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Pour calculer 1: il est préférable d’avoir recours au développement de la 
1 2 
branche F0 au voisinage du point à l’infini. Sortant —z3 de sous la racine, 


nous avons 


_ 1 2 
3 73 


real) (42) 


ze 3 


1 2 
où ( 4 _ 3 et (: + — 3 sont les branches de ces fonctions qui sont 
z 


positives sur le segment (1, co) de l’axe positif. Développant ces dernières suivant 
1 


L f (2) 
mi 


point à l'infini : il est égal à —e3 (le coefficient de muni du signe contraire). 


la formule du binôme, nous trouvons le résidu de la branche choisie 


au 


Mais l'intégrale est égale à ce résidu multiplié par 2ni (cf. n° 24), donc 


CR 
nous avons 
2ni ai 
({—e 3 )1= —e 2x, 
d'où 
l d 2 
I | RE — ss se (6) 
SPORE ane VS 


> 


Donnons encore deux exemples de calcul d’intégrales à limites d'’inté- 
gration finies. 
Exemple 6. Pour calculer l'intégrale 


2n À 
t 
| (a + bcos 1)? Us 0) 
nous posons eif—z, alors a ; cost + (: +2) et cette inté- 


grale est remplacée par l'intégrale sur la circonférence unité : 
27 


dt _ 4 z dz 
| (a+bcosi)?  ib? 
Ü 


2a 2 
Here) 
Dans la circonférence |z]=—1, la fonction à intégrer a pour pôle le point 


2_pè 
Zÿ— OT de résidu 


(+ 


re _d_ z + b?a 
| dz Ve) | _ 4 (a? — b2)°/2 * 
Z 
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D'après le théorème des résidus on a pour l'intégrale à calculer 
2x 


| dt _ 2na 0 7 
(a+bcost)? (a? —b2)°/2 ER EENE (Q) 
Exemple 7. On calcule d'une manière analogue l’intégrale 

27 


Î (1 +2 cos f}r cos nt 
1—2a costa 


dt (—1<a<5). 


Après le changement de variable eî{—z, nous avons : 
27 


| (1+2 cos tjr eint a À [ (14-24 z2pn à 
1—Zacost—a à | (—az-att#) 
1z1=1 
1 — a VTT — 2a — 34? 


? A 4 . . # 
L'un des pôles z4,2 — de la fonction à intégrer se 


2a 
trouve à l’intérieur de la circonférence et l’autre à l'extérieur, car, d’après 
une propriété des racines de l’équation du deuxième degré, z122 — 1; en outre, 


en vertu de la condition —1 << a < £ , Ces racines sont réelles et distinctes. 


Ainsi, d’après le théorème des résidus 


2x 
FÉRACSNRER gr PAR 2. (<& Ve (8) 
re 


1—a—2a cost 1 —a—2az; V1 a — 35 a 


où a=(1—a— V1) est le pôle qui se trouve à l’intérieur de 


la circonférence. Puisque le second membre de (8) est réel, il donne l’inté- 
grale à calculer 


2n 


{ (4 +2 cos #1} cos nt 2x 4A—a—V1—2a—3a\n 
!  1—2acost—a V/1—2a — 30? 2a? 
ü 


Pour terminer, donnons certaines représentations intégrales de la fonction 
gamma. 
Exemple 8. La fonction gamma est définie par l'intégrale (Euler) 


T (2) = | e-ttz-1 di, (10) 
0 


prise le long du demi-axe positif. Cette intégrale converge absolument et repré- 

sente une fonction analytique pour tous les z appartenant au demi-plan de droite 

Re z > 0, car | e-t&-1 | — e-fix-1 (cf. théorème 4 du n° 16). En déformant le 

contour d'intégration, on peut obtenir une autre représentation de la fonction 

gamma valable dans un domaine plus grand de valeurs de la variable, c’est- 

a-dire que l’on réalise le prolongement analytique de cette fonction. 
Considérons la fonction 


F@= | e-Hri &, (11) 
C 
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où l'intégrale est prise le loug du contour € formé de la coupure à deux bords 
suivant le demi-axe positif et de la circonférence | & | — r (fig. 165). Par #z-1 
on comprend ici la fonction 21) 1n€, où In £ est la branche du logarithme pour 
laquelle 0 < arg & & 2n. 

. Posant £ — # sur le bord supérieur de la coupure et £ — te? sur le bord 
inférieur, nous pouvons encore représenter la fonction F (z\ sous la forme sui- 
vante 


F(2=— | + | o = (ei 4) Ï e-te-1 dt+ | ebtz-tdt. 


Tr Cr 


Pour r fixe, l'intégrale impropre qui participe dans cette formule converge 
uniformément par rapport à z dans tout domaine borné des valeurs de z — 
= x+ iy. Cela découle de ce que pour |: << M 
la fonction à intégrer est majorée par la fonc- 
tion e-{4 M #1 dont l'intégrale prise le long du 
segment (r, ) converge. Ainsi, La fonction F (2) 
est analytique pour tous les z à distance finie 
(entière). | 

Sur c,., oùé—reŸ, nous avons | été 1 | = 
met Cospe(x—t)Inr-qu A4rx-1, où À est une 
constante (pour : fixe); il en découle que 
| \ | A2nr*. Supposons maintenant que 


Cr 


FIG. 165 Rez—zx>>0, alors | +0 lorsque r—0. 


La 


Ainsi, pour Rez>0 nous avons le droit de passer à la limite lorsque 
r — 0, et, en vertu de la définition (10), nous obtenons: 


F(2=(e2%i7 1) Î e-tiz-1 di = (e2Tt 1) (2) 
Ù 


(pour Re z < 0 ce passage à la limite n’est pas ligitime). Nous avons une nou- 
velle représentation intégrale de la fonction gamma (Hankel) 


— Jet, (12) 
€ 


T 2)= 
@) e2ñi 1 


Remarquons que le second membre représente le rapport de deux fonctions 
entières F (z) et e%T?7 — 1. Dans le demi-plan de droite, il coïncide avec la 
fonction analytique L (z); donc (12) donne le prolongement analytique de T (2) 
dans le demi-plan de gauche et T (z:) est donc une fonction méromorphe, analytique 
partout, excepté aux points entiers négatifs (*) z — —n et z — 0, en lesquels le 
dénominateur de (12) s’annule. 

Remplaçons z par { — z dans (12) 

1 re er Tiz Lt 
Cr: SEU | et RE À e (—0)77 dt 
€ C 

i 

2 sin 32 


fetcoæ 0 
C 


(*) Pour les points entiers positifs, comme nous l’avons vu précédemment, 
T (2) est analytique; donc le numérateur de (12) s’annule en ces points. 


$ÿ 2. APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES RÉSIDUS 457 


Nous démontrerons dans le chapitre VII la formule 


NO Ad en LE (14) 


Sin J1z 


vraie pour tous les z complexes. Usant de cette formulc et remplaçant la variable 
d'intégration & par —Ë dans (13), ce qui fait que le contour C est remplacé 
par le contour C* (fig. 166), nous obtenons la repré- 


sentation intégrale de la fonction F5 (Hankel) : LA 
1 L'or : 
FE | t-z dt. (15) = 
ê* 
£* 


75. Calcul du nombre des zéros. Questions 
de stabilité. On rencontre fréquemment en 
analyse des problèmes exigeant La détermi- 
nation du nombre des zéros d’une fonction 
analytique qui appartiennent à un domaine donné. La solution 
générale de ce problème est donnée par le principe de l'argument 
(n° 23); le nombre des zéros de la fonction f (z) intérieurs à un 
contour fermé C est 


FIG. 166 


1 ‘ 1 
x | : ea 25 Ac arg j (), (1) 


où Ac arg f (z) désigne l'accroissement total de arg f (z) lorsqu'on 
décrit le contour C. On suppose en outre que f(z) est analytique 
à l’intérieur de C, continue sur C et ne s’y annule pas; chaque zéro 
est compté autant de fois que son ordre de multiplicité l'indique. 

Il est parfois utile d’avoir recours à un corollaire simple du prin- 
cipe de l’argument. 

Théorème (Rouché). Si des fonctions f (z) et g (z) sont ana- 
lytiques à l’intérieur de C, continues sur C et satisfont à la condition 


If@1> 186) 1 (2) 


alors les fonctions f (z) et f (z) + g (z) ont le même nombre de zéros à 
l'intérieur de C. 

Pour démontrer ce théorème, remarquons que, en vertu de notre 
condition sur C,[f(21>0 et |f(2) + g() 12 ]7 (2) | — 
— |g(z) 15 0. Par conséquent, les fonctions f (z) et f (z) + g (2) 
ne s’annulent pas sur € et on peut leur appliquer le principe de 
l'argument. De la relation arg {f (z) + g (z)} — arg f (z) + arg {1+ 
+ 8 G }, nous trouvons 


f (2) 
Acarg {f (a+ (2)}=Acarg f(9 + Acarg {1440 . 


Mais puisque pendant le déplacement du point z sur le con- 


tour C le point w = 1 + e 


reste tout le temps dans le cercle 
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8 (2) L 
FQ@) < 1 sur C), le point w 


ne peut pas faire un tour autour de l’origine des coordonnées, ce qui 


[w — 1 | 1 (cela découle de ce que 


signifie que A4 arg {1 + re = 0. Ainsi 
Ac arg {f (2) + g(z)} = Ac arg f (2), (3) 


et il ne reste plus qu'à utiliser la formule (1). 
Donnons plusieurs exemples d'application de ce théorème. 


4) Démontrons le théorème fondamental de l'algèbre: l'équation 
cor + m4... , Lo uyzte = 0 (co 0) (4 


a dans le plan complexe n racines (à distance finie). Pour le démontrer, prenons 

f (a) = cozn, g (5) — curl +... Loc, et choisissons AR suffisamment grand 
Aa que sur la circonférence L z es — R on ait |[f(z2)| + EG } |, ce qui est 
possible, car | f (2) | = | co | Ar, |8 (9 1< la l An +... ce, | et que 
R? croît plus rapidement que tout polynôme de degré (n — 4). Alors, d’après 
le théorème de Rouché, le nombre des racines de l'équation dans le cercle 
|z|< R est égal au nombre des zéros de zn, c'est-à-dire à n. D'autre part, 
puisque con +... +4 c, — oo, lorsque z + co, en augmentant À en cas de 
nécessité nous pouvons supposer que l’équation n’a pas de racines à l'extérieur 
du cercle. 

2) Pour déterminer le nombre des racines de l’équation 


28 — 5z5 — 2z + 4 — 0 


dans le cercle unité, posons f (:) — —5z5 + 4 et g (z) — 28 — 2z. ne 
pour [z1—1, nous avons |f(2)1215#|—1—4 et |g()1< 1216 + 
+21z|—= 3, notre ae a dans le cercle unité autant de racines que l’équa- 
tion 5z5 — 4, c'est-à-dire 5 racines. 


8) Démontrons que l'équation 
ze 2 à, (5) 


où À = 1, a une seule racine (réelle) dans le demi-plan de droite. Pour cela, 
considérons le contour formé du segment (—iR, iR) et de la demi-circonfé- 
rence de droite | z| — R et posons f (2) — z — À, g (z) — e-z. Sur le segment 
où z — iy, nous avons |f (2 |— [À —iy|l>AÀ > let |g(z) | — |e-iv | — 1. 
Sur la demi-circonférence: |[z|— R, Rez— x >—>0, pour À suffisamment 
grand (R=>2À-+1), nous avons: lfHlæIsl-1=R—1> 1; 
lg(|= ex < 1. Par conséquent, le théorème de Rouché peut être appliqué 
et, à l’intérieur de tout contour du type décrit, l’équation (5) a autant de racines 
que l'équation z — À — 0, c’est-à-dire une et seulement une racine. Ainsi, 
dans tout le demi-plan de droite, l'équation donnée a une racine unique. Cette 
racine est réelle, car pour z — 0 le premier membre de l’ équation est égal à 
1 <X seb lorsque z — x —+ oo. il croit indéfiniment, par conséquent, il existe 
un z2 — x pour lequel le premier membre est égal à 


Pour les applications le problème de Routh-Hurwitz est particuliè- 
rement important (*) 


*) Ce problème a été posé pour la première fois par 7. Maxwell en 1868, 
et E. Routh (1877) en a donné la première solution qui n’a pas connu l’exten- 
sion voulue. Une solution plus commode pour les applications (cf. plus loin) 
appartient à À. Hurwitz (1895). 
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Trouvez les conditions pour lesquelles les zéros d’un polynôme ou 
d'une fonction rationnelle (et dans un énoncé plus général d'une fonc- 
tion entière ou méromorphe) appartiennent au demi-plan de gauche. 

L'importance de ce problème est fonction de son lien avec le 
problème de la stabilité des oscillations dans les systèmes mécaniques 
et électriques. Pour expliquer ce lien, rappelons que les problèmes 
les plus simples de la théorie des oscillations se ramènent à des équa- 
tions différentielles linéaires à coefficients constants: 


dn dn-1 
Le] = 09 + ir eee + @nx = 0. (6) 


Comme on le sait, la solution générale de cette équation est de La 
forme : 


x = Cienit + Coerit +... + CrePnt, 
OÙ Pi, Pas + +. Pn Sont les racines du polynôme caractéristique 
À (p) = aop° + pti +... + an 
et Ci, Co, . .., Ch Sont des constantes arbitraires (*). A chaque 
racine complexe px — Sa + io, du polynôme correspond une os- 
cillation ex! — er! { cos ot + isin ot} de fréquence 64. Pour 


8x < 0 cette oscillation est amortie, pour s, — 0 elle est harmonique 
et pour s, > 0 elle a une amplitude indéfiniment croissante. Ainsi, 
si nous voulons nous limiter à des circuits oscillants ne possédant pas 
d’oscillations propres à amplitude indéfiniment croissante, nous 
devons exiger que toutes les racines du polynôme À (p) appartien- 
nent au demi-plan de gauche ou à l'axe imaginaire. 

Nous donnons des méthodes simples de résolution du problème de 
Routh-Hurwitz; le lecteur pourra trouver un exposé plus complet 
dans la monographie de N. Tchébotarev et N. Meymann [4] ou dans 
les cours de théorie de régulation (cf. par exemple [5] ou [6]). Com- 
mençons par une méthode algébrique de résolution du problème dans 
le cas des polynômes. 

1) Critère de Hurwitz. Pour plus de simplicité, ggus 
Supposons que les coefficients du polynôme donné 


f{G) = ar +art+... +a 
sont des nombres réels et que & >> 0. On a le théorème suivant: 
Théorème (A. Hurwitz, 1895). Pour que toutes les racines du 


polynôme (7) à coefficients réels a, (ao >> 0) aient des parties réelles 
négatives, il faut et il suffit que le système d'inégalités suivantes soit 


(*) Pour plus de simplicité, nous nous limitons aux cas des racines simples. 
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satisfait : 
a & © 
€; do | 
Di=a>0, D;— : EE D;=|a3 a a [>0, ..., 
2 
ÿ ds a 3 
€: € 0 «. 0 
3 CE a ... 0 
D; = > 0 (8) 
Gon-1 Uon-2 on-g -.+ En 


{nous posons a; — Ô pour k> n). 

Nous démontrons ce théorème par récurrence. Pour nr = 1, le 
théorème est vrai, car les conditions (8) se réduisent dans ce cas 
à l'inégalité a; > 0, d’où, vu la supposition as > 0, il découle que 
la racine du polynôme f (z) — ao + a, est négative. 

Supposons maintenant que le théorème soit vrai pour les poly- 
nômes de degré < n — 1 et démontrons qu'il est vrai pour les poly- 
nômes de degré n. Pour cela, posons f (z) — p + q, où 

P= 007 + ap" ?+..., q—=az"t+anz 8 +... 
et considérons le polynôme de degré <n—1 
P(2)= &p +(a1— @02) g = aie" + 
+ (@1@2 — aoûs) 2 + a1a32" 9 + (aa — apas) 2 +... (9) 

La démonstration ultérieure sera faite en deux étapes. 

a) Les déterminants (8) pour le polynôme @(z) s'expriment par 
des déterminants analogues pour f(z) d'après la formule 


An= ah iDas (k=1,2,..., n—1). (10) 
En effet, nous avons: 
Ai43— Qg@z  AŸ 0 0 ... 0 


2 
ils — Qods il A2 — Gaz Q? ... 0 
aodiAn — &oa: L : o - — 
diA6 — GoUr ils Aila— Qpûs az ... Ù 


aa Poule. D ra 

Goûz : Ay42 — pag  Af 0 0 ... 0 
—|@ça; GG — js Gaz Gi —apaz où ... 0|— 

Aodr Al — Goay A1ûs AA —Qoas is ... Ù 


doi ao 0 0 0 ...0 
Aolz Gia2 àŸ ag O0 ... 0 

= |@oûs Qida Gydg3 Gas a? ... O|— aoaË Dr 
dodz Gi Aily Gyla Gil .-. 0 


ss 
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(nous « encadrons » le déterminant, puis nous ajoutons aux éléments 
de la deuxième colonne les éléments de la première, aux éléments de 


SS par Pr “vor a, 
la quatrième les éléments de la troisième multipliés par, etc. ; 
1 


enfin on met a, en facteur dans la première colonne et a; dans les 
autres colonnes). 
b) Les racines de f (z) appartiennent au demi-plan de gauche H si 
et seulement si ai > 0 et les racines de @ (z) appartiennent à H. 
Supposons que les racines de f (z) se trouvent dans A; outre le 
polynôme 
nn 
f(2)=@ il (2— 2x) = 002" + at lt. La, (11) 
=1 


construisons le polynôme 


fa (2) = Go LI (242) = 008 — a+... + (— 1) an, (12) 


dont les racines appartiennent au demi-plan de droite (les expressions 
de ses coefficents s’obtiennent en développant les produits). Il est 
clair que 


1) + (2) = 2p, f(2) — f, (2) = 2q. 
Puisque |z— 221242 | pour Rez30, on a 


JF@IËIA (| pour Rez20; (13) 


donc g ne peut avoir que des racines purement imaginaires. Mon- 
trons que ces racines sont simples. Démontrons-le par l'absurde 
et supposons qu’en un point quelconque iy on a simultanément 
f (y) = f, (y) et F (iy) =f, (y); alors 

F'Gy) __ 14 (y) 


Fan “Han °U En f (Gy)}} = {ln f, (y) 


(f et f, n’ont pas de racines sur l’axe imaginaire). En vertu des for- 
mules (11) et (12) la dernière relation s'écrit sous la forme 


de 1 é 1 
2 D 2 DES 
mais comme Re - : >0et Re _ << 0 (*) pour tous les k, 
1y — 2h + 28 : 


cette relation ne peut avoir lieu. 


1 


FA 
* = DE ême si 
( ) Rappelons que Re z z et Re E 2 yè ont le meme signe. 
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Le degré du polynôme gest n — 1, car, d’après la propriété con- 
nm 


nue des racines d’un polynôme, _ = >» 2x >> 0 et, par conséquent 
0 L 
k=1 
a 0; le degré de p est n. Ainsi, tenant compte de ce qui a été 
démontré plus haut, nous avons le D RER 


D (2) 
D +3 2 _ nie (12) 


Puisque 


re 
D Fes, ‘ Î (15) 


1+E 
1— 
[C1 <1 Sur le demi-plan de droite, en vertu des inégalités (13), 
on peut affirmer que 


Re PE 20 pour Re 320. (16) 


Nous en ous que dans le développement (14) tous les À4 > 0 


transforme le cercle 


et que la fonction homographique © — 


(car Re 2 =:0 pour Re z È 0 et au voisinage du point z = ip, 


le signe de Re est déterminé par le signe de Re 5) et que C 
est une constante purement imaginaire. 
Enfin usant de (14) nous trouvons: 
@ = 41-+ P(@1 — G02) q — a1q {1 + >; 2 +c}. 


et on voit de cette formule que œ ne peut avoir de racines pour 
Re z > 0. En effet, la partie réelle de |’ expression entre accolades est 
positive pour Re z > O0 et q ne s’annule qu'aux points if}, en lesquels 
on a évidemment œ  Æ 0 (car, dans le cas contraire, en ces points on 
aurait p — O0 et cela signifie que f — 0, ce qui est en contradiction 
avec la condition). Ainsi, toutes les racines du polynôme @ (2) appar- 
tiennent au demi-plan de gauche 7. 

Supposons maintenant que toutes les racines de œ (z) appartien- 
nent à AH et & >> 0. On voit de la formule (9) que, pour , les poly- 
nômes pi et g:, analogues aux polynômes p et q pour /, sont de la 
forme pP1 — ag et Qi — a1p — 4s7q, donc 


P =, Z. (17) 
Ps CE 
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Répétant pour œ les raisonnements que nous avons donnés plus 


haut pour /, nous trouvons que Re d— 0 pour Re z Z 0. Pauis- 
1 
que nn > 0 et que le signe de Re _ coïncide avec le signe de Re? | 
1 


1 
nous déduisons de (17) les inégalités (16). Mais alors, à l’aide de 
(45), nous démontrons que les inégalités (13) sont satisfaites. Ainsi, 
pour Re z >> 0 nous avons |f(2) [> | f, (2) |, d’où il découle que 
f (z) n’a pas de racines dans le demi-plan de droite. Mais f (2) ne peut 
non plus avoir de racines sur l’axe imaginaire, car sur ce dernier 
|f(2)| — 17, (2) | et chaque racine purement imaginaire de f (2) 
serait racine de p et get, par conséquent, de  (z), ce qui est en con- 
tradiction avec la supposition faite. C’est pourquoi toutes les raci- 
nes de f (z) appartiennent à Æ. Ainsi, la proposition b) est démontrée. 
En s'appuyant sur cette dernière et sur la proposition a) on passe 
facilement de » — 1 à n et par là même on termine la démonstration 
du théorème de Hurwitz. 


Exemples. 1) Pour le polynôme f (2) — 25 + 222 + 38z + 1 nous avons 
210 
Di =2, D3 — 21 — 5, D3—1\1 32} — 5; par conséquent, toutes ses 
1e 001 
racines appartiennent au demi-plan de gauche. 

2) Pour le polynôme f (z) — 23 + 22? + z + 1 nous avons D: — | F : = 
= —1, par conséquent, au moins une de ses racines appartient au demi-plan 
de droite ou se trouve sur l’axe imaginaire (d’ailleurs f (iy) == iy (1 — y?) + 
+ 1 — 2y2, d’où l’on voit que le polynôme n’a pas de racines purement ima- 
ginaires, c’est-à-dire qu’on peut dire qu'au moins l’une de ses racines appartient 
au demi-plan de droite). 


On peut obtenir du développement (11) une condition nécessaire 
pour que toutes les racines du polynôme à coefficients réels appar- 
tiennent au demi-plan de gauche : fous les coefficients de ce polynôme 
doivent avoir le même signe (condition de À. Stodola). Cependant, com- 
me le montre, par exemple, l'exemple 2, cette condition n’est pas 
suffisante (*). 

2})Méthodes géométriques. Du point de vue géo- 
métrique le problème de Routh-Hurwitz se ramène à la question de 
Savoir si l’image À du demi-plan de droite Re z > 0 par la transfor- 
mation w — f(z), réalisée par la fonction méromorphe donnée, 
contient le point w — 0. Sur la surface de Riemann À de la fonction 
{ (z), le domaine À est limité par la courbe [° qui correspond à l'axe 
imaginaire du plan des z; dans la théorie de régulation automatique, 
cette courbe est appelée hodographe de fréquence. 


(*) Il est intéressant de remarquer que A. Stodola a proposé en 1894 cette 
condition comme une condition nécessaire et suffisante. 


464 CH. V. APPLICATIONS DE LA THÉORIE DES FONCTIONS À L’ANALYSE 


A l’aide des propriétés géométriques des fonctions analytiques, 
on peut énoncer le critère Suivant : 

Critère de stabilité. Si une partie À de la surface 
de Riemann de la fonction f (2), qui se trouve à droite de l'hodographe 
de fréquence lorsqu'on le parcourt dans le sens des y croissants, ne contient 
pas de points au-dessus de w == 0 (et l'hodographe lui-même ne passe 
pas au-dessus de ce point), alors le système de régulation automatique 
correspondant est stable, si cette condition n'est pas satisfaite, il est 
instable. 

Dans les problèmes pratiques, l’étude de la forme d’une surface 
de Riemann s'avère souvent laborieuse bien que la construction de 
la projection [de l’hodographe de fréquence sur le plan des w soit 
d'ordinaire assez facile. Pour cela, il suffit de séparer les parties réelle 
et imaginaire de l’équation w = f (iy) et nous oblenons les équations 
paraméiriques u — u (y), v = v (y), —o0 << y << o, de la courbe T. 
Cependant, si on ne considère pas la surface de Riemann et qu’on 
applique le critère énoncé au domaine A, du plan des w, qui se trouve 
à droite de [, on peut aboutir à une fausse conclusion. Cela se rappor- 
te aux cas où [ne passe pas par tous Les feuillets de À au-dessus de 
T'; en passant par les feuillets ne contenant pas de points de F, on 
peut sortir du domaine Àj et même arriver jusqu'au point w = 0 
bien que A, ne Le contienne pas. Puisque le domaine A est simpiement 
connexe, dans ces cas, au-dessus des 
points de A, il existe à coup sûr des 
points de branchement de la surface À 
réunissant les feuillets libres de Faux 
feuillets contenant cette courbe. 


v 


Exemple: Pour le polynôme 
fG) = 28 — 2 + 2: —3 


la courbe D: uw — y? — 3, v — y (2 — y?}, 
a la forme qui est représentée sur la fig. 167. 
Le domaine As (ombré sur la figure) ne 
contient pas le point w — 0, néanmoins le 
domaine A (projection de A) coïncide avec 
le plan; le système de régulation automati- 
que correspondant est évidemment instable 
(la condition de Stodola n'est pas satis- 
faite). Ici la surface de Riemann possède 
des points de branchement (*) au-dessus des points qui sont indiqués par 


des étoiles sur la fig. 167; la courbe T appartient à l’un de ses trois feuillets. 


FIG. 167 


Dans certains problèmes, la forme du domaine À, projection de À 
sur le plan des w, peut être décrite sans faire l’étude de la surface de 
Riemann. Pour cela, on peut, par exemple, considérer un système 


(*) Les points de branchement correspondent par la transformation w — 
— f (z) aux racines de l'équation f’ (z) — 322? — 2: + 2 — O. 
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de demi-cercles DA: 12z|<2R, Im z > 0, et tirer au clair la forme 
des domaines A, correspondant à ces demi-cercles par la transfor- 
mation w = f (z). Sachant comment varie À, lorsque R varie, nous 
pouvons connaître aussi la forme du domaine À. Il est clair que, dans 
l'énoncé du critère de stabilité, le domaine À sur la surface de Rie- 
mann peut être remplacé par ce domaine plan. 

Donnons un autre critère géométrique de stabilité qui concerne 
une classe importante de problèmes de la théorie de régulation auto- 
matique dans lesquels les fonctions étudiées sont de la forme 


1O=mot+t (18) 


où G&(z) est une fonction rationnelle et X une constante. C'est le 
cas des systèmes à asservissement simple. La constante Æ a un sens phy- 
sique déterminé et elle est appelée coefficient d'amplification; on 
l'a mise en évidence dans l'expression de G (z) à partir de considéra- 
tions constructives: les divers éléments du système de régulation 
influent sur les quantités X et G. 

Pour obtenir le critère de stabilité en question pour la fonction 
(18), nous avons recours au principe de l'argument du n° 23. Il est 
clair que les pôles de la fonction f (z) sont les zéros de G (z); si l’on 
désigne par P le nombre de ces pôles dans le demi-plan de droite, 
alors, conformément au principe de l'argument, la condition d’ab- 
sence de zéros de f (z) dans le demi-plan de droite se ramène à la 
condition 


1 
ra Ac, arg f(z)= P, 


où CR est la frontière du demi-cercle DA (cf. plus haut) de rayon 
suffisamment grand parcourue dans le sens négatif (*). 

Ainsi, lorsqu'on parcourt Cr (dans le sens négatif), le 
vecteur f (z) doit tourner P fois autour de l’origine des coordon- 
nées dans le sens positif. Tenant compte de ce que la 
rotation du vecteur f(z) autour de l'origine des coordonnées est 


équivalente à la rotation du vecteur f (2) — 1 autour du 


1 — 
AGE) 


point w — —1 ou du vecteur autour du point w = — K, nous 


1 
G (2) 
aboutissons au critère de stabilité suivant qui est d’ordinaire asso- 
cié aux noms de H. Nyquist et A. Mikhaïlov. 
Gritère de Nyquist-Mikhaïlov. Pour qu'un 
Système de régulation automatique décrit par la fonction (18) soit stable, 


(*) La différence de signe avec la formule du n° 23 tient à ce qu’au numéro 
23 la frontière du domaine est parcourue dans le sens positif. 
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il faut et il suffit que lorsqu'on parcourt dans le sens négatif 


la frontière du demi-cercle DA, limité par un segment de l'axe 
imaginaire et une demi-circonférence de rayon suffisamment grand, 


le vecteur _… tourne autour du point w — — K dans le sens 
positif P fois, où P est le nombre des pôles de GET dans le demi-plan 
de droite. 


FIG. 168 


Exemple. Supposons que la fonction G (z) soit de la forme 
a 
2(1+ 712) (1 +22) 
où t et T2 sont des constantes positives. L’hodographe de fréquence de la fonc- 
: 1 s£ ; 
tion HE) est donné par l’équation 
1 


Pen iy (1 + ity) (+ itey) = — (ti + To) y2 + iy (1 — Titay?) 


G(2)— 


et a la forme représentée sur la fig. 168 en trait continu gras. En effet, nous 
avons: 


u= —(u + Up v=y(— ty) 
d’où l’on voit que l'hodographe se trouve entièrement dans le demi-plan de 
1 
gauche et coupe l’axe des w pour y — 0 et pour y = + , de plus Le coef- 
Vut 


ie à 2 . : Tite 
ficient angulaire de la tangente ‘dv — SUTay 1 est égal à oc et à + Vue 


du  2{(üu + %)y Ta + 
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aux points d’intersection de l’hodographe et de l’axe des x et croît indéfini- 
ment lorsque | y | —+ oo. Pour les | z|suffisamment grands, nous avons 


5G æ 2%, d’où l'on voit qu’à la demi-circonférence de droite |z|—R, 
Z 


Re z >> 0, pour les grands R correspond une courbe voisine de la circonférence 
jw | — T%R% parcourue une fois et demie (cf. fig. 168). 

Supposons que la valeur du coefficient d'amplification Æ — K, soit telle 
que le point —X, se trouve dans la boucle de l’hodographe (puisqu’au point 
, On à pour ce point u — UT" 
TiT2 TTe 
Ti + T 

Tite 


multiple de l'hodographe y? — 


). Comme on le voit sur 


; pre a 1 
la figure, lorsqu'on décrit CA entièrement, dans ce cas le vecteur AC) ne 
. L 
(représenté en pointillés sur la figure) ne fait pas de tour; si on commence à 


notre cas correspond aux valeurs 0 < K < 


parcourir le contour à partir du point a, alors a fait d'abord (lorsqu’on par- 


I 
court l’hodographe) plus d’un tour dans le sens positif, puis (lorsqu'on 
parcourt la courbe qui correspond à la demi-circonférence) il tourne du même 


angle dans le sens négatif. Si la valeur de X — X,, est telle que 

le point — X,, se trouve à gauche de la boucle de l'hodographe 

(c'est-à-dire K HT 
T1 T2 


— = fait évidemment deux tours complets dans Le sens négatif (fig. 168). 
II 


) ,alors lorsqu'on décrit CA entièrement, le vecteur 


2 2 1 
Etant donné que, dans le cas considéré, le nombre des pôles de EG dans 


le demi-plan de droite est nul, conformément au critère de Nyquist-Mikhaïlov 
le système de régulation automatique correspondant est stable pour 0 < Æ < 


T T < u LT 
GE. y instable pour Le 2. 
Ti T2 Ti T2 


3. Méthode de Vychnégradski-Nyquist. Cette 
méthode est un développement de la précédente et est aussi adaptée 
à l’étude des fonctions dépendant des paramètres (*). Nous considé- 
rons une famille de polynômes dépendant de deux paramètres réels 
£ et n ou, ce qui revient au même, d'un paramètre complexe Ë — 


= É+in: 
fe, D = PGO E + P:(z)n — Pa(), (19) 


où P, (z) sont des polynômes fixes. Nous supposons qu’il n’existe pas 
de racines communes à ces trois polynômes (si une telle racine z 
existait, on pourrait alors simplifier l'équation par le facteur z — x 
élevé à une puissance adéquate) ; nous désignons par » le plus grand 
degré des polynômes. 


(*) L'idée de la méthode appartient à l’ingénicur russe 7. Vychnégradski 
(1877), l'élaboration ultérieure à l’ingénieur américain H. Nyquist (1932) ; 
l'argumentation rigoureuse de la méthode a été donnée par le mathématicien 
soviétique N. Meymann (1949) et nous donnons son exposé [4]. 
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Désignons dans le plan du paramètre € par D (k, nr — k) l’ensem- 
ble de points pour chacun desquels le polynôme (19) a & racines en 
z à parties réelles négatives et 7 — k racines à parties réelles posi- 
tives (*). En particulier D (n, 0), domaine de stabilité, est l’ensemble 
des points Ë pour lesquels toutes les racines ont des parties réelles 
négatives. Etant donné que les racines du polynôme dépendent d’une 
façon continue de 6, avec chaque point & un voisinage suiffisamment 
petit de ce point appartient à l’ensemble D (k, nr — k). Il en découle 
que l’ensemble D (k, n — k) est formé d’un certain nombre de do- 
maines. 

Le point Ë n'appartient à aucun des domaines D (k, n — k) si 
le polynôme (19) correspondant a au moins une racine purement 
imaginaire ou, en particulier, une racine à l'infini que l’on peut 
considérer comme appartenant aussi à l’axe imaginaire. Par une 
petite variation des paramètres Ë et , on peut arriver dans ce cas 
à ce que le polynôme n'ait plus de racines purement imaginaires: 
donc le complémentaire de l’ensemble de tous les domaines D (k, 
n — k) est formé des points frontières de ces domaines. L'idée de 
Vychnégradski consiste précisément à déterminer les domaines 
D (k, n — k) dans le plan des paramètres. 

Considérons d’abord le cas particulier lorsque le polynôme 
Pa (z) = iP1 (2), c'est-à-dire 


fs, 0) = Pi(z) 6 — Pa (2). (20) 


L'équation f(z, £)—0, que l’on peut dans ce cas écrire sous la 
forme 


P3 () 

Ê — P, (2) , (21) 
établit une correspondance eutre les plans des z el des &, de plus 
à chaque point Go correspondent » points z{"), racines de l’équation 
(20) pour la valeur donnée &, du paramètre (certaines d’entre elles 
peuvent coïncider ou être infinies). 

11 découle de ce qui a été dit plus haut que la frontière T des 
domaines D (k, n — k) est l’image de l’axe imaginaire par la trans- 
formation (21), c’est-à-dire l’hodographe de fréquence de la fonction 

_ P3() 
= Pit 

Soit & un point qui n'appartient pas à l; le nombre 4 (£,) des 
racines de l'équation (20) correspondante, à parties réelles négatives, 
peut être déterminé de la même manière que précédemment, à l’aide 
du principe de l’argument. Supposons que P; (z) ne possède pas de 
racines purement imaginaires et désignons par 1 le nombre de ses 
racines dans le demi-plan de gauche, par »: et n3 respectivement les 


(*} Comme toujours les racines sont comptées autant de fois que leur ordre 
de multiplicité l’indique. 
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degrés de P: (2) et de P3: (z) et posons 


Rg—n1 : 
mer Si A3 > F4, (22) 
0 Si A3 Lu. 


Considérons le demi-cercle limité par la demi-circonférence 
Cr:121=2R,Rez<0,et le segment CR: — R<y<R del'axe 
imaginaire; soit Ch — CRUCR. Pour les À suffisamment grands, 
d'après le principe de l’argument 


1 z 
k(G)= 5 Aogare {to RE) + Age P:(), (23) 


où le contour C% est parcouru dans le sens a 


Pour les grands |z{|, nous avons £o — F a = = 7h37 { co + 


++ + .. de eo = 0; par conséquent, Ac Las { Co — Ps a est 


égal à x (3 — mr) + © (+) pour A3 > 1 et à © ee É ) pour 
n3<r. Ainsi, vu le choix de m, on a toujours 

1 _ Ps) 

Fr Aoqare {bp} m4 0 (pr). 

Décomposant le premier terme de la formule (23) en deux termes 
qui correspondent aux parcours de Cr et Cr, et tenant compte aussi 
de ce que son second terme, d’après le principe de l'argument, est 
égal à 4, nous obtenons de cette formule à la limite, lorsque R —+ oo, 

1 P 
k (bo) = Acarg {to — RE } +m+k, 
où C est l’axe imaginaire du plan des z parcouru de bas en haut. En 
revenant dans le plan des paramètres £, nous avons le résultat suivant. 

Le nombre de racines de l'équation (20) dans le demi-plan de gauche 

pour € = &, est égal à 


k(E) = Ar arg (Éo— 0) + m + Hs (24) 


où l'est l’hodographe de fréquence de la fonction (21) parcouru dans le 
sens de croissance des y, m est définie par la formule (22) et k, est le 
nombre des racines du polynôme P\ (z) dans le demi-plan de gauche. 

Remarque. Dans cette démonstration nous avons exclu le 
cas où ?; (z) possède des racines purement imaginaires. Dans ce cas, 
la formule (24) reste vraie si chaque racine imaginaire de P: (2) est 
comptée avec un ordre de multiplicité diminué de 2 fois et si le pre- 
mier lLerme est considéré comme la somme des accroissements de 
arg (Co — 6) le long des diverses branches de l’hodographe qui s’éloi- 


gnent vers l'infini (on voit de l’équation de l’hodographe & — Fi Le 
1 
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que 6—> o lorsqu'on s'approche de chaque racine imaginaire de 
P,; (z)). En effet, tous les raisonnements donnés précédemment restent 
en vigueur dans ce cas aussi si pendant le parcours de C% on évite 
chaque racine purement imaginaire par la gauche suivant une demi 
petite circonférence de centre en cette racine. Le parcours de chacune 


de ces demi-circonférences fait apparaître dans _. À arg { to — 
Pa(2) 


} la quantité où p est l’ordre de multiplicité de la racine 


Pi (2) 


+ ? 
correspondante (*}, la quantité 
Ac# arg P; (z) reste sans change- 
ment car il n’y a pas de nouvelles 
racines de P, (z) dans Cè. Faisant 
tendre vers zéro tous les rayons 
de ces demi-circonférences, nous 
avons à la limite le résultat que 
nous cherchions. 

Exemple. Pour la famille de 
polynômes 

fa DO = (8 —i) CH 3az(2 + 1) 


la courbe T est donnée par l'équation 


. Bay i a 
SE PT Tip 

uiest le folium de Descartes . 169). 
FIG. 169 im=dn=2, m0; P (1 — 
5 mi 

= 2 — i a une racine purement imaginaire z — —# et une racine z — e © 

dans le demi-plan de gauche, donc k; =. La formule (24) prend la forme 

1 
ko) = Ar arg (Co—t)+ à 5 * 

Pour £o à droite des branches de l, le premier terme est égal à —- 5 (ct. fig. 169: 

le parcours de la portion 7 donne À arg (£o — €) — + , celui de la portion IT 


0, celui de la portion 12) ; par conséquent, pour ces £, on a k (£o) = 1. 


On trouve exactement de la même manière que pour les &, dans la boucle 
k (6o) — 0 et pour les £, à gauche des branches k (£ç) — 2. Ainsi, nous avons 
complètement décrit la position des racines. 


(*) En effet, nous avons au voisinage de chaque racine a: 


P3(2) 


Go P1 (2) TG on {co+c1(—a)+...}, #0, 


et la demi-circonférence est parcourue dans le sens négatif. 
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Considérons enfin le cas général du polynôme (19). Posant 
Ph, (2) = ur (x, y) + vs (x, y) (k = 1, 2, 8), 
nous voyons que l'équation f (z, £) = 0 est équivalente au système 
| U = ua, Y)E + ue, W)n — ua, y) = 0, 
me 


Comme précédemment, nous supposons que ce système établit: 
une transformation du plan des z sur le plan des £, que l’on peut 
écrire sous forme explicite en résolvant le système par rapport à E 
et n: 

_ UgUg — Uols _ W10g — UV 

ge M, pt En, (26) 
où À = A (z) = uv, — uv, est le déterminant du système. Il est 
clair qu'aux points z pour lesquels A (z) 0 correspondent des points 
entièrement définis & à distance finie. Aux points pour lesquels 
À (z) = 0, mais au moins un des numéraleurs de (26) n’est pas nul 
(et, par conséquent, le second numérateur aussi, ce dont il est facile 
de se convaincre), correspond le point € = œ. Enfin, si en un point z 
les numérateurs et le dénominateur de (26) sont nuls, alors ce point 
correspond à une-droite entière du plan des £: ces points et Les droites 
qui leur correspondent sont appelés exceptionnels (*). 

La transformation inverse de (26) est au plus à » déterminations, 
car chaque point z correspondant à 6 est une racine du polynôme 
(19) pour la valeur donnée de Ë. 

Etudions la question de la conservation de l’orientation par la 
transformation (26). Pour cela, dérivons le sysième (25) par rapport 
à xæet à y, en considérant Ë et n comme des fonctions de x et y: 


ua dE + ue dn + d+ dy =0, 
ôV ôV 


Résolvant ce système par rapport à dE et dn et tenant compte des 
2 > < $ x oÙ 0V 
équations de Cauchy-Riemann, d’après lesquelles Be ou" 
oU ôV 
—— = —-—, nous trouvons: 
ôy x 

1 . OÙ 


CIE ôU 
Te at Ui—— = CE ay ae (ue ae Er Tr) he) 


(*) Din le cas des polynômes (20), les points exceptionnels ne peuvent pas 
exister. 
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D'où nous trouvons le jacobien de la transformation (26) 
9(E, 0) _ 1 (= L au \2) 
9 A 2 
et nous voyons que le signe de ce jacobien coïncide avec le signe de A. 
Par conséquent, la transformation (26) conserve l'orientation si A > 0 
et ne la conserve pas si À € 0. 
Tout comme précédemment, considérons la division duplan des 
& en domaines D (k, n — k) et notons F la frontière de ces domaines. 
Il est clair que l’on peut obtenir les équations paramétriques de l'en 


faisant x — O dans les équations (26). Comme précédemment, le 
parcours positif de l'est celui qui correspond 


L aux y croissanis. La courbe F peut être formée 
Ed de plusieurs branches, de plus, contrairement 
ë, 


au Cas des polynômes (20), lorsqu'on parcourt 
tout l’axe des y, ses portions peuvent être parcou- 
Z 2 1 T rues plusieurs fois (au plus n# fois). De plus, la 
. courbe F peut contenir des droites exceptionnel- 
les; cela se produit dans le cas où l'axe des y 
ÿ 1 2 2 possède des points exceptionnels. 
ET ef E-1 E=1 Considérons une portion 662 de la courbe 
&=1 6=37 d=1 6=-1 T et Supposons que lorsqu'on parcourt tout l’axe 
des y, la portion est parcourue l fois, c’est-à-dire 
FIG. 170 que cette portion correspond à ! segments ylyk 
(u = 1, 2, ..., l)de l'axe des y. Posons e&, — 1 
si le sens de yyk coïncide avec celui de l’axe des y et ey = —1 
dans le cas contraire. Posons encore 6, — { si sur y#yk le déterminant 
AZ Oet ô, — —1 dans le cas contraire (fig. 170). . 
Supposons que le point &, se déplaçant continüment sur un chemin 
suffisamment petit, coupe l’arc de courbe &:£ de gauche à droite. 
A ce chemin correspondent, dans le plan des z, ! chemins, coupant 
les segments ykyk de l’axe des y. IL est clair que si e,ô, >> 0, alors le 
chemin correspondant va du demi-plan de gauche dans le demi-plan 
de droite et le polynôme (19) admet sur lui une racine à partie 
réelle posilive et perd une racine à partie réelle négative; dans le 
cas eu << 0, c'est le contraire qui se produit. 
Ainsi lorsqu'on passe du côté gauche de l'arc de courbe tibe 
de la courbe T au côté droit, le polynôme (19) perd eiô, + 80» +... 
+ &Ô, racines à partie réelle négative (*). 
A l'aide de cette remarque nous pouvons trouver tous les domai- 
nes D'(k, n — k) connaissant l’un quelconque d’entre eux. 


(*) Si cette somme est nulle, alors les deux côtés de l’arc de courbe £ib 
appartiennent aux domaines D (k, n — k) de mêmes indices. Dans le cas du 
polynôme (20), cette somme est constamment égale à l'unité ; par conséquent, 
ici, à gauche de Lil y a toujours un domaine correspondant au nombre k supérieur 
d’une unité à celui de droite (comparer avec la fig. 158). 
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Pour terminer, donnons un exemple appartenant à Vychnégradski : 
fe O = 28 + E8 + nz + 1. 
Posant z — iy et séparant les parties réelle et imaginaire, nous trouvons les 
équations paramétriques de la courbe l': £ — D n = ÿ?. C’est la branche 


de l’hyperbole En — 1 qui se trouve 

dans le premier quadrant (fig. 171). ÿ 7 
Lorsqu’on parcourt tout l’axe des _ 

y, elle est parcourue deux fois; si, # 

de plus, on pose pour le demi-axe 

inférieur u — { et pour le demi-axe ÿÀ 
supérieur p— 2, on a alors: £&;= 1, L 

€ — —1. Le déterminant A, qui + 
détermine le signe du jacobien, ELA AIT 
est égal à A (iy) — —y5 sur l'axe > OUI 
des y, par conséquent, à — 1, 7 D{12) £ 
Ô> — —1. Ainsi, lorsqu'on tra- j 
verse l’arc de courbe bib: de 
gauche à droite, on perd Ee404 + 2 
—- £202 — 2 racines à partie réelle 
négative. À l’origine des coor- / 
données Ë — 1 — 0, le polynôme V9 
prend la forme zè+ 1 et a les racines 


i 1/3 FIG. 171 
1æ+iVy3, par 


Domaine de 
Stabilité 
D(3,0) 


Z1—= — 1, 22,3 == 


2 
conséquent, D (1,2) est le domaine qui se trouve au-dessous de l'hyperbole, 
mais alors D (3, 0) est le domaine qui se trouve au-dessus de l'hyperbole, 
soit un domaine de stabilité. Pour É vérifier, on peut considérer le point 
E = n = 3 en lequel le polynôme est de la forme z% + 322 + 32 + 1 et a la 
racine triple z — —1. 
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Pour de nombreuses questions techniques, il est important de 
posséder des méthodes d'étude de régimes permanents. Mathémati- 
quement, ces questions Se ramènent à l'étude des propriétés des fonc- 
tions pour les grandes valeurs des variables ou, comme on dit enco- 
re, à l'étude du comportement asymptotique des fonctions. Nous 
donnons ici plusieurs méthodes d'étude asymptolique des fonctions. 
(Voir pour plus de détails [71.) 

76. Développements asymptotiques. L'étude asymptotique des 
fonctions part du remplacement de ces fonctions par de plus simples 
de manière que les propriétés fondamentales soient conservées et Les 
propriétés secondaires rejetées. En particulier, lorsqu'on se propose 
d'étudier une fonction f (z) pour les grandes valeurs de la variable 
sur un ensemble quelconque ÂZ, qui s'étend vers l’infini (le plus sou- 
vent sur une courbe qui va vers un point à l'infini), le plus simple 
est de remplacer celte fonction par la série 


Co +. HR, (1) 
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qui dans un certain sens en donne une approximation. D'ordinaire, 
on demande que l'erreur commise lorsqu'on remplace la fonction 
Ï (z) par une somme partielle s, (z) de cette série soit un infiniment 
petit d'ordre supérieur par rapport au dernier terme de la somme 
partielle lorsque z — oo par les points de M, c'est-à-dire 
nm 
lim 2 {f(— SH) —0() ASOA LS “© 
< ù er 


—+ 00 


Evidemment, la convergence de la série (1) ne découle pas de cette 
condition, toutefois, comme nous le verrons plus bas, même des 
séries divergeantes partout qui satisfont à cette condition fournissent 
de nombreux renseignements utiles sur les propriétés asymptotiques 
de la fonction f (2). 

Toute série (1) vérifiant la condition (2) est appelée développement 
asymptotique de la fonction f (z) sur l’ensemble M et cette relation 
entre la série et la fonction est notée de la manière suivante: 


FC) + co+ ++ HE... (3) 


Sur l'ensemble donné M, le développement asymptotique d'une fonc- 
tion, s'il existe, est défini d’une manière unique. 
En effet, la condition (2) pour nr — 0 nous donne: lim {f (z) — 


— co} = 0, d’où on trouve c, = lim f (2); pourn = 1: lim z {f (z) — 


— Co — _ = 0, d'où « —limz{f(z) —co} et, en général, 
Cn = lim 7" {f (2) — sh1 (2)} (n = 0, 1, 2, . ..). (4) 


Z—00 


D'autre part, une même série (1) peut être le développement asymp- 
totique de différentes fonctions. Par exemple, la série identique- 
ment nulle sert de développement asymptotique tant pour la fonc- 
tion identiquement nulle que pour la fonction e-* sur le demi-axe 


æ>> 0 (et même dans tout secteur |argz | <+ — a, «>> 0), 
car lim 2*e-* — Q pour tout 7. 


Z—>00 

Il est facile de démontrer que les développements asymptotiques 
de la somme et du produit de deux fonctions s’obtiennent respectivement 
en additionnant et en multipliant terme à terme leurs développements 
asymptotiques: si 

€ 
Ja DE à ga DE, 
n=0 n=0 
(*) Dans cette formule et les formules suivantes, le passage à la limite, 


lorsque z — ©. se fait, évidemment, par les points de l’ensemble. Nous ne le 
spécifierons pas. 
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alors 


Loc] 


fa+et@e D'AER, 


n=0 
TOO ES (5) 
n—0 


Exactement de la même façon, on démontre la règle de l'inté- 
gratlion terme à terme des développements asymptotiques: si f (z) — 


a . , . 
— Ÿ 2 (c'est-à-dire lorsque z—+ © sur l’ensemble 47, la fonction 
n=2 : 
f (z) est un infiniment petit d'ordre non inférieur à 2), alors 


[rod S - (6) 
Z n= 


En général, la dérivation terme à terme d'un développement asymp- 
totique n'est pas légitime. En effet, on voit facilement que 
“* sine* — O0 sur le demi-axe x > 0, cependant (e* sin e*)" — 
= —e* sin e* + cos n’a pas de développement asymptotique, 
car sur le demi-axe x > 0 cette fonction n’a même pas de limite lors- 
que x —+ co. 
Exemples. 1) Trouvons le développement asymptotique sur le demi-axe 


æ>0 de la Fonction donnée par l’intégrale 
oo 


f(x)= Î: Les dt. 
: 1 
En intégrant plusieurs fois par parties (posant FT ext dt — dv, etc.) 


nous irouvons 
Lee) 


pe 41 1 2! | : ten! 
jeta + D HS in Tim 


+(— nn 


ess 
LE 
Ps 
Ml 
& 


La 
Nous avons pour le reste (par intégration par parties) l’estimation 


co 00 

| ex-t n\ ex 

ñ 1 | En er Gt) | TRE) LA er TT» 
x x 


d’où il découle que, avec les notations adoptées précédemment, 


F 
an {f (x) — sn (T)} <— 
tend vers zéro lorsque x — co ; donc, 
f 1. di > oo 54 n! 
| RU ee (7) 


x 
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L'intégrale considérée est en relation avec la fonction spéciale désignée 
sous le nom d’exponentielle intégrale (*) par 


b4 4 
Ei (x) = Î — dr. (8) 
T 
En effet, après le changement de variable t— —i, il est clair que nous avons 
00 _ Le, °] 
Ei(—x) = — | at — ex À _ exX-t di. 
x x 


Ainsi, nous obtenons de (7) l’égalité asymptotique suivante : 


qe 1 
—Bi(—n- © {+ + ss Fa () 


Les séries (7) et (9) divergent, car leurs termes généraux ne tendent pas vers 
zéro (le rapport H = — + oo lorsque nr —+ et pour tout x fixe). Toute- 
fois, elles donnent les valeurs approchées de la fonction, très précises même 
pour les x et » suffisamment petits : par exemple, pour l'intégrale (7) s$ (10) — 
— 0,09152 donne une approximation avec une précision atteignant 0,00012. 

2) Trouvons la formule asymptotique de la fonction d'erreur (cf. exemple 1 
du n°0 70) pour les x positifs. Considérons d’abord la fonction 


1 1 1 1 d 

x? 12 x? 12 x? dt, 
FRE | : de 2 | G Hé 7 r2g: 2 je ER 
x x x 


répétant plusieurs fois l'intégration par parties, nous trouvons : 


1 1 13 1.3.5, 
FO = Rs ons me tee 


La 2 2 
1-35... (2n—3) 1.3... (2n—1 e* 1 
RQ ça I Ÿ à. 
x 


Nous avons l'estimation suivante pour le reste (par intégration par parties) 


Fm xt? ; 
1-3... (2n —1) Î e He tts- Cr) 


on en DR FIyENTI , 


x 


’où il découle que x2%-1 {f (x) — 521 (x)} — 0 lorsque x —+ æ ; par conséquent, 


(40) 


mu 1 1,48 43.5 
| PP DRE à Mal 2e 
x 


(*) Pour x > 0 l’intégrale est prise au sens de la valeur principale. 


$ 3 MÉTHODES DES ESTIMATIONS ASYMPTOTIQUES 477 


Remarquant que 


Ce, 
œ 
À 
! 
S 
& 
Ces 
[ 
Li 
8 
al 
x, 
[e] 
ce 
= 
© 
[er] 
SJ 
— 
Le] 
© 
= 
u 
st] 
< 
© 
el 
u 


X em 00 MES 

Ms a Va 8 x Vr 1 1 1.3 
je Be | HR TS ous a ét 
0 x 


et finalement 


x 
2 E 2 2/1 1 1.3 1.3.5 
ets | e DE (> Daxs Ÿ 55,5 +). 
ù 


(11) 


3) On peut construire aussi des développements asymptotiques des fonc- 
tions dont la variable prend des valeurs entières n; dans ce cas, l’ensemble M 
est la suite des points entiers. Considérons comme exemple le problème de 
l'estimation asymptotique des zéros de la fonction 


ds 1 
{ G@)=sin 24 _. (12) 
voisins des points z, — nn. Nous prenons comme première approximation 
Zn — sn. Portant z — nn + €, (n) dans l'équation f (z) — 0, nous trouvons 
—A\n -1 
(— 1}? sin 4 (n) + = 


} DE 1 
an + & (n) — 0, d’où €1 (n) ad DE ob 2 o(=) et, par 
conséquent, la seconde approximation de z, est de la forme 


nant + o(+) : 


Lo 


Posons ensuite z2—nn+ 


DA, NN Ace 
En = Re (n) et on obtient de l’équation f (z) —0 


(— 1} sin ee +0} = =, —. 
LE on» Her + £2 (n) 


Remplaçant les premier et second membres par leurs expressions appro- 


chées, nous trouvons (en tenant compte de ce que €2 (n) — o(=)) : 


1 (im pm 3 1 1 1 
Pleine 
d'où £, (n) — a [t+ Un J+ o(+) , ce qui donne la troisième 
approximation de 4: | 
(4 1 6, (te 1 
En ee AH IEEE (13) 


On peut continuer indéfiniment notre processus et comme l'erreur de 
l’approximation est un infiniment petit d’ordre supérieur par rapport au dernier 
terme conservé, nous obtenons le développement asymptotique de z,. 
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Pour terminer, remarquons que les séries de type (1) suivant les 
puissances entières négatives de la variable sont le moyen le plus 
simple, mais pas toujours le plus commode, d'approximation asymp- 
totique. Généralisant la notion de développement asymptotique, 
nous pouvons choisir pour la comparaison à la place de zx une Suite 


x 


de fonctions arbitraire g, (z) satisfaisant à la condition 


lim 24106) 20, (14) 


Z—00 An (2) 


et pour l’approximation une suite arbitraire u, (z) telle que 


Un (2) 
mo ]>0. (15) 


jim #1@ 26, Tim 
200 In (2) 2—00 


Nous appelons la série Ÿ cru (z) développement asymptotique de la 


n=0 
fonction f(z) et nous écrivons 
F() + À en (2) (16) 


si 


Lim {@—Z eue} 0 (m—=0,1,2,...) (17 


Z— 00 


Comme exemple d’un tel développement plus général, considérons le déve- 
loppement de la solution de l’équation différentielle 


#4 a 
+ (142) v=0, (18) 
pour les grands z. 


Pour trouver la représentation de la solution, écrivons cette équation sous 
la forme 


; . a 
A CE 


et, considérant le second membre comme connu, appliquons la formule de 
Cauchy que l’on donne dans le cours d'équations différentielles : 
x 


y (x) = À cos (x — a) +a | sin (x —?) y (E) dt. (19) 


12 
X0 
On voit de cette représentation que y (x) est bornée lorsque x —+ ©. En 
effet, notons: M1 = max |y(x) |; il vient alors de (19): 


XO<XE X1 
X1 
di 1 
Mi<|Al Hal | <j4l+ielmi., 
%0 : 
| À 
d'où M1 < 1 et notre proposition est démontrée (on peut supposer le 


x 
nombre x positif et aussi grand qu’on le veut). Ainsi, l'intégrale (19) converge 
à l'infini et on peut donc prendre xy — co dans (19). 
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Pour première approximation, nous prenons 
y (x)= À cos (x— @)+0 (1) ; 
posant y (x) — À cos (x—a) 1e (x) et portant dans (19), nous trouvons : 


&1 (x) = aÀ | sin (z—t) cos Ga) & +o( L )= 


"2 
= | {sin (x— «)+sin(r—2t+a)} = +o(=) = 
= sin (ea) + 0( +) ®, 


Nous avons ainsi obtenu la deuxième approximation : 


aA 


y (x) = À cos (x — a) — Ds sin (e—a)+o() ï 


Introduisant une nouvelle correction £2 (x) nous trouvons à l’aide de (19) : 


X x 
2 
en (= | sin (@—21+a) Le rs Î sin (x—t) sin Ga) & +o( +) = 
aA a2A 1 
= VE —a)+o | — 
7 08 (z— a) gs COS (x—a)+o (+) 


(nous transformons la première intégrale en l’intégrant par parties, la seconde 
au moyen d’une formule trigonométrique, les autres intégrales entrent dans 


_ 1 en ; es : | 
la quantité (=). Ainsi, nous avons trouvé la troisième approximation: 


y (x) = À cos (rx — x) — À sin (x— a) + 


+ (1—5) cos (x — a)+0(+) < (20) 


Nous pouvons préciser indéfiniment nos approximations. Le développement 
ainsi obtenu est un développement asymptotique général avec pu, (x) — 
cos (x — à + n 5) 


1 
= ——— 7 00 Go) = À 


77. Méthode du coi. Cette méthode s'applique à l'estimation des 
intégrales de contour de la forme 


F(à)= | (2) ef dz, (1) 


C 


t4 
1 : 
*) L'intégrale | sin (r—2i+ «) _ —o(=) ; on peut s’en convaincre en 
co 


intégrant par parties. 
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où À est un paramètre positif qui prend de grandes valeurs, j (z) 
et  (z) sont des fonctions analytiques sur la courbe d'intégration C. 
De nombreuses fonctions spéciales, des solutions d'équations diffé- 
rentielles, ordinaires et à dérivées partielles, sont représentées par 
des intégrales de la forme (1); on rencontre ces intégrales dans la 
résolution de divers problèmes de physique. Ce qui explique l’impor- 
tance de la méthode du col dans les applications de la théorie des 
fonctions de la variable complexe. 

Nous commençons par un cas particulier qui remonte à Laplace 
et qui concerne les intégrales réelles de la forme 


d 
F (à) = Î p(t)ek/ di. (2) 


L'idée de la méthode de Laplace est très simple. Supposons que f (#) 
ait sur le segment (a, b) un maximum bien exprimé. Plus la valeur 
du paramètre À est grande, plus ce maximum est exprimé, il est donc 
clair que pour les grands À le voisinage du point de maximum influe 
essentiellement. sur la valeur de l'intégrale. 
Utilisons cette idée pour démontrer le lemme qui se trouve à la 
base de la méthode. 
Lemme. Soit donnée l'intégrale 
a 
FA)= [ete  (O<a<o, a>0) G) 
(0 
où la fonction œ (£) pour | t | 2h est représentée par la série convergente 


Top = B(co+at+,... +Hoen+ ...), B> —1, (4) 
de plus | |p(é)le-ht® di M pour un À. Alors, on a le développe- 


0 
ment asymptotique 
# _Btn+i 
F()= y (tt) Na 


: 65) 
n=0 


où L' est La fonction gamma d’Euler. 
Pour démontrer ce lemme, remarquons que pour À > À 


| Î @ (4) enr qe] <e-Q-10n [iotie-nr = 


ñ h 
= O (e- A ot) = O (e-227), 


donc 
k 


F(à)= À p(t) e-M% dt + O (e-M®). 


0 
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Etant donné que la quantité O(e-Ak*), lorsque À —+ oo, est 
beaucoup plus petite que tout À" (n => 0), d’après l’idée de Laplace 
seule la partie (0, h) de l’intervalle d'intégration voisine du point de 
maximum influe sur le développement asymptotique. Faisons, dans 
cette partie de l'intégrale, le changement de variable A£% = +, puis 
tenant compte de ce que, pour [| {<hA, nous avons œ(f) — 

n—1 
= Ÿ cutôth LE O (#8) et que pour tous p >0ete—0 

k=0 


e Ce] 


| wP-le-tTit < | TP-le-tTdt=T(p), 


0 


[= 


il vient : 
h , + it 
| pOe- a = | p[(+)"}r À Set — 
(in 0 
Hot Le EN À sue : 
= Dr JT etd+OU # ). (6) 


Remarquons enfin que 
41@ à 
x A pœ 
| Tw-te-tTd=T(p)}+O(e ?  ), 
ù 
car pour tout c>>0, en posant T—0o+c, nous avons: 


oo 


Î AP le tte" \ (o+c)P-te-6 do < 
ù 


<er° (| (2c)}P-te-5 do + Ÿ Go Ru do } == 


—e-c(Ac +B)=0 e?). 


Ainsi, tenant compte de ce que O(e-#) —O(X") pour tous e >> 0 
et »>>0 fixes, nous pouvons écrire (6) sous la forme 


k n nt cr ( ) _Btn+i 
lomentdes D — pr +0 ), 
0 


k=—0 à % 

et, d’après la définition du n° 76, on a donc démontré le développe- 
ment asymptotique (5). 

31—0149 
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L’estimation de l’intégrale (2) se fait à l’aide du lemme qui vient 
d’être démontré. On a le théorème: 
Théorème 1. Supposons que l'intégrale (2) converge absolu- 
ment pour un À = ho, c'est-à-dire 
b 
| 1p()]e/® di LM, (7) 


a 


et f (t) atteint sa valeur la plus grande en un point to intérieur au seg- 
ment (a, b) dans le voisinage | t — t, | 8 duquel la fonction f (t) 
est représentéé par la série 

Ê () = f (to) + a2 (8 — Ho} +... + an (8 — 0) +. 

(@2 T O), (8) 
de plus, il existe un h >> 0 tel qu’à l’extérieur de ce voisinage f (t5) — 
— f() > h. Supposons encore que la fonction t — 1 (t) soit définie, 
dans un voisinage du point t — 0, par l'équation f (4) — f (#) = *?°, 
en outre dans ce voisinage 


pb = D enr. (9) 


Alors l'intégrale (2) admet le développement asymptotique 
b 


FÜ= | EG MD dt ext y/ À D 2 F2. (40) 
n=0 : 


a 
Remarquons d’abord que, tout comme dans le lemme, le dévelop- 
pement asymptotique de F (4) est défini par le voisinage du point de 
maximum t#. En effet, d’après les conditions du théorème 
to-6 
| | p (#)e-AGte)-HD1 de | = 
a 


to—Ô 
=<| | PO TOO MOTO < 


a 
b 


Le-ho/o)e- (A0 | |p (6) Leo/( ge = 0 (e-») 


a 


et on estime de manière analogue l'intégrale relative au segment 
(to + 6, b). 

Dans le voisinage restant (£5 — 8, fo + &), nous posons f (4) — 
f () = t? et en vertu du développement (8) nous trouvons: 1? — 
—Qù (— &} — axé — K)— ..., d'où T = (4 — 4) x 
XV — as — a3(t — ty) — ...; développant la racine d’après 
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œ 


la formule de Taylor, nous obtenons la série t — > an (t — 


n=1 
— t,)". Au voisinage du point t — 0, cette série peut être inversée 
Le] 


(cf. n° 70) et nous trouvons # = 4% (t) = to + Y Cat (*). 


n=1 
Utilisant ce qui vient d’être dit, nous faisons le changement de 
variable f (4) — f (t) = 1? dans l’intégrale 


to+ô ô” 
pHe- O1 | pIbHIV (met dr, 
to—Ô — 6’ 


puis nous remarquons qu'avec le degré de précision adopté nous 
pouvons prendre 8’ — 8” — &, (**) et en posant, pour simplifier 
l'écriture, @ [ÿ (t)lp’ (rt) — q1 (t), nous obtenons: 
& 0 ê1 
Vme-rtar {pme | gine-at ar 
—51 — 61 0 

ôt 


= [lo (9 + oi ere dr 


0 


(dans la première intégrale nous avons remplacé t par —t). 
Nous pouvons maintenant appliquer le lemme avec, dans notre 
cas, B — 0 et «x — 2. Puisque d’après (9) nous avons: 


Pi (—T) + pi (t) = 2 2 ConT” , 
n= 
le lemme donne 
b oo ” n 
_n—- 
| œ (6) e-ALF(Ho)-f (8) qe > ConT (r+5) MES 


a 


(CIE 42 LV 


DUT EE (cette for- 


mule sera démontrée dans le chapitre VIT), et alors nous obtenons le 
développement cherché (10). 


Il nous reste donc à remarquer que F (n+-- 5)= 


(*) Remarquons que e; = y - FE A par conséquent, dans 


= 
le développement (9) le terme constant est co — @ (to) ci = ® (to) D 


Nous utiliserons cette remarque dans la suite. 
(**) L’erreur est incluse dans le terme O(e 


F" (0) DL 
M, 
31* 
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Le théorème 1 concerne le cas où la plus grande valeur de f (4) 
est atteinte en un point intérieur du segment (a, b). On démontre 
d’une manière analogue le théorème suivant qui se rapporte au cas 
où la plus grande valeur coïncide avec l’une des extrémités du seg- 
ment. 

Théorème 2. Supposons que la condition (7) soit vérifiée 
et que f (t) atteigne sa plus grande valeur au point t — a, soit analytique 
en ce point, que f (a)}=£0 et qu’il existe un h>0 telquef (a) —} (>h 
à l'extérieur d’un voisinage du point a. Supposons encore que la fonction 
é = np (T) soit définie au voisinage du point rt = 0 par l'équation f (a) — 
— f(f) = 7 et que l'on ait dans ce voisinage le développement (9). 
Alors 


f BIC CMS # {en 
HOPANTOE de DE. (11) 
és n=0 
Comme exemple d'application de la méthode de Laplace, éta- 
blissons la formule asymptotique de la fonction gamma d’Euler 
r A+0= re dx. 
û 
Posant x — ft, nous avons: 


DO) MT Te Mare arte à e-A-1-In 0 dé. (12) 


Sr % 


ù 
Appliquons à la dernière intégrale de (12) le théorème 1 dans le- 
quel on fait @(t) = 1 et f (£) — — (£ — 1 — Int) atteint sa plus 


grande valeur au point # — { (*). Nous nous limitons au premier 
terme du développement. D'après la formule ue dans le renvoi 


de la page 483, nous trouvons cç — € &)Y/ — FE : = V2 et la 
formule (10) donne: 


feinome x {V2+0 (+)} | 


Ô 


Portant cette dernière expression dans (12), nous trouvons J'est 
mation cherchée (formule de . 


TA +1)= V2 (5 {+0 (5)}. (13) 


(*) La condition (7) du théorème est satisfaite pour tout À, > 0, puisque 


CO ca 
l'intégrale eo Gin D = { te hs converge. 
Û 0 
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Nous aurons pu également trouver les termes suivants du 
développement asymptotique : 


RNA pe A 1 139 


Exposons maintenant la méthode du col. Pour les grandes valeurs 
du paramètre À la valeur de l’intégrale 


F()= | 9) 6/0 d (1) 
C 


esi pour l’essentiel déterminée par la partie du chemin d'intégration 
C sur laquelle | ehfG@) | —ehRef(), c’est-à-dire Re f (z), est grand 
par rapport aux valeurs sur la partie restante de C. En outre, on 
estime d’autant plus facilement cette intégrale que cette partie est 
petite et que les valeurs de Re f (z) décroissent plus rapidement. 
D'après ce qui vient d’être dit, lorsqu'on applique la méthode du 
col, on tâche de déformer le chemin d'intégration C de façon à obtenir 
un chemin c le plus commode, en tenant compte de ce que, d’après 
le théorème de Cauchy, une telle déformation ne change pas la valeur 
de l’intégrale. 

Pour expliquer géométriquement la question; nous posons z — 


! 


x + iy et nous représentons 
u = Ref (2) (15) 


comme une surface S dans l’espace des (x, y, u). Etant donné que 
la fonction w est harmonique, S ne peut avoir de points de maximum 
et de minimum, et les points en lesquels f’(z) — 0 sont pour elle des 
points méplats ou points selles (fig. 172). # 

Comme nous l'avons dit, le chemin d'intégration € le plus 
commode pour l'estimation, du moins sur la partie qui a le plus 
d'importance pour l'estimation de l'intégrale, doit passer en chaque 
point dans la direction de la variation la plus rapide de Re j (2), et, 
comme la fonction f (z) est analytique, cette direction doit coïnci- 
der avec la direction de la courbe Im f (z) — const. Aïnsi, le che- 
min €, du moins sur la partie la plus essentielle pour l'estimation de 
l'intégrale, doit coïncider avec la ligne de niveau Im f (z) — const. 

Ensuite, le chemin C doit contenir le point z en lequel Re f (2) 
atteint la plus grande valeur parmi les valeurs de cette fonction Sur 
C. Montrons que f’(25) = 0; autrement dit, le point de la courbe 
Im f (z) — const en lequel Re f (z) atteint sa plus grande valeur est un 
point méplat. eo 

En effet, au point z, la dérivée de Re f (2) le long de la courbe C 


doit être nulle: z Ref (z) = 0, et comme Im f(z) — const sur €, 
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il vient ss Imf(z)=0 et, par suite, f'(z) = L Re f (2) + 


Hi Im f(z) = 0. 
Ainsi, lorsqu'on applique la méthode du col à l'intégrale (1), le 
chemin d'intégration C doit être déformé en un chemin C qui passe par 


le point méplat z, et, au voisinage de ce point, va le long de la ligne de 
plus grande pente Im f (z) = const (*) (fig. 172). 


NE 
72 
il 


- 


JiSSe il 


FIG. 172 


Remarque 1. Ce qui vient d’être dit demande une petite 
précision. [Il découle des propriétés des fonctions harmoniques (théo- 
rème 8 du n° 4{) que le voisinage du point méplat z, est divisé par 
la ligne de niveau de Re jf (z) en 2n secteurs (n > 2, n — 1 étant 
l’ordre de multiplicité du zéro de f” ()) au-dessus desquels la surface 
S se trouve alternativement au-dessus et au-dessous de son plan 
tangent au point (%5, Yo, Uo). La ligne de niveau 1m f (z) — const au 
voisinage de z9 Se décompose en Az courbes passant par z9 dans la 
direction des bissectrices de ces secteurs. Nous choisissons pour C 
l’une de ces courbes. 

Remarque 2. Si la surface S a plusieurs points méplats, 


il faut choisir d'ordinaire pour C le chemin qui passe par La pente la 


(*) La méthode du col est appelée aussi méthode de la plus grande pente ou 
méthode des points selles. 
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plus raide. D'ailleurs, la question du choix du point méplat sous sa 
forme générale ne se résout pas si facilement qu’on le croit et on doit 
la considérer séparément dans chaque cas particulier. 

Notons une circonstance importante assurant l'efficacité de la 
méthode du col: étant donné que sur la courbe C nous avons 
arg ef ® — Im f (z) — const, l'estimation de l'intégrale (1) se ramène 
à l'estimation de l'intégrale d'une fonction réelle qui peut être faite 
d'après la méthode de Laplace. 

Cette remarque nous permettra d'utiliser les résultats contenus 
dans les théorèmes 1 et 2 que nous avons démontrés lorsque nous avons 
exposé la méthode de Laplace. Comme nous l'avons déjà dit, on 
suppose les fonctions f (z) et @ (z) analytiques dans un certain domai- 
ne. Considérons d’abord le cas du chemin d'intégration € qui peut 
être déformé en un chemin C qui passe par le point méplat z, en lequel 
f (30) = 0, f” (20) Æ 0 et qui, dans le voisinage de z,, coïncide avec 
la ligne de plus grande pente Im f ( z) — const, de plus sur C à l’ex- 
térieur de ce voisinage Re f (z) < Re f (20) — h (h >> 0). Supposons 
de plus que l’intégrale (1) converge absolument pour les valeurs de À 
suffisamment grandes. 

Dans ce cas, l'estimation de l'intégrale peut être faite à l’aide 
du théorème 1. En effet, soit z — z (t) l'équation du contour € ; on 
a évidemment 

b 
F(h)= | œ (z) eùf@) dz = hi Im f[2(0)] | plz} Re/TO1I7 (4) dt (16) 
a 


2 


C 
et le problème est ramené à l'estimation d'une intégrale du type (2) 
dont le développement est donné par la formule (10). 

Ecrivons le premier terme de ce développement. Pour cela, posons 


e [z (02° (4) = p (6), Re f [z (#)] — f (#) et alors, d’après la formule 
(10), on trouve le terme inconnu 


b — 
| GE) e7 00 de exF to) ” + Cos (17) 


où ec, est le terme indépendant de Tv dans le développement de la 
fonction @ (Ÿ (r)l#’ (x), que l’on trouve d’après la formule du renvoi 
de la page 483. Nous avons: @ (4) = @ (20) 7’ (to), et comme 
{ Lz (1 = Ref [z (4)] + à Im f [z (8) — F (4) + const le long de C, 


on a 

Tu d2 # ’ 

Go) = 55 112 (124, = Ÿ (Go) 7°? Co) 
(le terme f’[z(t)]z"() —0 pour £—4:). Puisque cette quantité est 
négative, posant z’(f)—keŸ, nous pouvons donc l'écrire sous la 
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forme f” (éo) = —|f" (20) | #2. Ainsi, 


nn, HS PO TER Pr ue 
Co = (to) = (0 = @ (29) ei? Ver 


et en portant la valeur ainsi trouvée dans (17) puis dans (16) nous 
obtenons la formule que nous cherchions 


F(A)- en/o) VF P (20) ei? EL (18) 


S’il y a sur le contour C plusieurs points méplats en lesquels 

la valeur de Re f (z) est voisine de sa plus grande valeur, il faut alors 

prendre la somme des expres- 

sions (18) par tous ces points. 

Le cas où le contour d’inté- 

gration se termine au point 

méplat z, seramène d'une façon 
analogue au théorème 2. 

Comme exemple d’applica- 

tion de la méthode du col trou- 

vons la formule asymptotique 

z de la fonction cylindrique de 

première espèce d'indice entier n 


à 1 
4 5-7) dz 
DN=S | e2( ) mn 


+1 
1z/=—1 

(19) 

(comparer avec la formule (14) 

du n° 70). Ici œ(z) — 


ue ; 
1o=r(:-1 ,f @=5x 
x (1 +5), il existe donc deux points méplats 22 — +i 


de même ligne de niveau Ref(z) = 0 et, d’après la remar- 
que faite plus haut, ïil faut considérer ces deux points. 


FIG. 173 


. 

Fin + 
lei ppÜ=rie ”, f(HD=+i |f(Hÿ|—=<1 La ligne 
de niveau u = Re f (z) — _ (1 — =) — 0, qui passe par les points 
méplats, est constituée de la circonférence | z| — 1 et de la droite 
x — 0, et la direction de la ligne de plus grande pente doit être 
bissectrice par rapport à cette ligne; tenant encore compte de la 
distribution ges signes de uw, indiquée sur la fig. 173, nous trouvons 


Re 


7 V2 +. Ainsi, d’après la formule (18) nous obtenons l’es- 
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timation asymptotique que nous cherchions 


st 3x \. x T\. 
RUE Ne Al ee mie 


2rÀ 


=y cos(i-n5 +), (20) 

D'autres exemples d’application de la méthode du col seront 
donnés dans le chapitre VII. 

78. Méthode des fonctions génératrices. Selon cette méthode, 
pour obtenir une estimation asymptotique d’une fonction quelconque, 
on remplace cette fonction par une autre (fonction génératrice) analyti- 
que par rapport à une variable auxiliaire. 

La variante la plus simple de cette méthode est due à Darboux 
(1878). Elle permet de trouver des expressions asymptotiques pour 
les grandes valeurs de n fonctions jf, (z) qui sont définies au moyen 
d'une fonction génératrice F (z, w), d’après la formule 


F(, w)= > fn ()w” (1) 


(cf. les exemples 2, 3 et 4 du n° 70 et aussi le n° 93). 

Supposons que les points singuliers de F (z, w), fonction de w, 
soient connus sur la circonférence du cercle de convergence de la 
série (1) que nous prenons | w | =: 1 pour plus de simplicité. Suppo- 
sons encore que les fonctions 


Fi(z, w) = > fnx (2) w" (2) 


soient connues et que la différence F (z, w) — F, (z, w) converge 
vers une fonction p fois dérivable de £ — arg w lorsqu'on tend vers 
la circonférence |w | — 1. Alors les coefficients f, — fin du déve- 
loppement 


F(z, w)— Fr (z, dj 2 (fn — Înh) eini 


sont les coefficients de Fourier d’une fonction p fois continûment 
dérivable et, par conséquent, d’après une propriété connue des coeffi- 
cients de Fourier (*) on a: 


lim n°? {fn (2) en fn (2)} = (0. (3) 


nm 00 


Ainsi, les fonctions f\x (z) donnent une approximation de fa (z), pour 
les grands n, d'autant meilleure que p est plus grand. 


(*) Cf. Fikhtengoliz, tome III, p. 606 et les suivantes. 
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Comme exemple d’application de la méthode de Darboux, trouvons l’ex- 
pression asymptotique des polynômes de Legendre P, (z) pour les grands n 


1 
ET = +, 4 
VI 20 + uv ‘a 


(cf. l'exemple 2 du n° 70). Pour plus de simplicité, supposons z un nombre 
réel et —1 <z<1; posons z — cost, 0<Lit<n, alors 1 — 220 + uw? — 
= (w — eit) (w — e-it); donc le cercle de convergence de la série de Taylor de 
la fonction (4) est le cercle | w | 1 et les points singuliers sont les points 


w — etit, Trouvons le développement, suivant les puissances de w — e*t, 


de la branche de la fonction à deux déterminations (4) qui satisfait à la con- 
dition 


F(z, w)= 


ue + ne, MAR, 
Vue) 2 Vi-werit, (5) 


où la racine du second membre signifie que l’on considère la branche égale 
à l'unité pour w — 0 (c’est-à-dire représentée par la série du binôme) (*). 
Nous avons: 


1 
1 . | a: 
F2, W)= 7 fu —eit + feit — rit = 
G 0) Let )} 
ani 1 
_ 1 e {a w—eil Re 
V0 eit V2sint eit__erit 
Sani AE 
4 : 2 
€ » (a — eit) 
ee ——— En" — ; (6) 
= an 
V2sihnt Pas (eit—e-itin 
Se me 3 De = ss . A 
où — — RP sont les coefficients du binôme. 
D'une manière analogue 
Lin ci 
4 -i 2 
L € (w —e it) 
EL (2, ©) = PR RIRE EPP 7 
(G %) V2sint 2 M çe-it—eityn (7) 
Fosou: . 
1 kR f SE, Pa £. ati ( a 
F | _ « Ù 4 W—e 4 w—eTt 8 
FER V2sint 2 7 (4 (eit— eut)" Ah (e—it— eit}" 1 9 
V== 


alors, sur la circonférence | w | — 1, la différence F (2, w) — F4 (z, w) est 

une fonction k fois continûment dérivable. En effet, cela est évident pour les 

points w et , et pour w — eît, par exemple, cela découle de ce que le déve- 

loppement de la différence suivant les puissances de (w — et) commence par 
ki 

(w — ét) à (ce que l’on voit à partir des développements (6) et (7)). 


(*) Il découle de la condition adoptée que le dénominateur de l’expres- 
sion (4) est égal à l’unité pour w — 0. 
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Pour déterminer les coefficients du AÉveloprement (8) en série suivant les 


v=T 
puissances de w, remplaçons (w — et) 2 à l’aide de la formule (5). Alors 
le terme général de la série (8) s’écrit sous la forme 


: 
ns = HE D (we) El 
SN 
Ev 1€ (e et —_e- ityv 
1 
3 +7, -5 
- — + TT VCD (1 weit) 2 
Te ET 
(e-it—eit}V } 
ÿ= 4 
développant ({—we**?) 2 en série d’après la formule du binôme 
Te => (— 1)" cyne + ln, 
n=0 


après de simples transformations on trouve le coefficient de uw" dans le déve- 
loppement (8) 


fax ( -V = DES Ti cos {+ a+ £ (v—r_+) :} .o 


qui donne précisément l’expression asymptotique de P, (z) pour les grands n. 
Se limitant au premier terme, nous trouvons L'expression asymptotique que 
nous cherchions 


> 2 1:3...{(@n—1). fa LS 

P, (2) = Sini  24...9n C0 {T-(r15) t} . (10) 
La méthode de construction d’une fonction génératrice d’après 

la formule (1) est loin d’être unique. Pour les fonctions dont l’argu- 

ment ne prend pas de valeurs entières mais varie continûment, on 

applique souvent, par exemple, la méthode des éransformations 


intégrales qui consiste à remplacer la fonction jf (£) par une fonction 
F (p) (fonction génératrice) définie par la formule 


F (p) = \K (4, p) f (#) dé, (11) 


où Æ (t, p}est une fonction donnée (noyau de la transformation inté- 
grale). On applique le plus souvent des transformations qui ont pour 
noyau Æ(t, p) —e?! (transformation de Laplace), K(t, p) — 
= 1-1 (transformation de Mellin) et autres. Le chapitre suivant 
(cf. en particulier n° 88) est consacré à la transformation de Laplace. 

On y montrera que, dans le cas de la transformation de Laplace, 
la fonction f (#) est définie par sa fonction génératrice F (p) par la 
formule 


A +io0 
F(p)e’' dp, (11) 


À—ioo 


F()— 


- 
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où F'(p) est une fonction de la variable complexe p — s + io, 
analytique dans le demi-plan de droite Re p > À > 0; l'intégrale 
est prise le long de la droite verticale IT: Rob À, et f est un 
paramètre positif. Pour terminer ce chapitre, indiquons un procédé 
permettant de trouver l'expression asymptotique de ces intégrales. 

Désignons par L une courbe formée des deux bords de la coupu- 
re suivant le demi-axe négatif des s et d’une petite circonférence au- 
tour du point p —0. Par Hxet LA nous désignons les portions des 
courbes IT et L pour lesquelles on a respectivement |p | << À, 
Re p>— À, et par CR les arcs de circonférence 
|pl=R, Rep<X (fig. 174). Nous supposons 
en outre que 

4) l’on peut choisir une branche uniforme 
de la fonction F (p) dans le plan des p coupé 
suivant le demi-axe négatif; 

2) la branche choisie possède un nombre fini 
de points singuliers et sur les arcs de circonférence 
CR elle tend vers zéro, lorsque À —+ , uniformé- 
ment par rapport à arg p; 

3)l intégrale de F(p)e”! prise le long de L 
tend vers zéro lorsque £ —- oo. 

Dans ces conditions, pour les grands 1 


1@& DRes {(F(p:)e'}, (12) 


où la somme est étendue à tous les points singuliers de F (p) à partie 
réelle non négative. 


En effet, d’après le théorème des résidus, nous avons: 


FIG. 174 


1 
2% | Fo d-Rt, (13) 
HeUCRULs 


où À (#) est la somme de tous les résidus de la fonction F (p) e?! 
(nous supposons À assez grand pour que le contour de la fig. 162 
contienne tous les points singuliers). D'après le lemme de Jordan 
(n° 73), il découle de la condition 2) que, lorsque À —+ co, l’inté- 
grale suivant CR tend vers zéro (cf. la remarque après la démonstra- 
tion de ce lemme) ; donc l'égalité (13), à la limite, prend la forme: 


10=5% | Fe" dp= RS | F(p)e" ap. (19) 
I L 


Mais pour les grands t, les termes de la somme R (ft) relatifs aux points 
singuliers de F (p) à partie réelle négative sont très petits, vu que le 
facteur | e°* | est petit, l'intégrale prise le long de L est, par hypo- 
thèse, également petite. D'où il découle (12). 
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Comme exemple, trouvons l’expression asymptotique de l'intégrale 
À4-i00 pt + Vp2+2ap 


D ee 
eg | à (15) 


où a, v et w sont des constantes positives (on rencontre cette intégrale dans le 
problème de branchement d’une ligne longue sans perditance sur la f.6.m. 
el; son expression asymptotique donne le régime permanent de la ligne (cf. 
n° 87 du chapitre suivant). Ici, les conditions {) et 2) sont satisfaites pour x >> 0 
si par V/p? + 2ap on sous-entend une branche uniforme dans le plan coupé 
suivant le demi-axe négatif des s, qui pour les p positifs prend des valeurs posi- 
tives. Pour démontrer que la condition 3) est satisfaite, posons pt — q, ce qui 
fait correspondre au contour Z le contour Z* de même forme. Nous avons: 


À—Âi00 


x L——— 
PS fra 
q— 5 Va?-taqt 


vas" 

(q—iot) V9? + 2aqt 

L L* 

d'où l’on voit directement que cette intégrale tend vers zéro lorsque £ —+ 0. 

Ainsi, on peut appliquer la méthode que nous venons de décrire et l’expres- 
sion asymptotique de d’intégrale (15) donne le résidu de la fonction à intégrer 
au pôle p — io: 

a iot- _ V?aiw-@? 


TR ————— 0e . 
DL V/2aiw — w? 


(16) 
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CHAPITRE VI 


Le calcul symbolique 
et ses applications 


Au siècle dernier, de nombreux mathématiciens (notamment, en 
Russie, Vachtchenko-Zakhartchenko et Letnikov (*)) se sont occupés 
du calcul symbolique. On trouve, à la base de ce calcul, l'élaboration 
de l’analyse mathématique comme un système d'opérations formel- 


les sur le symbole p — _. (£ est la variable indépendante). Par exem- 
ple, la dérivée n-ième de la fonction x — x (t) est le résultat de l'ap- 


nr 
x 


plication à x du symbole p* — Ca premier membre d’une équa- 


7 dan? 

tion différentielle linéaire à coefficients constants L [x] — apr + 
+ xD +... + a, x le résultat de l’application à x du sym- 
bole L(p) — aop" + ap1+ ... +a,; l'opération d'intégra- 

t 

e EE ; ee 
tion \ x (t) dt est considérée comme l'application du symbole = 

5 t 

4 1 t2 1 in 

de sorte que i = | & == 4, EL D ON DR Qi etc. 


Le calcul symbolique s’est avéré assez commode pour la résolu- 
tion de divers problèmes liés aux équations différentielles linéaires. 
Le mérite de sa vulgarisation au XXE siècle revient dans une grande 
mesure à l’ingénieur-électricien anglais Heaviside qui a utilisé 
avec beaucoup de succès Le calcul symbolique dans les calculs élec- 
trotechniques. 

Pour illustrer la méthode de Heaviside, donnons la solution de 
l'équation différentielle 

z'—zx—îi 


avec la condition initiale x (0) — 0. Remplaçant la dérivation par 
la multiplication par p, nous obtenons, à la place de l'équation diffé- 


| ‘4 : > 1 : 
rentielle, l'équation px — x — 1, d'où x — Er et, après des trans- 


(*) Cf. M. Bawenxo-Barapuenro, «CuMBonuaecKoe ucancrenne M pAIO- 
JKeHHE ero K MHTETPHPOBAHMIO JMHCMHEX HUPPEPEHUHANBHHX YPABHCeHMY, 
Knes, 1862. A. Jemnuroe, «Teopua nmpPepeHNMPOBAHMA © TPOH3BONBHHM YKa- 
saTezem», Mockpa, 1868. 
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formations formelles, nous trouvons: 


roche nt Épi + 
rence (1: ptatetontee) 
P 


Tenant compte de ce qui a été dit plus haut à propos des symboles 


4 1 
ra et FE nous trouvons : 


t d 
AL 


= | (t+i+s +... ++...) d= fetdt—e —1. 
0 


0 


On peut vérifier directement que c’est bien la solution. 

Certes, Heaviside ne s’est pas occupé de justifier les méthodes 
qu'il appliquait et, dans une série de cas, il aboutissait à des résul- 
tats faux. L’argumentation de la méthode symbolique ou comme on 
dit encore opérationnelle n’a été donnée qu'aux années 20 de notre 
siècle par Bromwich et Carson qui rattachaient cette méthode à a 
méthode des transformations intégrales bien connue dans la théorie 
des fonctions d’une variable complexe et utilisée avec succès par 
Cauchy, Laplace (1749-1827) et d’autres mathématiciens. En outre, le 
symbole (l'opérateur) p a reçu une nouvelle interprétation comme 
variable complexe p — s + io et avec lui la méthode opération 
nelle (*) elle-même. 

On demande, par exemple, de déterminer une fonction x (t) 
de la variable réelle #4 à partir d’une équation qui renferme cette 
fonction sous le signe somme et le signe d'intégration. La méthode 
opérationnelle résout ce problème en le ramenant aux étapes suivan- 
tes: 1) on passe de la fonction inconnue x (#) à la fonction X (p) 
de la variable complexe p, « image » de x (t) ; 2) on réalise avec l’ima- 
ge X (p) les opérations qui correspondent aux opérations données 
effectuées avec x (£) (on obtient «une équation opérationnelle » 
par rapport à X (p)). En outre, les opérations avec l’image s'avèrent 
beaucoup plus simples, par exemple: à la dérivation correspond la 
multiplication par la variable p, à l’intégration la division par p, 
etc.; 3) l'équation opérationnelle obtenue se résout par rapport à 
X (p), ce qui d'ordinaire se ramène à de simples opérations algébri- 
ques ; 4) on passe de l’image X (p) ainsi trouvée à l'original x (+) 
qui donne précisément la fonction que l’on cherchait. 

L'application de la méthode opérationnelle peut être comparée 
à l'opération qui consiste à prendre le logarithme quand : 1) on passe 


(*) La méthode opérationnelle a également reçu une autre argumentation 
rigoureuse à l’aide de la théorie générale des opérateurs développée en analyse 
fonctionnelle (cf. par exemple V. Ditkine et P. Kouznétsov [111). Ces derniers 
temps, unc interprétation originale et simple de la méthode opérationnelle a été 
donnée par le mathématicien polonais Jan Mikusinski [12]. 
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du nombre au logarithme ; 2) on réalise sur les logarithmes des opé- 
rations qui correspondent aux opérations effectuées sur les nombres, 
de plus à la multiplication de nombres correspond une opération plus 
simple, l’addition des logarithmes, etc. ; 3) on revient du logarithme 
‘trouvé au nombre, 

On expose dans ce chapitre les éléments fondamentaux de la 
méthode opérationnelle et on illustre ses applications à divers problè- 
mes d’analyse et de physique mathématique. 


$,1. NOTIONS FONDAMENTALES ET MÉTHODES 


79. Transformation de Laplace. Nous appelons original toute 
fonction complexe f(t)de la variable réelle £ satisfaisant aux 
conditions suivantes: 

19. f(£) est continue avec ses dérivées d'ordres suffisamment 
élevés sur l’axe des t, excepté en certains points en lesquels f (t) 
ou ses dérivées ont des discontinuités de première espèce, en outre 
sur chaque intervalle fini de l’axe des # de tels points ne peuvent 
être qu’en nombre fini. 

20, f (ét) = O0 pour tous les { négatifs. 

90, f (6) ne croît pas plus rapidement que la fonction exponentielle, 
c’est-à-dire qu'il existe des constantes M > 0 et s, > 0 telles que 
pour tous les # 


FFC) << Met. (1) 


Le nombre s, est appelé indice de croissance de f (t); pour des origi- 
naux bornés, on peut évidemment prendre (*) so — 

Du point de vue des applications physiques, les conditions 1° 
et 3° ne nécessitent pas d'explications: elles sont évidemment véri- 
fiées pour la plupart des fonctions f (£) qui décrivent des processus 
physiques (£ est interprété comme le temps). À première vue la con- 
dition 2° semble artificielle. Certes, il ne faut pas oublier que la 
méthode opérationnelle est adaptée aux problèmes qui conduisent 
à la résolution des équations différentielles avec des conditions ini- 
tiales données et que le comportement des fonctions à déterminer 
avant l'instant initial, qu'on peut évidemment toujours prendre pour 
t — 0, laisse les physiciens complètement indifférents. Ainsi, la 
condition 2° aussi est physiquement naturelle. | 

L'original le plus simple est la fonction dite échelon unité 


4,1>0, 
n@= {| 0, 4<0. 


(* Si l'on veut avoir des estimations plus précises, il vaut mieux prendre 
alors pour indice de croissance la borne inférieure des nombres s tels que 
| f (&) le-st est bornée lorsque t — 00. 
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IL est clair que la multiplication de la fonction œ (#) par la fonction 
n (£) la fait coïncider avec la fonction zéro pour #{ << 0 et ne la modifie 
pas pour £ >> 0: si la fonction  (é) satisfait aux conditions 1° et 
3° et ne satisfait pas à la condition 2°, alors le produit 


t), t>0, 
OL OL IOES EN 


satisfait à la condition 2°, c'est-à-dire qu'il est un original (par exem- 
ple, n (#) sin wf, n (#) €”, n (#) eh, etc.). Pour simplifier l'écriture, 
nous omettons, en règle générale, le facteur n (f) en convenant, une 
fois pour toutes, que toutes Les fonctions que nous avons à considérer 
sont nulles pour les £ négatifs (par exemple, au lieu de n(t), nous 
écrivons 1 et, au lieu de n (#) sin wf, tout simplement sin of, etc.). 

On appelle sransformée de Laplace de la fonction f (t) la fonction 
de la variable complexe p = s + io définie par la relation 


o0 


F(p)= | fe? à, (2) 


ot. 


où l'intégrale est prise le long du demi-axe positif. La phrase: « la 
fonction f (t) a pour image F (p) » est notée par le symbole (*) 


FO F() où FE) = j(). 


Remarquons que la méthode de Heaviside, comme cela devint 
clair après les travaux de Carson, consiste à passer de la fonction 
f (#) à la fonction 


F*(p)=p | 1@e" de. (3) 
û 


Ainsi, la transformation de Heaviside diffère de celle de Laplace 
par le facteur p. 

La présence du facteur supplémentaire p rapproche la méthode 
de Heaviside d’une autre méthode symbolique appliquée en électro- 
technique, mais apporte néanmoins des complications non justifiées 
dans certains calculs. De plus, la transformation de Laplace se rat- 
tache d’une manière beaucoup plus naturelle à l'intégrale bien connue 
de Fourier largement appliquée en physique mathématique (cf. 
n° 88) (**). En partant de ces considérations, nous examinons 
partout la transformation de Laplace et non celle de Heaviside. 


(*) Les symboles —+, <—, ||, ] et d’autres sont aussi employés. 

(**) Enfin, comme le lecteur le verra dans la suite de l’exposé, les propriétés 
de la transformation de Laplace sont plus symétriques : à chaque propriété des 
originaux correspond une propriété analogue (« duale ») des images — cf. pro- 
priétés III et IV, V et VI, VII et VIII, IX et X. 
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Théorème 1. Pour tout original f (&), l'image F (p) est défi- 
nie dans le demi-plan Re p > 50, où s est l'indice de croissance de 
f (&), et est une fonction analytique dans ce demi-plan. 

En effet, pour Rep — s=> s, l'intégrale (2) converge absolu- 
ment car, d’après inégalité (1), elle est majorée par une intégrale 
convergente 

M "A 
S—S) 


| Î f(e) et! di < | Me-(s-s0t dé — 


Dans tout demi-plan Rep >s>s /l intégrale qui s'obtient de 
l'intégrale (2) par dérivation par rapport à p converge uniformément, 
car elle est majorée par une intégrale convergente qui ne dépend pas 
de p 

M 
(S1— 50)? ” 


| Î f (6) ter! dt < Î Mte-Gi-sot gt = (5) 
0 0 


D'où, d’après le théorème 4 du n° 16 nous concluons que la fonction 
F (p) a une dérivée en tout point du demi-plan Re p > 5. Le théo- 
rème est démontré. 

Remarque 1. En général l'intégrale de Laplace (2) ne 
définit l’image F (p) que dans le demi-plar Re p > s,. Par ailleurs, 
comme nous le verrons plüs bas, dans la plupart de problèmes appli- 
qués, lé domaine de définition de l’image est beaucoup plus large 
que ce demi-plan. C’est pour cette raison que nous allons souvent 
considérer le prolongement analytique de l’image au-delà de la droite 
Re p = s, et nous allons utiliser le fait que les relations entre les 
différentes images, qui, en règle générale, sont établies dans les demi- 
plans de convergence que l’on associe aux intégrales de Laplace, sont 
conservées par ce prolongement (cf. n° 25). 

Remarque 2. Si le point p tend vers l'infini de manière 
que Re p = s croît indéfiniment, alors la fonction F (p) tend vers zéro: 

lim F(p) = 0. (6) 
S—> +00 
Ceci résulte directement de l'inégalité (4). 
Il en découle que F (p) — 0, lorsque p —+ «, en restant dans tout 


angle — + Ô <'arg p <+ — 6, où 8 => 0 est aussi petit que l’on 


veut ; de Sie cette convergence est uniforme par rapport à arg p. 
Si, en particulier, # (p) est analytique au point à l'infini, alors 
F (p) — 0, lorsque p —+ © suivant un chemin arbitraire; donc F (p) 
doit simplement avoir un zéro à l'infini. 

Nous étudierons plus loin les propriétés de la transformation de 
Laplace. Arrêtons-nous maintenant sur l'établissement de la formule 
qui donne l'original d’après son image (quatrième étape de la mé- 
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thode opérationnelle, cf. page 496). Donnons d’abord une démonstra- 
tion non rigoureuse mais constructive de cette formule, puis une 
démonstration rigoureuse. 
Considérons l'intégrale 
a—+ioo 
4 
1O=3r | 


a—ioo 


ePt 


prise le long de la droite Re p = a => 0 parcourue de bas en haut. 
Désignons par Cr et CR les parties de la circonférence | p | = À 
qui se trouvent respectivement à gauche 
et à droite de la droite Re p — a et par 
a — ib et a —- ib les extrémités de CR et 
CR (fig. 175). 


Soit >> 0; vu que _ 0, lorsque 


R— , uniformément par rapport à arg p, | 
d'après le lemme de Jordan (formule 
(4) du n° 73) nous avons: 


R FIG. 175 


Donc, d’après le théorème de Cauchy sur les résidus, en vertu duquel 


ept ept _ : ept _ : 
Î — àdp + Î  dp = 2ni Res © = 2ni, 


a—ib CR 


nous avons à la limite, lorsque R oo, 


a+ib 
: 1 t 
HOTTE | dp=1 (> 0). 


a-ib 


Si t<<0, alors d’après le même lemme de Jordan (formule (5) 
du n° 73), nous avons: 
lim | dp=—0, 
Ro A P 
CR 
et d’après le théorème de Cauchy 
a+ib ss ” 
€: € 
| TT [+-ép=0, 
a—ib CR 
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d'où à la limite, lorsque À — oo, nous trouvons: 
a+ib 


FO = lin 7 a JT p=0 ({<0). 


Ainsi, l'intégrale (7) As l'échelon unité. 

Il est clair que si dans (7) on change # en £—7T, où T est un 
nombre fixe, nous obtenons alors 
la fonction 


a+is 
1 eP(t 7) 
mn dE 
aæ—1% 
0, 4<7, 
L { + (8) 
, ZT. 


Portant dans (8) T7, puis T— 
FIG. 176 => T, et retranchant la deuxiè- 
me intégrale de la première, 

nous obtenons la représentation de la fonction en escalier 


| a+ico e-paper 0, <<, 
_e | DE pd 4, u<t<v, 
a—io 0, ÉD T2. 


Exactement de la même façon, on peut représenter par l'intégrale 
la fonction en escalier dont le graphique est donné sur la fig. 176 


a+-i00 n-i 


PT 
1 Re k+1 
a—ioo 
a+ioo 
t T 
= je a {5 Hu eP#A'm} dp, (9 
a—io 
où 
—DAT 
; 1—e É (ATz)? (AT)? 
7 731 P + 3] p°— 
(At, = TH — tx). maintenant on fait croître le nombre n 


de manière que max tend vers zéro, alors A’T, est une quantité 
infiniment petite équivalente à AT; et la somme qui se trouve entre 
accolades dans la formule (9) et qui diffère peu de la somme intégra- 
le, à la limite donne l'intégrale. Il est naturel de S’attendre que 
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nous obtenons à la limite la représentation intégrale de la fonction 
f (#) sur l'intervalle (0, +) 


1O= . er! { f fer a} dp. 
a&—ioo 0 


Faisant tendre t vers œ et désignant par 
F(p)= | (0 e-r dr (10) 
0 


la transformée de Laplace de la fonction j ({), nous obtenons à la li- 
mite l'expression que nous cherchions de l'original en fonction de son 
image 
a+-i00 

| ePtF (p) dp. (11) 


&—ioo 


f(=>z : 


La formule (11) «inverse» la formule (10), c'est-à-dire qu’elle exprime 
la fonction f (é) par son image F (p). Exactement de la même manière 
on peut considérer que (10) inverse (11); c’est précisément pour cette 
raison que les formules (40) et (11) sont appelées formules d'inversion 
(de Laplace). 

Donnons maintenant É résultat précis. 

Théorème 2. Si une jonction jf (t) est un original, c'est-à-dire 
si elle satisfait aux conditions 1°, 20, 30, et si F (p) est son image, 
alors en tout point de continuité la fonction j (t) est égale à 


a-}+io0 


1O=3% | Fo). (11) 


&— 00 


où l'intégrale est prise le long de toute droite Re p = a > 8 et comprise 
au sens de la valeur principale (*). 
En effet, considérons l'intégrale 
. a-+ib à a+ib co 
hO= | PF (p)dp= Î ent {| f(r)e-r dr} dp 
—ib a-—ib Ô 


(cf. formule (10)). Etant donné que dans le demi-plan Re p > a 


Co 


l'intégrale | f(rje-?t dr converge uniformément par rapport 
à p (cf. la démonstration du théorème 1), on peut donc intervertir 


(*) C'est-à-dire comme la limite de l'intégrale prise sur le segment 
(a — ib, a+ ib) lorsque b —+ oo. 
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l’ordre d'intégration (*)}, ce qui nous donne: 


oo a+ib CS 
1 4 in b (t— 
LOS [rad | atodees À fear 
int b 
= et [5 +pe-estre SRÈ de. 
21 


Vu que f({+E)—0 pour t+EË<0 (comparer à la condition 20 
des originaux), nous avons: 


Le) 


fe OT Fe il f(+HE) es D dE. 


— 00 


Décomposant cette intégrale en deux intégrales correspondant 
respectivement aux segments (— co, 0), (0, co) et faisant dans la 
deuxième le changement de variable Ë= —£, nous obtenons: 


fo (= € j [A (HE) e-atD + 


+ D e-st-b] UE à, 


Tenant compte de la valeur de l'intégrale d'Euler (cf. l'exemple 
2 du n° 73), nous avons: 


co RE : : ” 
fn Ÿ ED HO DS 


ù X sin bE dE + j (6). (12) 


D'après la condition 1° des originaux, la fonction 
t ff t)— f (4 —E) 
g (Ë) = Er, ft) __ ft) _ Ë)e 


dans tout segment fini peut avoir au plus un nombre fini de points 
de discontinuité qui sont les discontinuités de première espèce. 
Alors pour chaque B fixe 


B 
lim | g (Ë) sin bE dé — 0. 
bo 


En partant de ce fait et en tenant compte de la condition 3° 
des originaux et de la convergence de l'intégrale d'Euler, on ob- 
tient de la formule (12) le résultat énoncé. 


(*) Cela découle directement d'un théorème connu d'analyse, cf. par exem- 
ple, Fikhtengoltz, t. II, page 733. 
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IL découle immédiatement du théorème que nous venons de 
démontrer le théorème suivant: 

Théorème 3. L'original f(f) est complètement défini par 
son image F (p) aux valeurs aux points de discontinuité de jf (t) près. 

En effet, d'après ce qui a été démontré, la valeur de l'original 
en un point de continuité s'exprime par l’image F (p) à l’aide de la 
formule (11). Les valeurs de l'original aux points de discontinuité 
n'influent évidemment pas sur l’image. 

Donnons encore des conditions suffisantes pour qu’une fonction 
donnée de la variable complexe F (p) soit l’image d’un certain ori- 
ginal. 

Théorème 4. Si une fonction F (p) est analytique dans le 
demi-plan Re p >> 50, tend vers zéro, lorsque | p | — oo dans tout 
demi-plan Re p >a>>so, uniformément par rapport à arg p et si 
l'intégrale 


a—+ico 
| F(p)dp 
converge absolument, alors F'(p) est l'image de la fonction 
1 a-+-i00 
Om | e"F(p)dp. (11) 


En effet, fixons un nombre p,, Rep, > a, alors il vient de (11) 


Î eo ÿ (+) di = Î e7Pot [T ePtF(p) dp} dt. (13) 
0 0 a—io 


Puisque dans l'intégrale entre accolades p—a+ic, dp=ido, 
on peut donc sortir le facteur e*t de sous le signe d'intégration et 
on a pour l'intégrale restante 


| j: eistF (p) dp < ï |F (a + io)|do. 


On voit donc que cette intégrale converge uniformément par rapport 
à et, par conséquent, on peut intervertir l’ordre d'intégration dans 
la formule (13). Nous avons: 
co n a—-ioo oo n a+ioo F( ) 

- Pot si @-Pot y 1 À FF) 
Î e"Polf() dt= | F(p) dp fe dt r | dr, 
0 oo 


a—ioo [Ù a—i 


(14). 


car, du fait que Re(p—p;)<<0 et 40, l'intégrale À er rot as 
0 
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1 
converge et est égale à —-. Puis, en vertu des conditions du 


théorème, sur l’arc de circonférence Cr:|p|l=2R, Rep>a, nous 
avons max | F(p) |=ar-—>0, lorsque À — co, donc 


F (bp) \< ar 
| | P—Po ie —| Po | me 
CR 


et cette intégrale tend vers zéro lorsque À — co. Il en découle que, 
dans (14), la droite d'intégration peut être remplacée par le contour 
fermé CA formé de CR et du segment (a + ib, a — ib) parcouru de 
haut en bas (*) 


Æ (p) 
P— Po ap 


T - 1 
| eo; (9 dt= Zi | 
0 


(nous nous libérons du signe moins la formule (14) en changeant 
le sens de parcours sur la droite). Mais à l’intérieur du contour Cr, 
la fonction analytique EU n’a qu'un seul point singulier p = Po, 
un pôle du premier dde de résidu F (po); donc 

[e-#0'$ (D) dt F (po), 

0 
ce qu'il fallait démontrer. 

Remarquons maintenant que pour t << 0, d’après le lemme de 

Jordan, 


lim Î e'F(p) dp= 0. 


Ro , 


R 
Done, la droite d'intégration dans la formule (11) peut être remplacée 
par ce même contour CR. ie trouvons pour { < 0 
f(G)=-— | etF(p)dp=0, 
"Er 


puisque la fonction à intégrer est analytique dans Cr, donc la con- 
dition 2° pour l'original est satisfaite. Il vient de (11) 


1 n : 
FOIS Î |F (a+ io)| do = Mes 
la condition 3° est donc aussi satisfaite. Nous ne vérifions pas la con- 


dition 1°. 


(*) Pour les À assez grands le point p, se trouve à l’intérieur de tr. 
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80. Propriétés de la transformation de Laplace. Nous énonçons 
ici un certain nombre de propositions simples qui constituent l’appa- 
reil de la méthode opérationnelle. Notons d’abord deux exemples 
simples de transformation de Laplace (*) 

+ Ê {1 
1——, enit— ; 1 
5 P us P— Po ( ) 
que l’on obtient directement de la définition (formule (2) du n° 79). 

Dans tout ce qui va suivre nous désignons par f (t), g(t), ... 

les originaux et par F (p), G(p), ... leurs images: 


Leo] Le] 


F(= |foe"a, G(p= [sed 
0 û 
Les propriétés des intégrales entraînent immédiatement : 
I. Linéarité. Pour toute constante (complexe) « et B 
af (#) + Be G) ar (p) + BG (p). (2) 
En partant de cette propriété, on peut, par exemple, à l’aide des 
formules (1), obtenir la relation 


eut __,-iot 1 ( { . { ) o (3) 


NP pro) + 


D'une façon analogue 


sin @f — 


. . __ © Gap 
cos Qi — sh of — = e ch ot — es Pr (4) 


= P = 

p?+@? ? 

Il. Théorème d'homothétie. Pour toute constante a >0 
+. 4 

JE +F(+). (5) 


En effet, posant œt— T7, nous avons: 


1) = repera + [jme der Cale 
ù k 


III. Dérivation de l'original. Si f'(t) ou plus généra- 
lement f (£) est un original, alors 


f (= PF(p)—f(0) (6) 
ou encore 
F0 (= p°F(p)—p"-1f(0)—pr-2f (0) — ...—jf%-9 (0), (7) 
où f(#) (0) est la valeur limite à droite pa FR) (2). 
+ 


(*) Ici, d’après notre convention, 1 et ePot désignent respectivement 
n (t) et ePotn (#. 
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En effet, passant aux images et intégrant par parties, nous 
obtenons : 
ro |roe'a-toer"t+p | roe" a. 
0 


0 


Etant donné que Re p = s > s nous avons |f (#) e-Pt | & Mets-—sot 
et en faisant £ — © le premier terme devient nul, de même en faisant 
t = 0 il vient —f (0) (*); le deuxième terme est égal à pF (p) et la 
formule (6) est démontrée. Appliquant deux fois de suite la formule 
(6), nous avons: 


FE = FO = p [pr (p) — f (0)1 — j (0) — 
= p°F (p) — pf (0) — j' (0), 
etc. 
En particulier, si f (0) — O0, alors 


F& = pr (p), (8) 


et la dérivation de l'original se ramène à la multiplication de l’image 
par p (comparer avec l'introduction de ce chapitre). 

La propriété duale (**) de la propriété III est la suivante: 

IV. Dérivation de l’image. La dérivation de l’image 
se ramène à la multiplication de l'original par — t, ou, en général, 


FO) = (1) 7 (0). (9) 


En effet, étant donné que F(p) est une fonction analytique 
dans le demi-plan Re p>>s,, on peut la dériver (***) par rapport 
à p et nous avons: 


F'=— (yet, Fr | rjDe"a,…. 
Ù 0 


oo 


…., EM (p)=(—1)" je (je?! dt, (10) 
( 
ce qui est équivalent à la formule (9). 
Comme exemple d'application de la propriété IV, notons qu'il 
découle des relations (1): 
+. nl! 


. ! 
Lt — t'epot — AL 


pn+i > c (P — po)"+1 ? 


(11) 


(*) Si f (t) est discontinue pour # = 0, f (0) est alors la valeur limite 
à droite. 
(**) Cf. le renvoi de la page 497. 
(***) La possibilité de dériver sous le signe somme découle de ce que toutes 
les intégrales (10) convergent uniformément par rapport à p dans tout demi- 
plan Rep >a>>s ; on peut aussi utiliser le théorème de Weierstrass (n° 16). 


$ 1. NOTIONS FONDAMENTALES ET MÉTHODES 507 


et des formules (3) et (4): 
2pw p?—w2 
Ho: FENTE 
V. Intégration de l'original. L'intégration de 
l'original se ramène à la division de l’image par p 
t 


HO 
0 


tsinot—= É cos wt —= 


(12) 


(13) 


(comparer avec l'introduction de ce chapitre). 
t 


Il est d’abord facile de vérifier que les fonctions g (£) = fs (t) dt 


0 
et f (t) sont des originaux, c'est-à-dire qu'elles vérifient les conditions 
4°, 20, 39 du n° 79. Alors, d’après la formule (8) (on peut l'appliquer, 
car g (0) — 0), nous avons: 


f() = g°() = pG (p). 
Ainsi, pour l’image de j (t) nous avons F (p) = pG (p), d'où 


F 


ce qu'il fallait démontrer. 
La propriété duale de la propriété V est la suivante: 


VI Intégration de l'image. Si l'intégrale( F (p) dp 
P 


converge, elle est alors l’image de la fonction 30 ; 


ee | F(p)dp (14) 


(L'intégration de l'image est équivalente à la division de l'original par t). 
En effet, nous avons: 


Î F(r)dp = {ap {rc Vu 
? P 0 


En supposant que le chemin d'intégration (p, oc) est entièrement 
intérieur au demi-plan Rep>a>>s, nous obtenons pour la derniè- 
re intégrale l'estimation 


| PT evd|<M Êe-te-st as, 
0 ù 
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d’où il découle facilement sa convergence uniforme par rapport à p. 
Donc, nous pouvons intervertir l’ordre d'intégration : 


| F{)ap— (rod Fentap= [10 ea. 
D 0 p 0 


L'égalité obtenue est équivalente à la formule (14) (*). 


lé) 


H 44 

JA 

ZA 

Ai | 4 


O T ZT ŸT 4T 


ft) flé-t) 


FIG. 177 FIG. 178 


Exemple 1. Nous avons (cf. ({)): 
{ Â 1 


bt__ eat — 
e eat = p—b p—a 


? 


ct d’après la propriété VI nous avons: 


ebt eat ë À { p—a 
Er | ( p—b Jen. (9) 


Exemple 2. De la formule (3), appliquant la propriété VI, nous trou- 
vons : 


t  J1+p? 73 —arcig p—arcctg p. 
P 


sint : | dp T 


En appliquant la propriété V, nous trouvons l’image du sinus intégral 


sint . arcct 
dt — abat #4 : 


t DEEE (16) 


SE 
I 
En 


VIL Théorème de retardement. Pour tout t posi- 
tif 
FETE (p) (17) 
(l'original retardé de + (fig. 177) est équivalent à l’image multipliée 
par e”P‘), 


FE 


: ePtqt découle 


(*) Remarquons que la convergence de l'intégrale { 
û 


de notre raisonnement. 
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Vu quef(t — t) = 0 pour é<CT, faisant le changement de 
variables é — + — {;, nous avons: 


jus) = | fe-nertd= | (perte du enr (p), 
T r] 


ce qu'il-fallait démontrer. 
En particulier, il est commode d’appliquer ce théorème lorsqu'on 
veut calculer l’image d’une fonction qui est donnée par différentes 
expressions analytiques dans différentes parties de son domaine de 
définition. 
Exemple 1. Trouvons l’image d'une 
fonction en escalier dont le graphique est 


donné sur la fig. 178. Il est clair que nous 
avons 


FO=An(t)+nt—t)+n(t—21)+...}; 


donc d'après le théorème de retardement 


: 1 1 
SAR 


1 
He nt. FIG. 179 


Nous avons dans le second membre une progression géométrique convergente, 
car [e PT|—e-T<1, donc 


SA À 4 
LORS = (iten ie). (18) 


Exemple 2. La fonction «impulsions périodiques rectangulaires » g (t), 
dont le graphique est donné sur la fig. 179, peut être écrite sous la forme: 


8 = AfnG)—2n(t—-t)+2n(t—2t) —...}; 


donc d'après le théorème de retardement 


À 2 2 
ET 
OA er te 
À es Pt A PT 
=) eo 


La fonction «impulsions périodiques triangulaires » k(t), de graphique donné 
t 


en pointillé sur la fig. 179, est égale à | g{t) dt; donc d’après la propriété V 
û 


. À PT 
RO Tr th (20) 
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Le théorème dual du théorème de retardement est : 
VII. Théorème de translation. Pour tout Po 


complexe 
ePoif (4) = F (p— po) (21) 


5 


(la « translation » de l’image de p, est équivalente à la multiplication 
de l'original par ePoi), 
Nous avons: 


rotf(e) = À f()e-@-r0t dt = F (p— po), 
0 


ce qu'il fallait démontrer. 

Le théorème permet, connaissant les images des fonctions, de 
trouver Les images de ces mêmes fonctions multipliées par l’exponen- 
tielle, par exemple: 


pale 
(p+)2+ oi 
ain 0 n| 
eau = TD * (22) 
81. Théorèmes de multiplication. Une place particulière revient 
dans ia méthode opérationnelle aux propositions exprimant un lieu 
entre les originaux et les images du produit de fonctions. 
IX. Théorème de multiplication (E. Borel) 
Le produit de deux images F (p) et G (p) est aussi une image, de plus 


et sin ©t — et cos ot = 


sui 
TENNLENTÉ 


t 
F(p)G(p) Æ \ f(0 87) dr. (1) 
0 


En effet, l'intégrale du second membre de la formule (1) est un 
original: les propriétés 1° et 2° sont évidentes et, pour démontrer 
la propriété 3, remarquons que si l’on prend le nombre s, égal au 
plus grand des indices de croissance des fonctions f (#) et g (t), alors 

t t 
| [ f(T)g(t—7) &|< M| | estesott-t) dr | Mtesot. 
ol ü 
Il en découle que l'intégrale (1) n’est pas supérieure à une constante 
multipliée par el%+e)t, où e est un nombre positif aussi petit que 
l'on veut. 
Considérons maintenant l’image de l'intégrale (1): 


î co 


fioet-n&s=f 
0 


Ô 


t 
el dt Î f(x) g(t—7) dx. 
0 
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On a dans le second membre une intégrale répétée étendue au secteur 
S du plan des (4, v) (fig. 180), car, pour t fixe, l'intégration par rap- 
port à 7 se fait entre zéro et T& — {, puis £ varie de zéro à l'infini. 
Puisque, pour Re p > s, cette intégrale répétée 
converge absolument, on peut intervertir l’ordre 
d'intégration (*) et nous avons (remplaçant encore 
é par 4 = é — +): 

t 


lioec-nas (na ere(0 a 
0 0 T 


= | fr) e77 dx | g(te-Phdt; =F(p)G(p), FIG. 180 
0 Ô 


ce qu'il fallait démontrer. 

L'intégrale qui se trouve dans le second membre de la formule (1) 
est appelée convolution des fonctions f (#) et g (t) et on la désigne par 
le symbole: 


t 
fre | jmet-n&. 2) 
0 


Le théorème IX dit que la multiplication‘des images est équivalente 
à la convolution des originaux : 


f+8=F{(p)G (p) (*#). (3) 


Pour les applications nous avons un corollaire utile du théorème 
de multiplication pour le cas où: on cherche l'original du produit 
pF (p) G (p). 

Utilisant la règle de dérivation de l'original (formule (6) du 
n° 80) et le théorème de multiplication que nous venons de 
démontrer, nous oblenons l'intégrale de Duhamel: 


pF(p)G(p)=1(0)G(p)+{pF(p)—f(0)} 6 (p) 


(0e (+ | (et-0 dr. (© 


0 


(*) Cf., par exemple, Fikhtengoliz, t. III, p. 270. 
{**) Notons la propriété de commutativité de la convolution 
fxg=g*h 


qui se démontre facilement en remplaçant dans la définition de la convolution 
la variable tpar = # — + ; elle découle aussi de ce que le premier membre de 
(3) est conservé lorsqu'on a interverti les rôles de F (p) et G (p). 
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La propriété de commutativité de la convolution permet d'écrire 
cette intégrale sous la forme 


t 
PF(P)G (D (0) + | ef UD dr, (5) 
0 


et le changement de rôle des fonctions F(p) et G(p) conduit aux 
formules 
t 
PAOIOETONHOES ACHETE 
0 
t 


=e0)A0+ | fe t-Dar. [(6) 


0 


Des exemples d'application de l'intégrale de Duhamel sont donnés 
plus loin (cf. n° 84 et suivants). 

Donnons un théorème dual du théorème de multiplication. 

X. Théorème. Soient donnés deux originaux f (t) et g (ft) 
d'indices de croissance s1 et s:. Leur produit est aussi un original, de 
plus 

a a+-i00 
1OeO3x | F@G(p—0) da, () 


a—ico 


où a>s et Re p>s+a. 
En effet, le produit f(#)g(t) satisfait évidemment aux condi- 
tions 1°-3° des originaux. Son image est 


OO f fOeber! dt. 
0 


Prenons a >>5s, et remplaçons f({t) selon la formule d’inversion : 


œo ai 
. 


1Oe0= 5 { | F()etdg} ge" at 
0 œ 


a—i 


= a | {F (a) Lete-e-otar} dq 
g 0 


(l’inversion de l’ordre d'intégration est légitime en vertu de la con- 
vergence absolue). Si, de plus, on suppose que Re p > s2 + a, on 
a alors Re (p — q) > s, car Re g — a, et l'intégrale entre accolades 
peut être remplacée par G (p — g). Le théorème est démontré. 
Remarquons encore qu’étant donné que a peut être pris aussi 
voisin que l’on veut de s1, l’image de la fonction f (4) g (t) est défi- 
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nie dans le demi-plan Re p > s, où s — s1 + s, est l'indice de crois- 
sance de cette fonction. Le théorème ci-dessous, démontré en 1935 
par le mathématicien soviétique À. Efros, est utile dans les applica- 
tions. 

XI. Théorème de multiplication géné- 
ralisé. Soient données l'image F (p) — j (t) et les fonctions ana- 
lytiques G (p) et q (p) telles que 


G(p)e AP =g(t; +), (8) 
alors (*) 
FIGE | (Det: dr. (9) 
0 


En effet, l’image du second membre de la relation (9) est: 
ie: rt) dr = | ge?! dt | et; Da 
0 Ù 


0 
= [rod (et; t)e Pt dt 
0 0 


(nous supposons que l’on peut intervertir l’ordre d'intégration). 
Mais la dernière intégrale est l’image de g(t; t); donc, d’après 
la formule (8), on peut écrire 


Le] 


Jimet: D () 


0 


f(r)e-ax di = G(p) F [q (p)l, 


St 8 


ce qu'il fallait démontrer. 

Remarque. Si, en particulier, on prend q(p) = p, alors 
gt; T)—e-"tG(p) et, d’après le théorème de retardement, 
g(t;Tt) = g(t — +). Donc, la formule (9) prend la forme 


oo t 
FC | Det | (eo dr 
0 0 


{pour t > #, en verlu de la propriété 20 des originaux, on à g (4 — 
— t) = 0) et coïncide avec la formule (1). Ainsi, le théorème d’Efros 
est réellement une généralisation du théorème de multiplication. 


(*) Nous n’énonçons pas les conditions du théorème ; il doit découler de 
ces conditions que les fonctions considérées sont des images et que l’on peut 
intervertir l’ordre d'intégration (cf. la démonstration). 


33—0149 ! 
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Donnons plusieurs exemples d’application du théorème d’'Efros. 
Exemple 1. Soient G (p) — sie et g @)=V?. Déterminons la fonc- 
tion g(t; +) d’après la formule diner 
a+ico 
j e-TVP+pt . . 


CA CE er 


a—ic 


Considérons le contour fermé formé du segment (a — ib, a + ib), des ares Ca 
et CR de la circonférence | p | — R, des deux bords I et II de la coupure et de 
la circonférence c, : | p | — r (fig. 181). À l’intérieur de ce contour la fonction 
à intégrer est analytique et uniforme (pour fixer 
les idées supposons —n< arg p<n). Donc, 
d’après le théorème de Cauchy, l'intégrale prise 
le long du segment (a — ib, a + ib) peut être 
remplacée par l'intégrale prise le long de la partie 
restante ee contour (le sens d'intégration est 
indiqué par des flèches sur la fig. 181). Puisque 


r=0, sur les arcs CR et CR la fonction — € * VP_0 
P? 
lorsque AR — oc. Donc, d'après le lemme de 


so 47 1 4 Vo 
Jordan, pour # > 0, l'intégrale de —= e ” VpHpi 


à 2 P 
prise le long de CR et CR tend vers zéro, lorsque 
R — oc, et on peut écrire: 


4 L d 
FIG. 181 gt; t) = AS TREE- 5 ERNE 
Rœ I P Cr IH 


Sur le bord I, nous avons pæze , Vp=—i Vx, sur le bord II p—xeif, 


Vr=iVz; donc 


T R 
f=feves te, [= fev de : 
iVz I T 


t iVz 


L'intégrale prise le long de c- tend évidemment vers zéro lorsque r — 0, 


car | 


< 7 2rr. Ainsi 


Cr 
co ae 2 Es 1 T2 
1 = ë —tu2 SRE, 
g(t; De + fetes Va = | cos Tu du = ——— € 
( TL J Vz TT ù Vi 


(nous avons posé r—u? et nous nous sommes servis de la valeur connue de 
l'intégrale de Poisson — cf. exemple 4) du n° 73), c'est-à-dire (*) 

T2 

ss EVR docs 


| = e #, (10) 


Vr : 
{(*) Pour t < 0 l'intégrale prise le long de l’are CR,. désigné en pointillé 
sur la fig. 1481, tend vers zéro; par un raisonnement analogue on montre que 


gt; 7)=0 pour t < 0. 
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Supposons maintenant que l’on connaisse l'original de la fonction F (p) — 
— f(t). Tenant compte de la relation (10), nous pouvons trouver l'original de 


F(Vr) directement par le théorème d’Efros: 
P ‘ 
LS LI 2 
F(Vr) . 1 + 
———— = — \ fée a. (11) 
V? Va 


an 


€ 
Par exemple, en posant } (p) — (& > 0), nous trouvons ä l’aide du théo- 


rème de retardement f(t}—m(t—) et la formule (11) donne 


a VF Fate 
er EPP. 4 je Wa 2 


P * Vnt 


(e4 


a 
| 
Reg 
œ 
l 
à 
L°2 
sen 
à 


2Vt 


nous avons tenu compte de ce que n{t—a)—0 pour tT< & et nous avons 


T ; 
posé 2 V4 2) + Tenant compte des notations 
2 x 
Re | e dx, Â1—erfr=erfc x (12) 
0 


et de ce que erf co —1 (cf. n° 70), nous pouvons écrire la dernière formule 
sous la forme 
-aVr , 


RE. oi (7) = certe CG): (13) 


Exemple 2. Posons G =+ et q (p) — - . On détermine la fonc- 


€ 


422 
tion g(t; dard P 


à l’aide du théorème d’homothétie à partir de la. 


formule Re PE Jo (2 V?), que l’on établira ci-dessous (n° 82) (*) 
gt; D=Jo(2 Vi). 


Le théorème d’Efros donne : 


co 0 


“- F (5) : Ï F0 Jo BV) dr. 44 


En particulier, prenant f (t)= cost, nous trouvons F (p) — ee (cf. lafor- 


1 
mule (4) du n° 80), F (=) TRE et la formule (14) prend la forme: 


1 


| | Jo(2 V1) cost dt —_ ir (15) 
0 


(*) Cf. la formule (4) du n° 82; J4 est la fonction de Bessel d'ordre zéro 
(cf. n° 70 ainsi que le chapitre suivant). 


33* 
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Tenant compte de la formule (3) du n° 80, nous obtenons la relation suivante 
qui contient la fonction de Bessel J, : 


œ 


1% (2 V/tr) cos t dr = sin t. (16) 
8 


82. Théorèmes de développement. Nous démontrons ici plusieurs 
théorèmes se rapportant au développement des originaux et images 
en séries. Dans le premier théorème, nous supposons que l’image F (p) 
est analytique au point à l'infini (et d’après la remarque du n° 79, 
F (co) — 0) et nous démontrons que, dans ce cas, l'original peut être 
trouvé en prenant la somme formelle des originaux des termes du 
développement de la fonction F (p) en série de Laurent au voisinage 
du point à l’infini. Tenant compte des formules (11) du n° 80 pour les 
originaux des puissances négatives de p, nous pouvons énoncer ce 
théorème sous la forme suivante: 

XII Premier théorème de développement. 
Si F (p) est régulière au point à l'infini et admet, dans le voisinage de 
ce point, le développement en série . Laurent 


F(p)— > 7 (1) 
alors la fonction . 


1O=2 a 5" (2) 
k=1 


(multipliée par n (t)) est l'original de F (p). De plus f (£) est une fonc- 
tion entière, 

Pour démontrer ce théorème posons p =+et F (2) = ® (q)- 
La fonction ® (g) — Ÿ c,g* est analytique dans le cercle [g9|< R 
par conséquent, les inégalités de Cauchy (n° 17) donnent 

lc | << MRÈ. 
De ces inégalités, pour tout { (complexe), nous obtenons: 


OI< Sal <MR AUDE L y ren 


k=—1 


Il en découle, premièrement, que la série (2) converge pour tous 
les £ complexes, c'est-à-dire qu’elle est une fonction entière, et, 
deuxièmement, que |f (€) | << CeRt pour tous les # positifs. Ainsi, la 
fonction n (#) f (é) est réellement un original. Vu la convergence uni- 
forme de la série (2) dans tout le plan nous pouvons la multiplier 


$ 1. NOTIONS FONDAMENTALES ET MÉTHODES 517 


par e Pt et l'intégrer par rapport à £ de 0 à . Utilisant les formules 
(11) du n° 80, nous trouvons précisément le développement (1) que 
nous cherchions. Le théorème est démontré. 

Remarque. On peut aussi démontrer la proposition inverse 3 
si l'original est de la forme n (é) f (£), où f (#) est une fonction entiè- 
re qui vérifie l'inégalité | (6) | << Meñlil (c'est-à-dire que f (t) 
est d’ordre fini), alors son image F (p) est régulière au point à l'infini. 

Exemple. Considérons le développement 


Es Er 1 
F(p)— en € pntkHi * 


Puisque F(p) est régulière au point à l'infini et que ce point est un ZÉTOs 
d’après le théorème XII on peut passer formellement aux originaux 


4 Res (—1) im 
ed le t+pi 0. 


La série du second membre rappelle le développement de la fonction cylin- 
drique J, (cf. la formule (13) du n° 70); pour la ramener à cette fonction, 


2 
posons i — (5) ; alors 


102 (7) > mnt (2) = (Jr 0-28 2 6 Va, 


Ainsi, nous avons: 
1 


n 

AL por 1 

REC VDE e P, (3) 
et, en particulier, pour r—0 


1 
HEVOSTe ? (4) 


Donnons aussi certaines conséquences des formules obtenues. De la rela- 
tion (3), d’après le théorème d’inversion, nous obtenons: 


a+ioo : 
P 
FE J, CHE ( FA ° dp. 
a— io 
Posant ici 2/#— x et (pour + fixe) p — £ p1 et tenant compte de ce que, 
par le dernier changement de variable, la droite d'intégration ne subit 
+ : 2 
u’une translation dans le demi-plan de droite (puisque — => 0), nous obtenons : 
q T 
dy-tioo + 
ide e? + (i- D) dp; & 
de 2ni ) ie 


ai—ioo 
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{comparer avec la formule analogue du n°70). Posons maintenant p — 
+ (m2) ‘le demi-plan de droite Re p, = 0 se transforme alors dans le 
1 

plan des p coupé suivant les demi-droites (—ioo, —i), (i, io). Pour tirer au 
clair le caractère de l’image Z de la droite d'intégration posons pi — reiŸ, 
P—s+ i6; alors 
= (r—2) cos = (r+- sin 

7 2 r Las IN dr | - 
Sur la droite d'intégration Re p1—a nous avons 
rcos @—a1; donc les équations paramétriques de la 
courbe ;Z sont : 


_1 cos2p\. 1 sin 2p 
(ue); ces (autre). 


A a 
gs 
se trouve dans la bande limitée par les droites s — 


<p< . . On voit de ces équations que L 


_ =a =— (u—2) ets — a"—— ai et a l’asymp- 


FIG. 182 


tote verticale s — a” lorsque + +5 ° 


hi 42 : : : ÉLARNEL £ 
La deuxième équation montre que, pour variant de — FT à 5 O varie 


de —oo à co, de plus d’une manière monotone pour les a, suffisamment grands 
{ce qu’on peut supposer sans restreindre la généralité). Ainsi, la courbe L a la 
forme qu’on lui a donnée sur la fig. 182. 


Après avoir posé p == Zn), pa = p + Vp?+ 1, la relation (5) 
1 


devient 
dp 


1 
In (D = PE —_——————— — —— 
de x |* VAR HI (P+Vr+1) 


(ibn écrivons de nouveau + au lieu de +). Puisque la fonction à intégrer n’a 
es singularités qu’aux points +i (points de branchement) et que la courbe ZL 
a la forme indiquée sur la fig. 182, nous pouvons, sans changer la valeur de 
l'intégrale, remplacer L par la droite Re p — a” > 0. Recourant à la formule 
d’inversion, nous en déduisons l’image de la fonction cylindrique 


FT V4 Vr+1) VrFI 


En particulier, pour la fonction cylindrique d’ordre zéro, nous avons: 


(6) 


Jo = (8) 


1 
VTT 

Pour une classe importante d'images F (p), on peut facilement 
obtenir le développement des originaux en série dont les termes 
correspondent aux points singuliers des images. On a notamment le 
théorème suivant : | 

XIII Second théorème de développement. 
Soit F (p) une fonction 1) méromorphe et régulière dans le demi-plan 
Re p > 50; 2) il existe un système de circonférences C, : | p | = Rx, 
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R< Ra <<... R,— 0, sur lequel F (p) tend vers zéro uniformé- 


a--100 
ment par rapport à arg p; à) pour tout a > So, l'intégrale Î F (p) dp 
i 
converge absolument. Alors la fonction ne 
f()= XRes{F (p) e'}, (9) 
(Pr) Pr 


(multipliée par n (t)), où la somme des résidus est étendue à tous les 
points singuliers p, de la fonction F (p) dans l’ordre de non-décroissance 
de leurs modules, est l'original de F (p). 
En effet, avec nos conditions, le théorème 4 du n° 79 (*) peut 
être appliqué, et d’après ce dernier F (p) est l’image de la fonction 
a+-i00 
1O=5% | e'F()dp. (10) 
a—1œ 
Désignons par C; la partie de la circonférence C, qui se trouve 
à gauche de la droite Re p = a, par a + ib, les points d’intersection 
de C, avec cette droite et par l, le contour fermé formé du segment 
(a — ib,, a + ib,) et de C; et parcouru dans le sens positif. 
Puisque, selon le lemme de Jordan, pour t > 0, 


lim \ e'F(p)dp=0, 
N—00 , 
Cn 


pour £>>0 on peut écrire 


…. . 
FO = lim 7x | e"F (p)dp (11) 
Î 
au lieu de (10). d 
Appliquant le théorème de Cauchy sur les résidus, nous obte- 


nons que 
f()=lim > Res {F(p)e}, 
noo(l, ) PR 


où l’on somme par rapport à tous les points singuliers de la fonction 
F (p) qui se trouvent dans l,, et c'est précisément le résultat que 


nous voulions établir. 3 
Corollaire. Si lafonction F D)=5e est une fonction 
rationnelle et si de plus le degré du polynôme du numérateur À (p) 


est inférieur au degré du polynôme B (p), son original est alors (après 


(*) Le fait que F (p) — 0, lorsque p —+ oo, seulement sur un certain système 
de circonférences n’introduit pas de changements essentiels dans la démonstration 
de ce théorème. ‘ 
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multiplication 2 n (#)) la fonction 


np 1 


fG@)= 5 TT ji = _ 7 {F(p)(p—p)#et}, (12) 


où p, sont les pôles de F (p), n, leur ordre de multiplicité et la somme est 
étendue à tous les pôles. 

En effet, le fait que F (p) soit une image découle immédiatement 
de la linéarité de la transformation de Laplace et des formules (11) 
du n° 80 en vertu du théorème de la décomposition d’une fonction 
rationnelle en éléments simples (cf. n° 71). La validité des formules 
(11) découle du lemme de Jordan que l’on peut ici appliquer, car 
F (p) — 0 lorsque p — co. C’est pour cette raison que la formule 
(9), dans laquelle la série est remplacée par une sonime finie, est 
vraie. Îl ne reste plus qu'à utiliser la formule (n° 23) donnée pour 
calculer les résidus aux pôles et nous en déduisons la formule (12). 

En particulier, si tous les pôles de F (p) sont simples, alors La for- 
mule (12) se simplifie: 


l 

A?) + A (px) ePRt 13 

BG) = 21 P(pn) ES) 

(nous avons appliqué la formule de calcul des résidus aux pôles sim- 

ples ; le facteur n (t) du second membre est omis conformément à ce 

que nous avons convenu). 

Dans les applications (principalement en électrotechnique) une 

variante de cette formule est importante: il s’agit du cas où l’image 

_- AG) 

est de la forme F(p EG) 

au degré de B (p) et B (p) a des racines simples non nulles. Dans ce 
cas au lieu de (13) nous avons de 


, où le degré de À (p) n’est pas supérieur 


Eu = 20 A (px) ePrt : 
PE(p + BQ +5 PACS os 


où la somme est étendue à toutes les racines de B (p). 
Remarque 1. Si le polynôme B (p) a des coefficients réels. 
alors à chaque racine complexe p correspond la racine complexe con- 


juguée p. En effet, 
B(p)= @0 (P)*+&(p) 1 +... + an = 
= Gp + ap TT... +an=B(p)=0 
Si, de plus, le polynôme À (p) a des coefficients réels, alors 
A(P) 5: _ AU) pt 
FA F'(p) © 
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- ne ; 
et, par conséquent, la somme des expressions ePt calculées pour 


B'(p) 
les racines p — p, et p -- = Di JOSÉ égale à 2 Re GPL ePt , Ainsi, 
si Les polynômes A(p) et B (p) ont des coefficients réels, alors la formule 
(13) peut être mise sous la . 


F = D ePat 2Re A HE ePrt 45 
où la première somme est étendue à toutes les racines réelles de B (p) 
et La seconde à toutes les racines complexes à parties imaginaires positives. 
Remarque 2. Chaque terme de la formule (13) correspondant 
à la racine px, — 5, -+ io, peut être représenté comme une oscilla- 
tion sous forme complexe 
À (P2) et 
B"(p») 


{cos ot + à sin ont}. 


Il est donc clair qu'aux racines réelles (0, — 0) correspondent des 
oscillations apériodiques, aux racines complexes à parties réelles 
négatives s, des oscillations amorties, aux racines imaginaires pures 
(sx — 0) des oscillations harmoniques. Les racines réelles positives 
ou les racines complexes à parties réelles positives ne peuvent en géné- 
ral exister si Le système considéré n’admet pas d’oscillations d’ampli- 
tude indéfiniment croissante. 

Pour ces systèmes, il est facile d’écrire l’oscillation qui correspond 
au régime permanent 

À AGO») e° t 
f() —2Re DE B’ (oz (ie . , (16) 

où la somme est étendue à toutes les racines imaginaires pures Pr = 
— i04 à parties imaginaires positives (*). En effet, d’après notre sup- 
position, les parties réelles de toutes les racines sont non positives, 
sa & 0, et les amplitudes des oscillations qui correspondent à des s4 
négatives tendent vers zéro suivant une loi exponentielle et ne par- 
ticipent pas dans le régime permanent. 

Des exemples d’application des théorèmes de développement sont 
donnés aux numéros suivants. 

83. Exemples. Compléments. Nous donnons ici plusieurs relations 
et théorèmes utiles lorsqu'on se sert de la méthode opérationnelle. 

1)Relations limites. Sif(t) et sa dérivée f'(t) (**) 
sont des originaux et F(p)— f(t), alors 


ne (p)= f (0), (1) 


À (0 
(*) Dans (16) participe encore le terme constant FF si B (0) = 0. 


(**) Cette condition n ’est imposée que pour simplifier la démonstration, 
toutefois elle n’est pas très restrictive et en pratique elle est d'ordinaire satisfaite 
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où p—> co dans l'angle |argp|<+-—6 et f(0)= lim f(t); si de 
t—+0 


plus lim f(t) existe et est égale à f(oo), alors 
00 
2 pF(p)=f(o), (2) 


où p —> 0 dans le même angle. 
En effet, la relation (1) découle directement de ce que PF (p) — 
— f (0) est l’image de f’(t) et, d’après la Fneraue du n° 79, elle 


tend vers zéro lorsque p — oo, | arg p | Pa D ô. Pour démontrer 
la relation (2), remarquons que de he dé lim jf (#) découle que 


la fonction f (&) est bornée. On peut donc prendre so = 0 et F(p) 
est définie dans le demi-plan Re p > 0. D’après la formule de la trans- 
formation de Laplace, pour tout p, Re p.> 0, nous obtenons: 


froeva=pr(p)—f (0: 
0 


© 


Puisque l'intégrale \ f (#) dt = f (co) — f (0) existe, l'intégrale 


0 
du premier membre converge uniformément par rapport à p dans 
l'angle | arg p | 5 — ô (ô => 0). On peut donc passer à la limite, 
lorsque p — 0, et nous avons: 


Î FO dim pr (p)— (0), 
ns p—+0 


ce qui est équivalent à (2). 

Les relations (1) et (2) sont utiles pour la vérification des calculs 
effectués au moyen de la méthode opérationnelle. Par exemple, de 
(22) du n° 80 pour À > 0, nous trouvons: lim e-Msin œ@f — 


l—00 
= lim GET = = 0; de (16): si 0 — lim arcctg p — 0; de (18): 
p0 MS 
10) = MS A+cathE)= A, etc. 


2) Image des puissances fractionnaires. 
D'après la définition de la fonction gamma d'Euler, pour tout 
a>>—1 nous avons: 

T'(a+1)= | te-t dt 


0 
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(cf. exemple 8 du n° 74). Soit p = rei* un nombre complexe quelcon- 
que du demi-plan de droite (—5<a<+) . Introduisons dans cette 
‘dernière intégrale, à la place de £, la variable complexe d'intégration 
q = _ , nous obtenons: 
Ta+1)=p" | get dg, 
L 
‘où l'intégration est effectuée sur la demi-droite L: argqg— —a. 


Posons g—Reï® sur l'arc Cr: |g|=R, —a<argqg<0; nous 
avons alors : 


0 
| e-TR cos (æ+œp) AR dp : 


| rem aile re 
| R 
Puisqu'ici & + q varie entre 0 et &, alors cos (x + œ) reste supérieur 


à une constante positive. Donc l'intégrale prise le long de CA tend 
vers zéro lorsque À —+ co. Tenant compte encore de ce qu'il n’y a pas 
de points singuliers de la fonction à intégrer entre L et l’axe réel du 
plan des q, on peut remplacer l'intégrale relative à L par l'intégrale 
prise le long du demi-axe positif. Désignant de nouveau par # la 


variable d'intégration, nous obtenons: 


60 Î Bet di. (3) 
0 


pati 


Pour a > 0, la fonction f ({) = #* (après multiplication par n (é)) 

est un original ; par conséquent, la dernière équation est équivalente 

à la relation symbolique : 

T (a+ è 

nt () 

La formule ainsi obtenue étend la relation (11) du n° 80 aux 

puissances positives quelconques (pour a = nr entier non négatif, 
T'(a+1)=n1. 

Pour —1 << a < 0 la fonction # croît indéfiniment lorsque bt—+ 0 
et, par suite, ne satisfait pas aux conditions imposées à l'original. 
Cependant pour ces valeurs de a l'intégrale du second membre de (3) 
converge et cette formule reste encore vraie. C’est pourquoi, pour 
—1 <a<0, on peut dire que la fonction # est un original « sin- 


gulier » et la fonction EL son image « singulière ». 


En particulier, pour a — 5, nous avons: 
rfi) Le EE [e-“du= Va 
VE 5 
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Ci 


{nous avons posé {—u? et utilisé la valeur connue erf © — 
— { (n° 70)), et la formule (4) donne: 


Î À 


ETF + 5 

Va Vp () 

3) Donnons plusieurs relations symboliques contenant V/p, que l'on ren- 
1 

P+Vr 


où F (p) — se et. D'après la formule (11) du 


contre souvent dans les applications. On peut représenter l’image 
F CV») 


P 
n° 81, nous avons donc : 


sous la ne À 


co T2 
1 = | a 1) 
p+Vr® Va} 
Dégageons dans l'exposant de la fonction à intégrer un carré par- 


fait += (Vi+: 


=) — à et remplaçons la variable t par z — Wé+ 
t 


; nous obtenons: 


T 
F = 
2 Vt 


oo T 2 co 

1 . et Î (ee +) | Lx1 
e dt e dz. 

p+Vr. Va 


Vt 
Usant des notations ne (cf. (5) du n° 70), trouvons : 
à - 
— eterfc (V4). (6 
PHP 
D'où, en utilisant encore une fois la formule (5), nous trouvons : 
L : 2 Re erfc (V4). (7) 


1EVr Vr p+rVr. Va 


Nous avons ensuite : 
Vrte-phar— 4... ‘@… 


D’après le théorème de translation, nous trouvons de (5): 


nn, ( 
p+a ni 
puis, d’après le théorème de l'intégration de l'original, 
| t Vai 


M 0 le CA RE HR | 
P Vr+a® Var Va Vzr 
(nous avons posé at—z12). On a définitivement 


ET 


e% de (Va) 6) 


$£ 1. NOTIONS FONDAMENTALES ET MÉTHODES 525 


Enfin de la formule (8) du n° 82, à l’aide du théorème d’homothétie, 
nous trouvons : 
4 


VF" 
La fonction de Bessel J,(it) de la variable imaginaire pure est notée par le 


symbole spécial Z,(t); usant de cette notation et remplaçant p par p+a 
dans la dernière formule, nous trouvons d’après le théorème de translation: 


1 L 
VE+SR RE 
4) Images des intégrales de Fresnel. Nous avons de la défi- 
nition même de ces intégrales (cf. n° 73, exemple 6): 
t t 
co=f cost sin { dt 


a so=( . 


0 û 
t 


Jo(iBt) — 


e A) (Bi). (10) 


it 
Considérons l'intégrale | Ta dt au lieu de ces dernières. D’après la for- 
TT 


mule (5) et le théorème de translation nous avons seb à =, 
| Vani® V2(p—i 
puis d’après le théorème de l'intégration de l'original 


t 
it 
fa de — 
Va pV2(—i 
D'une manière analogue, nous trouvons : 
t 


—it 
[ et re 1 


o Van 7 pV2E+0" 


D’après la linéarité, nous en déduisons : 


1 1 1 1 VVR EI pP 
Che fe a pi M PV PSE er 11 
\ VS va CRE =) 2 Vriti LE 
e 
1 1 { 1 VV Ip 
RES PR D PES RE) PR AL Lt ee 
07 (7 5) 2P  Vr+1 fs 


5) A partir du théorème d’homothétie que l’on peut écrire sous la forme 


co 


Fçap= | 21 (+) er, 
0 


par intégration par rapport à & de 0 à 1, nous abtenons: 
1 


j ï 
ne EN 4e 
Het ) 


À a} 
0 


8 
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ns, 


(nous supposons que l’on peut intervertir l’ordre d'intégration). Cette égalité 
signifie que 
1 1 


\ f (=) = | F (ap) de. 
0 


œ œ 


Introduisons dans l'intégrale du premier membre la nouvelle variable 


t sas 
ie et posons g—ap dans celle du second membre ; nous en déduisons : 


oo D 
[East (Gode. 43) 
0 


Donnons plusieurs exemples d'application de la formule (13). Avant tout, 


de la formule cost nous obtenons l’image du cosinus intégral 
(cf. n° 70) 
a 1 q& 1 1 
cit [ Etant ( RUN RL 14 
1 J L RE. P Vr+EI (14) 
de la formule e-t— : nous ohtenons : 
" p+i 
Pet 1 & 1 
: € , q 
L eee Del 2 
t 0 
(cf. (8) du n° 76); il vient de la formule J, (set = : 
| 1+ p? 
© Jo 1 f a 1 
o( | Î P Ur 
dt = — ————— —— | 1 2). 16 
J TE DT n(p+ VIT) (16) 


Tous les originaux dans les formules (14)-(16) sont singuliers, car, lorsque # + 0, 
les intégrales des premiers membres divergent. 

Remarque. Il découle des théorèmes de l'intégration des originaux 
et des images 


Additionnant cette dernière formule et (13), nous avons : 


oc Le] 


{ 19 er | F (a) da. 
0 ri] 


Les intégrales des premier et second membres de cette dernière relation sont 


des constantes, donc cette relation est de la forme À = . En la comparant 
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à la relation 1 — - , nous en déduisons que À — B d’après le théorème d’uni- 
cité de la transformation de Laplace. Ainsi, nous sommes conduits à la relation 
T e 
JE are À 7 du. (7) 
û ni 

6) Règle des exposants fractionnaires. Le 
premier théorème de développement (n° 82) s'étend aussi aux séries 
de puissances généralisées (cf. n° 25). Nous nous bornons à un cas 
simple mais important pour les applications. 

Théorème. Supposons que F (p) — 0, lorsque p + ©, Re p << 
<< a (a est un nombre positif) et ne possède aucune singularité à distance 
finie dans le plan des p, excepté le point p — 0 qui est un point de 
branchement d'ordre fini. Alors, si le développement de F (p) en série 
de puissances généralisée est de la forme: 


F(p}=p* > cap'b, (18) 
k=—0 


où B est rationnel et positif, l'original de F'(p) est la série 


+ ce 1 
FO er Zu 76 (19) 
Rk=0 


(multipliée par n (t)) dans laquelle les termes correspondant aux œ& -- 
+ kB entiers non négatifs ne sont pas écrits. 
Considérons le contour fermé CR. formé du segment 


(a — ib, a + ib), des arcs Cr et Cr de la circonférence | p | = R, 
Re p < a, des deux bords Z et IT de la coupure —R << p << —ret 
de la circonférence c,: [p | =r (cf. fig. 181). 

Puisque F (p) est une fonction analytique et uniforme à l’inté- 
rieur de ce contour (pour fixer les idées nous supposons — + < 


<Targ p<+); d’après le théorème de Cauchy, l'intégrale prise le 
long du segment (a — ib, a + ib) peut être remplacée par une inté- 
grale prise le long de la partie restante du contour. Puisque, de plus, 
pour £4>>0, d’après le lemme de Jordan, l'intégrale de F (p) e?! 
relative à CRUCR tend vers zéro lorsque À — oo, la formule d’in- 
version peut être écrite sous la forme 


F 1 1 
LO=lm | Fwetap= | F(p)é‘ ap, 
Chr CH 


où C* est le contour formé par les deux bords de la coupure — © < 
<< p << —rle long du demi-axe négatif des p et de la circonférence 
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|p|—r (sans le point p — —r). Portant le développement (18) 
de F(p) dans la dernière formule et intégrant terme à terme(*) 


L 
nous trouvons: 


f(t)— > Ée e | pate ent dp} 
pr] & 


Introduisons la nouvelle variable d'intégration & = pt; puisque 
>> 0, ce changement de variable conserve la forme du contour et 
nous trouvons: 


1 ; 1 1 1 
ge | Pet dpi À Lee QE 
CF CFt 
(cf. la représentation intégrale de Hankel de la fonction gamma, 
formule (15) du n° 74). Portant ce résultat dans la formule précéden- 
te, nous trouvons le développement (19) que nous voulions établir. 
Si & + kB est un nombre entier non négatif, alors l'intégrale de 
p*+hBert relative à C* est nulle, il faut donc omettre dans notre déve- 
loppement tous les termes correspondant à de tels & + kB (**). 
Remarque. Tout comme dans le premier théorème de déve- 
loppement, la série (19) s’obtient formellement par l’application ter- 
me à terme à la série (48) de la formule des images des puissances 
: 1 
PET 
Certes, cette formule n’a été démontrée que pour les a négatifs, pour 
les a > 0 elle revêt un caractère conventionnel. Remarquons de 
plus que la somme de la série (19) ne satisfait en général pas à la 
condition 3°, et, par conséquent, elle est un original singulier. 
Exemple. Soit 


1 i- ? 
Poe 0 LEE 


an 
Posons p — Reig:i—1— 72e 4 ; pour Re p <0, c'est-à-dire . <p< 
<+, nous avons Re (i—1) Vp=V2R cos (5+7) << 0, car alors 
(*) Pour être rigoureux, la possibilité d'intégrer terme à terme la série 
le long d’une droite infinie exige des conditions complémentaires. Il suffit 
par exemple d’exiger la convergence de l'intégrale de la somme de la série 


>] en | | P (FF prise le long de C* (cf. [7] de la bibliographie du chapitre 
k=—0 
VII). 


.1 
(**) Cela découle également de ce que la fonction entière To a des zéros aux 
points 2 —0, —1, —2, ... (cf. n° 89). 
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i<+ + Per . En outre, pour les grands Im p et 0 Re p <a, 
nous avons PF où . ; donc (i — 1) Vp & — V2R ou —i V2R. Il 
en découle que ÆF(p) + 0 lorsque p —+ © et Rep <a, c’est-à-dire que 


F (p} satisfait aux conditions de la règle des exposants fractionnaires. Nous 
avons : 


3x. 00 . 
ns at Von Le ALES Det 2 
V? 17 a 
Passant formellement aux originaux et ne conservant que les termes pour 
lesquels ET n'est pas un nombre entier, c’est-à-dire les termes d’indice 
paire k—2n, nous obtenons 


1 VD et : (— ip 1 
—— e == ——— 2n 
V? - > (2n) ! 1 n+i 
= 2 
Fr (5-7) t 
2 
Nous montrerons (cf. formule (19) du n° 89) que 
{ __ 1:35 ... (2n—1) (—1}r. 
r (5-r) on Vx , 


tenant compte de cette formule et de (2n) !—1-3-5 ... (2n—1)27n1!, nous 
avops : 


Le A pe V?, RS ul de sinV/p. (20) 
Vai #7 V» : 

7)Fonctions impulsion. Si la fonction F (p) = —— 
est déjà une image singulière, alors les fonctions F (p)=1,p, p°, ..., 
qui ne tendent pas vers zéro lorsque p — ©, ne peuvent être con- 
sidérées comme des images que dans un sens conventionnel. Ces ima- 
ges conventionnelles et leurs originaux, appelés fonctions impulsion, 
ont été introduits par Dirac et s'avèrent utiles dans des problèmes 
appliqués où l’on a affaire à des actions instantanées. | 

Considérons la fonction 64 (é) dont le graphique est donné sur la 
fig. 183 


0, 1<0,1=Rh, 
6 0 =À 1 

+: 0O<1<h. 
34—0149 
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Elle représente une quantité qui n’agit que sur l’intervalle (0, k) 


où elle a la valeur constante 2 son effet total est égal à 


F3 
cc k 
EC dt = Ï 1. 


Supposons maintenant que À — 0; il est clair que la famille de 
fonctions 6, (t) diverge, mais nous introduisons une fonction conven- 
tionnelle 8 (t) qui est la limite de cette famille 


6 (4) — Tim ôn (+) 


et que nous appelons fonction impulsion d'ordre zéro ou encore fonction 
impulsion de Dirac. La fonction impulsion 6 (f) est partout nulle, 
excepté au point £ — 0 en lequel elle est 
AD) égale à co, et malgré tout on la suppose 

x ä vérifier la relation 


| 8(t)d=1, 


— 2 


limite des relations analogues portant 
sur les fonctions 6, (t). 
Ainsi, la fonction impulsion de Dirac 
FIG. 183 représente une notation conventionnelle 
d'un processus limite bien défini que l’on 
rencontre fréquemment en physique : une quantité infiniment grande 
qui agit dans un intervalle infiniment petit et dont l'effet total est 
égal à l'unité. L'introduction de cette fonction simplifie énormément 
les calculs liés à un pareil processus limite : au lieu d'effectuer les cal- 
culs avant le passage à la limite et de passer à la limite dans le résul- 
tat final, on passe directement à la limite avant les calculs. Dans la 
plupart des problèmes de physique, la légitimité d’une telle inter- 
version est entièrement justifiée. 
Nous convenons de considérer que l’image de la fonction impul- 
sion de Dirac s’obtient comme la limite de l’image de la fonction 


Ôn () = . In () — nt — h)l qui, d’après le théorème de retarde- 


ment, est égale à 
. 1—e-ph 


Ôn () — 5h = 


Passant ici à la limite lorsque 4 —0 nous obtenons (convention- 
nellement) : 


A—e-Ph 


nn 1. (21) 


ô(t)—lim 
h=0 
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La relation (21) est encore « justifiée » par les considérations suivan- 
tes. On a représenté en pointillé sur la fig. 183 le graphique de l’in- 
tégrale de la fonction 6, (é) 


nn (= | 8 (0 à. 
0 


On voit que, lorsque k—>0, mx (é) tend vers l'échelon unité n(), 
ce qui nous permet de poser 

t 

| (4) d=n(). 


0 

Mais alors ô (t) = n' (é), et puisque n (ti) —. d’après le théorème 
de dérivation des originaux, nous obtenons de nouveau 6 (4) —= 
= p Me 1 (nous prenons égale à zéro la valeur de l'original, pour 


té = 0, qui figure dans ce théorème parce qu’elle s'obtient des valeurs 
Mn (0) = 0, par un passage à la limite, lorsque À —+ 0; l'application 
formelle du théorème mentionné, où nous devons poser n (0) — 


= Jim n (é) = 1, conduit à un résultat faux. Il n’y a rien d'étonnant 
t—+0 


en cela, car en fait nous appliquons le théorème à un cas où ses con- 
ditions ne sont pas vérifiées). 

Puis, pour toute fonction  (#) qui vérifie la condition {1° du n° 79, 
nous avons, d’après le théorème de la moyenne: 


oo Rk 
1 

roma (ewaæ=ee, 

0 0 

où O<<#*<<h. Passant ici à la limite lorsque À —>0, nous posons 

par définition | 
LICE ZT TO (22) 
ci) 

(si la fonction œ (t) est discontinue pour t = 0, alors æ (0) est sa 

valeur limite à droite). 

Conformément à ceci nous obtenons de nouveau: 


6()= | 8er dr=1. 
0 


Les principales règles de la méthode opérationnelle s'étendent à la 
fonction impulsion de Dirac, par exemple le théorème de retarde-: 
ment donne 


Ô(t—T)—e rt 
34* 
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ce qui est compatible avec la relation (22) d'après laquelle 


Dé, 


ô(t—T)e?! d=er), et le théorème de multiplication 


Se g 


Î 
LF(DE | (0860 de =f( 

0 

(ce qui est également vrai). 


On introduit d’une façon analogue les fonctions impulsion 
d'ordres supérieurs. Considérons par exemple la fonction 8j (4) — 


1 : 
L3 0% — 5 MCD —2n(e—#) 4m (62%) (fig. 184); 
sa «limite», lorsque À — 0, 
1 (€) — lim 6} (t) 
h—0 


est appelée fonction impulsion du premier ordre. 
Nous considérons que son image est la limite 


à 4 9e-hD LL a-2h 
des images de 6f (t) — = Re 7 c'est-à- 
dire 

"je 1—2e-hp L e-2hp 
FIG. 184 (4) lim PTE 23 
1 (€) JE Rp (23) 


On a représenté en tirets sur la fig. 184 le graphique de l’inté- 
grale répétée de la fonction 6} (é) 


t t 
nd (= | de À 6 (0 &; 
0 0 


on voit que nf (f), lorsque À —0, tend vers l'échelon unité n(£). 
Nous posons par définition 
t t 


jafs@od=n@, 8@=n"( 


0 0 
et alors, conformément à (23), nous avons 6; Op p. 


Exactement de la même façon on peut considérer l’«original» 
de la puissance p", dit fonction impulsion du n-ième ordre 
an+1l . 
On (8) = er 1 (); ôn (t) — p”. (24) 
Des exemples d'application des fonctions impulsion seront don- 
nés plus loin. 
Ces dernières années, les fonctions impulsion ont reçu une argu- 
mentation rigoureuse au moyen de la théorie des distributions que 
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Dictionnaire d'images (*) 


n° Original Image 


T (a+1) 
(83.4) ta (a>—1) pat 
2 
80.1) eM = 
( p+À 
3 e” Mja TGe+1)_ 
(p+ jet 
4 [0] 
(80.3) sin ot NET E 
5 P 
(80.4) cos @f DENT 
6 
. Im (p+ iw)nti 
(80.12) tr sin ot n! RL opT 
7 
Re (p+ iw)r#l 
(80.12) im cos &t n | Toi 
8 
tre À) sin œ 
80.22 ES bcosa-+(p-PA)sinœ 
OS) PET) PH) 
9 
235 (p+ À) cos a — 0 sin æ 
(80.22) e7*" cos (ot+@) (pH To 
10 (0) 
(80.4) sh ot 7 pi? 
11 P 
(80 .à) ch of pi — 0? 
12 
ebt— eat p—a 
(80.15) a — enr: 
13 - at 
(83.51 


Va Ve 


(*) On donne entre parenthèses le numéro et le numéro d’orûre de la formule ; T 
est la fonction gamma (n°$ 74, 89); erf et erfc les fonctions d'erreur (n° 70); si, 
Si, Ci et Ei les fonctions intégrales (n°%$ 70 et 76); S et C les intégrales de Fresnel 


(n9 83); Jn, In, Yn, HY , ber, bei les fonctions cylindriques (n° 96). 


oo 
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Suite 


14 


15 


16 
(84.10) 


17 


18 


19 
(83.20) 


20 
(83.20) 


21 


22 
23 


24 
25 


26 


Original 


1 e7 2% Vt 
Er 


—a?t2 
er %?t 


Vi 
_ ln (4+8) 


1 
en 4 
rh t2) 


Jnat)(n >—1 


a ( > 0) 


Fe? Ei(r p) 


sin pCip—cospSip 


y = eP erfc V? 


Ci2p+sSi2p 
EipEi(—p) 
(Vr+1—py 
VRAI 


VAT Ep} 


nan 
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Suite 
n° | Original ee 
1 
80 e T6 (Bt) sr 
; Vr+ar—p 
31 | Are-MI,(M) (n>—1) GHAZV RH 
Vr2+2pà 
1 on " 
32 int, (t =. Cr 1 
RE 
(p2+1) 
33 5 | a 
(82.3) OV sd ere ? 
#4 Le Jan (2 VD Pratt) 
12 é P r\2p 
35 — 
Ë 1272 re -t Vp2+a 
(83.10) | JHGVR—-T)n(—7) Vraie 
Mr arEUs D pe S'ae Me 
Ve at 
à Yo ( Le APE Er 
st Vr+1 
38 He) (t) 1 +? In (p+Vr2+1) 
US. 
É 2 ber Vri+oi+ p? 
39 7/2 ber wt PT 
2 bei Vri+ot—p? 
40 7/2 bei oi 
41 É 
5) erf (Va) nv 
42 pVr+a 
œ 1 L V5 
(81.13) ete (=) Lee 
43 : 
(83 .6) et erfc (V® Pre 
44 : 
(83.7) —— et erfe (V/t , 
Va et erfc (V5) FENTE 
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Suite 


n° Original Image 
45 ——— 
(83.9) = e%4V/aert (Vi) Vrre 
46 
(80.16) sit Er 
47 
(83.14) cit A EST 
P  Vpi+i 
48 Per 
(83.12) S (t) 1 VVRTI 
2 Vri+i 
49 mt PU, 
(83.11) cu 41 VVr+i+? 
2p Vr+1 
50 ! 
(83.15) —Ei(—t) 5 UP) 


nous devons à S. Sobolev et à L. Schwartz. Dans ses traits généraux. 
l'introduction des distributions se ramène à compléter l’ensemble 
des fonctions ordinaires par des éléments idéaux, à savoir par les 
limites de certaines suites de fonctions ordinaires divergentes au sens 
claissique. Cette idée est assez fréquemment employée en mathéma- 
tiques lors de la construction de diverses généralisations (par exemple. 
les nombres irrationnels sont introduits comme les éléments idéaux 
définis par certaines suites de nombres rationnels). L'introduction 
des distributions, comme cela a lieu lors de généralisations raisonna- 
bles, a beaucoup simplifié de nombreuses questions d'analyse. On 
peut prendre connaissance des idées fondamentales de la théorie de 
distributions en consultant la brochure de J. Mikusinski el 
R. Sikorski («The elementary theory of distributions», PWN, 
Warszawa 1957). Le lecteur trouvera un exposé plus fondamental 
dans le livre de 7. Guelfand et G. Chilov « Les distributions » (Dunod. 
1965). 

Nous donnons le Dictionnaire de toutes les relations opérationnel- 
les obtenues et de certaines relations qui peuvent s’obtenir par def 
méthodes analogues. Le lecteur peut trouver le Formulaire de relation£ 
opérationnelles chez V, Ditkine et P. Kouznétsov [111. 
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$ 2. APPLICATIONS 


Nous considérons ici les applications de la méthode opérationnelle à la 
résolution de problèmes liés aux équations différentielles linéaires. Certaines 
applications de la méthode opérationnelle aux fonctions spéciales sont données. 
dans le chapitre suivant. 


84. Equations et systèmes d'équations différentielles ordinaires. 
La méthode opérationnelle s'applique d’une façon particulièrement 
simple à la résolution des équations et des systèmes d'équations diffé- 
rentielles linéaires à coefficients constants. Soient données une équa- 
tion différentielle 


an dn-1 d 
L [e] = 00e + di + ee On ge ant = f (t) 1} 
et les conditions initiales 
EU) = (OÙ = M, us (0) = ce (2} 


Nous supposons que as = 0 et que la fonction f (£) et la solution x (é): 
avec ses dérivées jusqu’à l’ordre r sont des originaux; posons. 
XH)=z(), F(p)—f(). 

D'après la règle de dérivation et la linéarité, nous avons à la 
place de l’équation différentielle (1) avec ses données initiales (2) 
l'équation opérationnelle 


(@op° + mp +... +a,) X (p) = F (p) + xo (aop*"* + 
+ mp +... + ans) + 24 (00 Pt? + mp + .. 
den + An_2) + to e + Tn-1 do: 


ou 
A (P)X (p) = F(p) + B (p), (3) 


où À (p) et B (p) sont des polynômes connus. Résolvant cette équa- 
tion, nous trouvons la solution opérationnelle: 


F(P?)+B (r) 
X (p)}=— ——. 4} 
OS ©) 
Si l'équation (1) avec les données initiales (2) admet une solution 
æ (t) qui satisfait aux conditions imposées aux originaux (on pourrait 
démontrer qu’une telle solution existe toujours pour les conditions. 
adoptées), alors cette solution est l'original de X (p). 


Donnons quelques exemples de résolution des équations par cette méthode. 
4) &" + a?xr — bsin at avec les données initiales générales. L’équatiom 
upérationnelle est : 


ad 
(p? + a?) Lin PA 
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et sa solution (*): 
ab P T1 2 
FO at rate 5) 
Les originaux des deuxième et troisième termes du second membre de (5) sont 
donnés dans le Dictionnaire. On trouve l'original du premier terme du second 
membre de (5) d’après la formule 6 du Dictionnaire et le théorème de l’inté- 
gration des originaux 


ab  _.b 
Ha) 2 


t 


| tsinatdt= (sin at —at cos at); 


6 
2a? 
on aurait pu également utiliser le théorème de développement, On a enfin 
L b \sinat bt 
z = {a+ x) + ( 7) cos at. (6) 

2) z"°+- 3x" + 3x’ + r—1 avec les données initiales nulles. L’équation opé- 
rationnelle est : 


1 
13X——, 
GARD 
et sa solution : 


4 1 1 1 1 
X (p) 


PET pp  pE1 + EF 
Nous trouvons l'original d’après les formules 1 et 3 du Dictionnaire : 
2 
æ(t}=1—e-t—te-t 5 et. (7) 
3) x"+x-=1 avec les données initiales nulles. La solution opération- 
nelle est : 


1 
X(P)=——— . 
TE) 
Nous trouvons l'original à l’aide du second théorème de développement : 
(HE) a 
she pepe 2,20 VS. 4) 
= 3 = ee ue es M 


4) aiV + 2x" Lx sint avec les données initiales nulles. La solution opé- 
rationnelle est : 


1 
LOT * 


Nous trouvons l'original en calculant le résidu de la fonction X (p)e?t 
au point singulier p—i: 


d2 ept : 1 . 3. 
OR | | TE Lu g (—8)sint—-+#cos t. (8) 


5) "+ w2z—afn(t)—n(t—8b)] avec les données initiales nulles. Nous 
trouvons l'équation opérationnelle à l’aide du théorème de retardement ; 


(*) Nous avons lim pX — x, d’après la condition initiale (cf. la rela- 


P— co 
tion limite (1) du n° 83). On peut effectuer une vérification analogue pour les 
autres exemples. 
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sa solution est : 
a ({—e-b?) 
XD 
@} P (p? +?) 


D’après le second théorème de développement 


a + 4 4. __2a . , ot 
Lo oo or =, 
D'après le théorème de retardement 
ae”bP + 24 . , ©(t—b) 
no 0) ée : 
PF) — &w 7 5 -1(—b). 
On a enfin 
2a F. ., ot ….o D(t—b) 
x = [ sin? 5-1 (t) —sin? eg «—» | : (10) 


Le graphique de la solution est donné sur la fig. 185. 
6) Üne masse ponctuelle m est soumise à des oscillations rectilignes ; 
nous négligeons la résistance du milieu, et la force de rappel mw?z est propor- 


tionnelle au déplacement. Aux instants #4, — kt, k — 0, 1, 2, .,. la masse 
a 
ê 
ê 
æiË) 

£ 

ZT 

7] 

FIG. 185 


reçoit des impulsions de grandeur a. Trouver le mouvement de la particule si 
Pécart initial et la vitesse initiale sont nuls. 
L'équation du mouvement est de la forme: 


Le,°2 
ma" + mor = a >» Ô (t—kTt), 
k=0 


où ô(t) est la fonction impulsion. La solution de l'équation opérationnelle 


18 1 S Spin os Le. 
X (P)=— p?+w? à 1 om (p2+ oo?) (1—e-"P) 
R=0 


satisfait aux conditions du second théorème de développement. D'après ce 
théorème, l'original est la somme des résidus de la fonction X (p) ePt aux 
2kni 


T 
: 2 21 à : 
tiple entier de Ti — TS ? e que nous SUPpOSONS, alors tous les pôles sont simples 


pôles: p — 0, p = —+io et pr — (k = 1, 2, ...). Si t n'est pas un mul- 
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et, calculant les résidus, nous obtenons définitivement : 


2t T 
DE cs ot) at) 
1 


BR=1 
Notons tout particulièrement le rôle de l'intégrale de Duhamel 


(n° 81). Supposons que l’on ait à résoudre l’équation différentielle 
linéaire à coefficients constants 


L'{x] = f (à) (12) 
avec les conditions initiales nulles. Si l’on connaît une solution 
ti (t) de l'équation 

Lx] =1 (13) 


de même premier membre et de second membre égal à l'unité, avec 
les conditions initiales nulles, alors l’intégrale de Duhamel permet 


r 


d'écrire la solution de l’équation (12) sans avoir à effectuer des cal- 
culs. 

En effet, les équations opérationnelles qui correspondent aux 
équations (12) et (13) sont de la forme 


4 
A(X(G)=F(), AG)Xi(p)=—, 
où  (p) est l’image de f (t), d’où 
X (p) = pXi (p) F (p). 
Ainsi, d’après la formule de Duhamel 


t 
zx (= Î f(x) x! (é—+) dr (14) 
0 


(nous tenons compte de ce que z,(0)}—0 conformément aux condi- 
tions initiales) ou 


t 
2 (t)= x (0) f(0) + Î zx) f' (+) dr. (15) 
0 


Exemple. Considérons l'équation 2” — a?r — be-t? avec les condi- 
tions initiales nulles. Trouvons d’abord la solution de l’équation 2” — a?r — 1 
pour les mêmes conditions initiales 


t 
1 .1 1 
Ki Ï hat dt (chat—1) 
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{nous avons eu recours à la formule 10 du Dictionnaire et au théorème de l'inté- 
gration de l’original).Nous trouvons la solution à l’aide de la formule (14) 


t 
x = i e®sha(i—t) dr, 
0 


qui après de simples transformations s'exprime au moyen de la fonction erf: 
a2 


æ(t)= DE + {estert (+5) —e7aterf (5) = 


—2erf (=) ch at} (46) 


D'une façon entièrement analogue, la méthode opérationnelle 
s'applique à la résolution des systèmes d'équations différentielles 
linéaires à coefficients constants. Soit à résoudre un système à n 
équations différentielles du second ordre 


ñn 


Lu D (av DE bn DE + can) = f(9 (V1, 2, ..., 2) (17) 


B—1 
avec les conditions initiales 


m(O=e, Op. (18) 


Si l’on suppose que x; (#) et f, (t) sont des originaux et si l’on désigne 
par X;: (p)et F, (p) leurs images, alors le système (17) avec les con- 
ditions initiales (18) est remplacé par le système opérationnel 


à (av p? + byrp + Cyr) Xr (p) = 


= F,(p)+ 2 [(avrp + bvr) x + avnfr]. (19) 


En le résolvant comme un système d'équations linéaires algébri- 


ques, nous trouvons X, (p), puis leurs originaux 23 (t). Donnons plu- 
sieurs exemples. 


4) Soit à résoudre le système 
(2x"— 2 + 0x) —(y"+y' +8y) —<0, 
(2z"+ x" +72) —(y"— y" + 5y) =0 


avec les conditions initiales x (0) —x’ (0) —1, y (0) —y’ (0) =0. Passons au sys- 
tème opérationnel 


@Pè—p+9)X—(p2+p+3) Y=2p+1, 
GP2+p+T)X—(p—p+5)Y=2p+3 
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et pour simplifier prenons la somme et la différence de ses équations; il vient. 
p+i 1 

D RER = 
P?+4 pi 


2X—Y—2 


Passant aux originaux, nous trouvons : 
2=+ (et +2 cos 2t+-sin 2t), 
(20} 


= (2et —2 cos 2i—sin 2#). 


2) Soit donné le système 


a'—z+y+2=0, 
x+y"—y+2=0, 
æ+y+z"—2—0 


avec les conditions initiales æx(0)—1, y (0) —2(0) —zx" (0) = y’ (0) —z’ (0) =0. 


Le système opérationnel est de la forme 
(P2—1X+Y+Z=p, 


X+(p2—1)Y +2=0, 
XHY+(p—1) 70. 
On peut facilement trouver sa solution à l’aide des déterminants 
3 
Le 
(p2+1) (P?—2) 
P 
Y=Z = ———_——  ——. 
(241) (p—2) 
On trouve les originaux d’après le second théorème de développement 
+ ch(# V+< cos t, 
(21) 

y—=2= + ch(t va++ cos é. 


3) Soit donné le système d'équations 


To—=—Qte, LT, +OTh—=aïp 1 (k=1, 2, ...,n) 
avec les conditions initiales xo (0) —1, z1 (0) = ...—1x, (0) —0. Le système opé- 
rationnel a la forme : 
(p+a)Xo=1, (Pp+a)Xr—aXp-,—0, 


d'où 
ak 
(k=0, 1, 2, ...,nh 


2 
k (p+a)h#t 
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Nous trouvons les originaux à l’aide de la formule 3 du Dictionnaire 
1. 
æR (t) ET (at}à erat, (22 } 


4) Trois masses ponctuelles identiques m sont fixées à une corde de façon 
que la distance entre les masses et la distance des masses extrêmes jusqu'aux 
extrémités fixes de la corde soient égales à L. A l’instant initial toutes les mas- 
ses se trouvent à l’état d'équilibre, et on communique une impulsion w à la 
masse intermédiaire. Déterminer le mouvement du système. 

Il est très facile de trouver les équations différentielles du mouvement de 
ce système à l'aide des équations de Lagrange qui pour de petites oscillations 
libres sont de la forme (cf. [8]): 

d ( ÔT ) ôII 

dt q» CLEA 
où T est l'énergie cinétique, Il l'énergie potentielle du système, g, les coor- 
données généralisées et le point au-dessus des coordonnées généralisées indique 
que la dérivation se fait par rapport au temps. 

Si dans notre cas nous désignons par z4 (i), te (4), æa (4) les écarts des mas- 
ses par rapport à leur position d'équilibre, alors nous avons: 


UE A LE 
T=--(ri+ + di), 


—=VÙ, 


P 
N=—- (aÎ +28 +28 — 24%2 — Zots), 
où P est la tension de la corde. Par conséquent, les équations du mouvement. 
sont de la forme: 
Ti A (2ri—2)—0, 


Zi à (2er — 23) — 0, 
23 À (23— 2) —0, 
où =. Tenant compte des conditions initiales æ1(0)—23 (0) = z3 (0) = 


=, (0) =23 (0) —0, 2 (0) = vo, nous trouvons les équations opérationnelles 
(P2+ 2h) Xi—X2=0, 
—ÀX1+(p2+ 20 Xe —X3 = vo 
—X9+ (p2+2À) Xa=0. 
- Résolvant ce système, nous trouvons : 

2 À 
MC er EE 
Appliquant le second théorème de développement nous obtenons : 

V9 sin Oit Sin ot 
(nest) 


X2 


ai (1) = 28 ()= — 


Ri (23) 
UV Sin & Sin © 
2 (D ( + See) ; 


où o=V(2+V2r, Ve Var 
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La méthode opérationnelle peut également s'avérer utile pour 
la résolution de certaines équations différentielles linéaires à coeffi- 
cients variables. Soit x (£) — X (p); d'après les théorèmes de La déri- 
vation des originaux et des images nous avons: 

z—= X,tz= —X", Fr = X",..., 
= pX — x(0), tx ——(pX), fx  —=(pX)", ..., 
æ" = pX — x (0) p — x (0), (24) 
tx" = — (p°X) +z(0), x" = (piX)", . .. 
æic. Le passage aux images permet parfois de simplifier les équations 
différentielles contenant des termes de ce genre. 


L' 


Exemple. L’équation différentielle 
tx" + zx + iz —0 (25) 


«st appelée équation des fonctions cylindriques d'indice 0 (cf. n° 95). Nous 
trouvons l'équation opérationnelle à l'aide des formules (24) 


(p? + 1) X'° + pX — 0. 
Cette équation à variables séparables se résout facilement et donne: 
— 
VIF" 
où C est une constante arbitraire. Puisque lim pX — C, d’après la relation 


X=— 


P—->00 
limite (1) du n° 83, nous avons € — x (0). Posant x (0) — 1 pour fixer les idées, 
nous trouvons, d’après la formule 28 du Dictionnaire, que la solution de l'équa- 
tion (25) qui vérifie cette condition initiale est la fonction de Bessel (*) 


z=Jo(= Y (5). (26) 
k=—0 


85. Calcul des circuits électriques. Comme on le sait, le courant 
ä (£) et la tension u (£) aux extrémités d’un élément de circuit con- 
tenant une résistance À, une self Z ou une capacité C sont reliés 
respectivement par les relations 
t 
; di (t 1 s 
u(t)= Ri(t), u(t)=L 2 u() = {| à (4) dt + qu} , (1) 
Ô 


où go est la charge initiale sur les armatures du condensateur. 
Si l’on introduit les images de à (4) et de u (t), le « courant opé- 
rationnel » I (p) et la « tension opérationnelle » U (p), alors ces rela- 


(*) Le point t — 0 est singulier pour l'équation différentielle (25). Aussi 
l'équation opérationnelle ne contient-elle pas de conditions initiales. Nous 
verrons au chapitre VII que toutes les solutions de l'équation (25), régulières 
au point # — 0, sont proportionnelles à La solution (26). Les solutions de cette 
équation qui sont linéairement indépendantes de (26) ont une singularité pour 
& = 0. 
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tions deviennent : 
U=RI, U=L(pl—i), UE (1+ do), (2) 


où io — à (0) est le courant initial. Si l’on suppose que à = go = 0, 
ce qui correspond aux problèmes de mise en circuit, nous avons les 
équations 


U=RI, U=Lpl, U= HI 
au lieu des équations (2). 
Ces dernières relations peuvent être réunies sous la forme de la 
« loi opérationnelle d'Ohm » 
U = ZI, (3) 


où Z est la « résistance opérationnelle » (qu'on appelle aussi impédan- 
ce) qui dans le cas d’une résistance, d'une self et d’une capacité est 
respectivement égale à: 


1 
Zr=R, Zi=Lp, Zo= Tr. (4) 
Remarquons ensuite que, pour deux éléments d’impédances Z, 
et Z2 mis en série, nous obtenons U, = Zi, U, = ZI, U = U, + 
+ U, (le sens des notations est clair) ; d’où U =: (Z, + Z:) I = ZI, 
ou encore 
Z = Zi + Z2. (5) 


D'une façon analogue, dans le cas de deux éléments en parallèle 
U = Zi, = Zols, 1 + T2 = I, d'où, posant U — ZT, nous trou- 
vOns : 


1 1 1 
22 2: (6) 
Ainsi, les résistances opérationnelles d'un circuit dans le cas du 
problème de branchement peuvent être calculées d’après les règles ordi- 
naires de montage des éléments. 
Si le courant et la charge initiaux ne sont pas nuls, alors des 
termes complémentaires apparaissent dans l'équation (3). Par exem- 


ple, dans Le cas où une résistance, une self et une capacité sont placées 
en série (circuit RZLC), nous obtenons: 


= (R+Lp+ TE) 1 Lio +221 — Lio +R (7) 


. 1 aie é : 
où Z = R + Lp + ci est la résistance ire du circuit. 


LJ 
Si l’on considère un circuit formé d'éléments RLC, nous avons 
alors pour tout élément: 


Rain (0 + Li RO + (l üa (2) dt + quo} + D Mo 0 2 un (D, 


v£k 
(8) 


35—0149 
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où Az, Ly, Ca, no; êr (t), ux (é) Sont les grandeurs ordinaires du 
k-ième élément et Æ,, est le coefficient d’induction mutuelle 
entre les k-ième et v-ième éléments. Passant de (8) à l'équation opéra- 
tionnelle, nous obtenons: 


U» = > Zrvyly + ee — Lino — ” Mrvivo, (9) 
v VER 
où 
1 
ZLer = Rr +Flaip+ Zrv= Map (vVZÆk). (10) 


Additionnant les relations (9) pour tous les éléments formantfun 
circuit fermé et ayant recours à la seconde loi de Kirchhoff, nous 
trouvons: 


DD Zavly= (Lino + D Masse) +0, (11) 
kR v 


pCR 
Rk VE£R 


où la Somme est étendue à tous les éléments formant ce circuit et 
U désigne la somme des f.é.m. opérationnelles appliquées au circuit. 
La première loi de Kirchhoff donne en un nœud arbitraire 


D 1: = 0, (12) 


où la somme est étendue à tous les éléments aboutissant à ce nœud. 
Le système des équations (11) et (12) permet de déterminer les courants 
opérationnels dans tous les éléments du circuit. 

Notons aussi le rôle de l’intégrale de Duhamel dans la résolution 
des problèmes de mise en circuit. Considérant, pour plus de simplici- 
té, Le cas d’un circuit, nous trouvons pour ce circuit auquel on a appli- 
qué respectivement les f.é.m. u (£) et unité, les équations opération- 
nelles suivantes: 


I=AU»: DeA, 
P 


où À — _ est la conductance opérationnelle (« admittance ») du cir- 
cuit. Donc 
I = pTiU 


et d’après la formule de Duhamel 
1 t , 
i(é)= Î u (T) à, (—7T) dr = is (té) u (0) + [ u(t)u'(£—7T) dr, (13) 
û | ê 
où à (£) est l'original de la fonction et Z, (p) le courant dans le circuit 
auquel on a appliqué la f.é.m. unité (« conductance transitoire »). 
Ainsi, connaissant le courant dans le circuit lorsqu'on lui appli- 
que la f.é.m. unité, nous pouvons d’après la formule de Duhamel 
(13) écrire immédiatement la valeur du courant dans ce circuit lors- 
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qu'on lui applique une f.é.m. arbitraire (cf. les formules (14) et 
(15) du n° 84). 

Les relations limites (1) et (2) du n° 83 permettent d'indiquer 
un lien simple entre la conductance transitoire à, (&) à l’instant de 
mise en circuit (£é — 0) et pour le régime permanent (f — ©) et 
les valeurs de la conductance opérationnelle À (p) pour p — et 


p = 0. A savoir, de l’égalité À — /,-p, en vertu de ces relations, 
nous obtenons: 


a(0)=limlp=A(x), &(s)=liml.p=A(0) (14) 
Pro > 


Les relations (14) sont commodes pour vérifier les calculs. 


: Donnons plusieurs exemples d'application de la méthode opé- 
rationnelle au calcul des circuits: 


1) Appliquons une f.é.m. constante Uo à un circuit, représenté sur la 
fig. 186, où une self et une capacité sont montées en série et La capacité est 


R, C 


FIG. 186 FIG. 187 


shuntée par une résistance. Nous trouvons la résistance opérationnelle d’après 
les formules (4), (5) et (6): 
1 LCRP+Lp+R 


NET RCp+1 è 
Co P+ 


Z=—Lp+ 


La f.é.m. opérationnelle est U — e , donc d'après la formule (3), le courant 
opérationnel est 
___Uo(RCP+1) 
p(LCRP+Lp+R)" 


Nous trouvons le courant transitoire à l’aide du second théorème de développe- 
ment. La fonction 1 (p) a des pôles du premier ordre aux points p — 0 et 


Pa — D ue LC° 


Si L< 4R?C, alors les racines sont no. complexes, 


RC Ve Ra 


Pi,2=—0+i0, où 6= 
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et le processus a un caractère oscillatoire. D'après la formule (15) du n°9 82, 
nous trouvons 


1 70 {es [ cosur + (5-4) sin ot} : (15) 


Si L > 4R2C, alors © est imaginaire pur, et, posant dans (15) o—ik, où À 
est réel, nous trouvons : 


@= 2 {1 ei[enus (ET) sh |}. (16) 


Le processus a un caractère apériodique. 
2) Calculons le courant à; (4) qui parcourt une capacité € dans le circuit 


(fig. 187) auquel on applique une f.é.m. constante U,. Soient Z, — R1 + 


et Z2 — R2 + Lp les impédances des branches du circuit parcourues par les 
courants ii (#) et i2 (4) (cî. fig. 187) et 


Z12 
Z=R 142 
*Z +22 
l’impédance du circuit entier. Nous avons TETE T1Z1= 1222, donc 
nr, d'où 
: ZT Uo£2 


I ET = ——— 
1 Zit2 pit 22 
Portant les valeurs trouvées de Z, et de (Z1+-2Z2) Z, nous obtenons : 


Uo(R2+ Lp) 


ÉNURCT ES ET 


L 
où a (ARR) L, 2B=(RHRD RE RiRoE TE, = 


Le courant 
transitoire est déterminé d’après la Re 3) du n° 82: 


U Rit-L 
4 (= D ent, (17) 


où px sont les racines du trinôme du second degré figurant au dénominateur de 
l'expression que donne 7, (p). 
3) Soit un ÉbSai RLC auquel on applique une f.é.m. sinusoïdale U, sin of. 


oo 
1 — —  — TJ ——— , 
Ici Z — Lp + RH U= CRE) 


donc le courant opérationnel est égal à 
Uowp 

G+u?) (Lt Rp+—) 
D'après le théorème de développement (15) du n° 82, 


iwt pot 
tn RE = = 9 RS ee ; 
io () 0 { — Lo?! Rio - Fe 1 (p$+ &?) (2Lpo +R) 


Ja(p)= . (18) 
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x R , sd R2 . . a 
OÙ Po= — 57 ti TC Me Co + iwo est la racine du trinôme du 


second degré qui figure au dénominateur de l’expression (18) (nous supposons 
que le cas oscillatoire a lieu, c’est-à-dire que &, est un nombre réel). Introdui- 


sant les constantes admises en électrotechnique: X — Lo — , X' = Lo + 


ie (réactances), Z* — |/ R?+ X2 (impédance), nous trouvons après de 


simples transformations : 


£ Vo : Us — Got .: 
0 (= Sin (Gt — 8) ———— 6 70 sin (opt — 60), 19 
o (= sin ( ) AVE (wot — 60) (19) 
où 
_X _ GX 
6-7, teôo-s y: 


4) Supposons qu’une f.é.m. appliquée à un circuit RLC soit égale à 


U, sin wt pendant l'intervalle de temps 0 < 4 <= , puis de nouveau nulle, 


Calculons le courant dans le circuit pour # >+ . La f.é.m. appliquée est: 
; x\ . 
u (t)—U) {10 sin ot—n (+ 2) sin wo? — 
= Ù !) sin ot t— T\sino (:— T 
= U 1. sin ot+n (#7) sin (— +) L 


où n (Q est l'échelon unité ; nous avons transformé le second membre de manière 
que l’on puisse appliquer le théorème de retardement. D'après ce théorème 


T 
___Uow Pa 
U Hu ({ +e ). 
Le courant opérationnel est égal à 
HA 


LH=ht@){U+e  %), 


où Zo(p) est donné par la formule (18). D’après ce même théorème de retar- 
dement 


MEL (—<)n(e- 5); 


additionnant le second membre de cette relation et le second membre de (19) 


n 
et remarquant que pour # >< nous avons n (: se ) = n (t)—1, nous trou- 
vons le courant inconnu: | 


AOa 
: Uo f : ® ( O9 ) } 

= — "> ,— 00 t— 60) -!- sin {@ont—ô0— 7 — " 20 
i (6) AVE" Le (@ot— 80) He of — 00 es (20) 


5) Appliquons au circuit (fig. 188) pendant le temps + une f.6.m. constante 
Us, et à l'instant & — 0 la f.é.m. cesse d’être appliquée; déterminer le courant 
dans le circuit pour £ > 0. 
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Calculons le courant dans le tronçon du circuit qui possède une self et 
trouvons la charge sur le condensateur à l'instant t — 0. Pour cela résolvons 
d’abord le problème d'un circuit auquel on applique une f.é.m. Uo. Soient 
1 et 2 les tronçons du circuit contenant respectivement R, Z et C ; nous avons 

7 
Zi=R+Lp, PE AE ee 
(le sens du courant est indiqué par les flèches sur la fig. 188). D'où J,— 


0 
= — - ; Lo = UC, donc 
P(R+Lp) ? 


; U si . 
hD=— Re * ), (= UVoC8 (D, 
où Ô (ti) est la fonction impulsion (cf. n° 83). Ainsi, à l'instant £—7T 


T 
io = à (D) = - 7 (EEE TR OT f 8 (t) dt UC (21) 
0 


n 


{cf. la propriété de l'intégrale de la fonction impulsion — formule (22) du 
n° 83). Résolvons maintenant le problème de débranchement du circuit RLC 


a 
A _R 
Tr L- 
b, c 

| C 


FIG. 188 FIG. 189 

avec les données initiales (21). D'après la formule (7), nous avons: 
R 

1 Re LU RE PS | 

(ati) 1e = Rae 5-2 


D'où, d'après les notations de l’exemple 3) et pour & réel, nous obtenons 


Uo t Uo_ ,-00t : SRE. vs 
NE e790 sin Oot — RQ e ° (@o COS Got — 09 Sin Got) (L—e L ). ( ) 


6) Deux circuits RLC identiques sont reliés par une induction mutuelle M 
fig. 189). A partir de l'instant & — 0 on applique une f.é.m. constante U; 
à l’un de ces circuits ; calculer le courant dans l’autre. À 
Le système d'équations opérationnelles est 


; 1 UV 1 
Lp+R 7)! MEET (PR 35) + Moh=0, 
(zr+ TC? 1+Mplo p'* P+ Eur Pf1 
d'où nous trouvons le courant opérationnel dans le second circuit : 
UoMp? 
T2 (D) = ——" "#5 © 
M?pi—(Lp?-+Rp+ +) 
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Les pôles de 7,(p) sont pa, —01 + i@y, P3,4== — O9 + ide, où 
o se OÙ 9 — : 
L2T2(LE M)" 127 C(L+EM) 
Nous trouvons l'original d’après le second théorème de développement (n° 82); 
après de simples transformations, nous obtenons: 
: U. et-i+rioi)l  Ç(—G2:rio) t 
(4) = Re PAR, ee — 
2 LE Mio  (L—M)i f 
Do [es œt et sin ot (23) 
T2 lo. M @ TM | È 
7) Considérons un filtre électrique, c’est-à-dire un circuit formé d'un nombre 
quelconque de cellules (sections) en série (fig. 190). Nous supposons qu'une 


2 
OL, 2° 


FIG. 190 


Î.é.m. est appliquée à la première cellule par l’intermédiaire de l’impédance 


3 Z' et que la dernière cellule cest fermée sur cette même impédance + Z'. Appli- 
quant successivement la loi de Kirchhoff aux cellules fermées, nous trouvons: 


2Z'I+2(0—1)=U, | 


Z(o—1)— 12 —Z(h— 130, | C4 


% + ss CE] 
: 1 
—2 (nu ln)+ 52" ln 0. | 
Dans les cellules voisines (excepté la première et la dernière), les cou- 
rants sont ainsi liés entre eux par une équation aux différences finies (*) 


(22421) Ta —2 (Ina + In-1) = 0. (25) 

On peut chercher, d'une façon formelle, la solution de l'équation (25) de la 

même manière que la solution de l'équation différentielle correspondante, 
à savoir : 

18 = AeVk + Be, (26) 

où À et Z sont des constantes arbitraires et y est choisi convenablement, 


(*) Introduisant les différences AZy — 141 — In et Ar = Alpys — Ar, 
nous pouvons écrire l'équation (25) sous la forme ZA?1;_1 — Z'Ix — 0. Cette 
équation appartient à la classe des équations linéaires aux différences finies 
(à cocfficients constants). La résolution de ces équations est en beaucoup de 
points analogue à celle des équations différentielles correspondantes. Le lecteur 
pourra trouver dans le livre de A. Guelfond « Calcul des différences finies » 
(Dunod, Paris 1965) des renseignements sur les équations aux différences finies. 
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Portant (26) dans (25), nous obtenons l'équation qui permet de détermi- 
ner y: 2Z+Z—2Z ch y—0, d’où 


Z! 


Les constantes À et B sont déterminées par les «conditions aux limites», 
c'est-à-dire par la première et la dernière équation (24). Déterminant ces 
constantes, nous représentons l’expression (26) sous la forme 

_ U ch(n—k) y E 


HR h yshny ? (28) 


Considérons pour exemple un /iltre à bobines d'induction, pour lequel Z'— 


=R+4Lp, Z=——> et auquel on applique une f.é.m. constante Us. Nous 


pC 

avons de (27): 

R 2 

Er PTT “—chy)=0, (29) 
et la formule (28) prend la forme 
LU c°E CE 
RT 70" "shyshny ‘ 
iv 


Ici, le dénominateur s’annule aux points VW= (v=—0,1,...,n) auxquels, 


d’après la formule (29), correspondent les pôles du premier ordre 


p=0, p= À (v=0), p=—-c+io, (v—1,2,...,n), 


où 6 =— # ro) VE 1 — co; Æ) No trouvons l’original 
LE a eu | ar ans 8 


ir (t) d'après le théorème de développement. Pour cela, utilisant la formule 
(29), nous calculons d’abord 
r _ _d RC 
B mr à (shyshny)=(cthyshny+nchny) (Lcr++) : 
Passant ici à la limite, lorsque y — yo — 0 et, respectivement, lorsque p — 0, 
— 5 , nous trouvons B4 — +nRC. D'une manière analogue, lorsque + — y, — 


= in et p—+ —0, + i®,, nous trouvons Ba == +2i (—1)2 nLCo, et, lorsque 


v—y (V=t 2... nn — 71), By — +i(—1)" nLCw,. Alors le théorème 
de développement donne le courant dans la k-ième cellule du filtre: 


RI 
y Vo 4 Uo oi 


ir (9 = rR RAR & nLon SORT 


n—1 
2Ug 01 sin Oyt kvx 
+ — à Ds Eh 2 — {30 
nL Oy Fe n s9 


v=i 


Ici, le premier terme donne un régime permanent et il est égal à la tension 
divisée par la résistance ohmique totale, les autres termes donnent le courant 
transitoire. L’amortissement des termes oscillatoires est le même et, pour les 


petites les fréquences sont 


Æ 

2L * 
Le sin Je 
VEC 2n ° 


OR & 


sr | 2 ; À ; 
La fréquence maximale est ©, ET ; la différence entre les fréquences 


diminue lorsque n croît, c’est-à-dire que le filtre entre bien en résonance pour 
toute une bande de fréquences. Pour cette raison, on l’appelle filtre à bande. 
8) Un filtre à une infinité d'éléments est plus simple à étudier. Dans ce 
cas, l’équation (27) ne change pas et il faut passer à la limite dans la for- 
mule (28) lorsque n —+ co: 
Ue-h? 


= 


(81) 
(nous supposons Rey>>0). Remplaçant ici Zshyÿ par Z Vch2y—1 et eŸ 
par V'ch2y—1--chy, nous obtenons d'après la formule (27) 


NO PATEN 


LR = ——— a — 
VZZ’ V1 | 2! (32) 
eZ 
Considérons, comme exemple, un filtre infini formé de capacités et de résis- 
1 | Le 
tances 26: Z'=R) , auquel on applique une f.é.m. constante Us. 


La formule (32) donne: 
2, = 20 G+h= V2)" 
FX rt 
où he . Nous trouvons, d’après la formule (31) du Dictionnaire, l'original 
: 2U9 - 
(= en (D), (33) 


où /x CES est la fonction de Bessel modifiée d'ordre % (cf. n° 96). 


86. Equations aux dérivées partielles. La méthode opérationnelle 
s'applique avec succès à La résolution des problèmes dits non station- 
naires des équations de la physique mathématique. Pour plus de 
commodité, nous nous bornons au cas où la fonction inconnue x dé- 
pend de deux variables indépendantes x et # dont la première est 
interprétée comme une coordonnée spatiale et la seconde comme le 
temps. En outre, nous Supposons que l'équation différentielle a Îa 
forme 


o2 2 0 
Llu=a ps +0 out Gt Ge 0, (n 


où a, b, c, ai et b4 Sont des fonctions continues de la variable x, 
données sur l'intervalle 0 & x < L. Nous supposons toujours que 
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a > Det nous considérons deux cas fondamentaux : 1) a; << 0, le cas 
hyperbolique, et 2) a; = 0, b; 0, le cas parabolique. 

Dans notre cas, le problème non stationnaire s’énonce de la fa- 
çon suivante: 

Déterminer la solution u (x, t) de l'équation différentielle (1) pour 
0<Lzx<let it > 0 qui vérifie les conditions initiales données 

Ou (x, 0} 
u(r 0)=p{r), ME LH() (2) 

(on ne donne la deuxième condition que dans le cas hyperbolique) 
et les conditions aux limites 


u(0,)=f(), auto, 


où «, B et y sont des constantes (*). | 
Le problème est non stationnaire. En effet, on considère une 
solution essentiellement dépendante des conditions initiales (régime 


« non permanent », « transitoire » du processus physique). 
ou ou Pis . 
x À 5x + considérées comme fonctions de 4, 


UD pu (1 D (3) 


Supposons que u, 


sont des originaux et notons 
Le 2 
U (p, x)— | u(x,t)e-rt dt 
U 


l’image de la fonction uw. Alors, en vertu de nos suppositions, 


Le,0) 
êu _. ôu au du  . | du dau 
Feat, Dir | FL arr: 
U 
(nous notons la dérivation de U par rapport à x par le symbole d 
et non par 6, car, partout par la suite, p est considéré comme un para- 
mètre). D’après la règle de dérivation des originaux, nous obtenons 
encore : 
â 


2 
Te pU —u (x, 0), D PEU —u (x, 0) p—°#%0, 


ou, encore, tenant compte des conditions initiales, 


êu Œu p° 
= PU—G(z), 5 = PU — po(x)—Ÿ (x). 


Supposons encore que f(t) soit un original et F(p}—=f({), alors les 
conditions aux limites donnent 


Ulo=F(p), [a -+B(U—@)] = V0 ler. 


(*) Les conditions aux limites peuvent changer un peu. De plus, on rencon- 
tre souvent le cas où / — oc, alorsla deuxième condition aux limites disparaît, 
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Ainsi, la méthode opérationnelle ramène la résolution du problème 
non stationnaire posé plus haut pour l'équation aux dérivées partielles 
(1) à la résolution de l'équation différentielle ordinaire 


au dU , 
as tb + AU+B=0, (4) 
où | 
A=c- ap + bip, B = —a;pq — ab — bg 
et p est un paramètre complexe, avec les conditions aux limites suivantes : 
av 
Ulso=F(pl [a +(Bp—nU—pp] 0. (5) 


Les raisonnements donnés ci-dessus montrent que pour les conditions 
adoptées, l’image U de la solution w du problème non stationnaire 
satisfait à l'équation (4) et aux conditions aux limites (5). Si l’on 
sait que le problème non stationnaire admet une solution unique qui 
satisfait avec $es dérivées des deux premiers ordres aux conditions 
imposées aux originaux au numéro 79 et si l’équation (4) avec les 
conditions aux limites (5) admet une solution unique U, il est alors 
clair que la solution du problème non stationnaire peut s’obtenir 
comme l'original de U. 
Donnons plusieurs exemples. 


1) La température w (x, {) dans une tige fine satisfait à l’équation 


ôu o2u 
Tdi EX) , (6) 


où a? est un coefficient constant. Considérons la répartition de la température 
dans une tige semi-limitée 0 < x << oc si l'on connaît la loi de variation de la 


température à son extrémité de gauche et si la température initiale de la tige 
est nulle: 


u lf=o — 0, u |x=0 = f (6). (7) 
Passant aux images, nous obtenons l'équation différentielle ordinaire 
ŒU 
pU — a? FA , (8) 


contenant le paramètre complexe p et dont la solution doit satisfaire à la con- 


dition 
U Ix=0o = F (p). (9) 


La solution générale de l'équation (8) est 


_ HA 
U=Ce % tCyet ; 


ici, on doit prendre C;—0 car autrement U croîtrait indéfiniment lorsque 
x o. La condition (9) donne alors C—F(p), donc 
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Pour déterminer l’original, considérons d’abord le cas particulier f (4) —1, 
Vr 


—— x 
a 


alors F (= ; mesh et, d’après la formule 42 du Dictionnaire, 


nous trouvons l’original de U,: 


u1 (x, t)—erfc { = À ——— \ eat. (10) 


T 
2a Vt Va 
Dans le cas des données aux limites arbitraires (7), nous utilisons l’intégrale 


de Duhamel (6) du n° 81; nous avons U (p)==pF (p} U;,(p), donc (*) 


x2 
x f(T) kart 
us = | dt — 
en 2a V x J (t—+)/2 
> 2 2? — £2 
7x (ms) te us 
x 
2a Vi 
(nous avons posé Ë = —). Pour x — 0, nous trouvons u (0, # — 
"2 Vt—T 


= f (#) erf (oo) — jf (t) de l’expression (11), ce qu'il fallait démontrer. 

2) Considérons le même problème mais avec rayonnement de la chaleur 
dans un milieu de température nulle à l'extrémité gauche du conducteur, la 
température initiale de la tige étant us — const. Le problème se ramène à la 
résolution de l’équation (6) avec les conditions initiales et aux limites sui- 
vantes : 


ôu 
u lt 0 = Lo; mes Dame le 0- (12) 
L'’équation opérationnelle à la forme 
| aU 
pU — a? D = Uoi 


il faut la résoudre avec la condition: ae AU], _Q- La solution de 


dx |x=0 

cette équation, bornée lorsque x + æ, a la forme 

ù 2. 

U = Fe +Ce 2 ë 
(*) Avec les notations du n° 81, nous avons ici g(t)—erfc (>) : 8 (0) =0, 
2a V1 

x2 
4a?t 


8" (t)=—  — 
2a Var? 
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Utilisant la condition aux limites, nous trouvons: 


_ uo h Es = 
U—=— (1 = e = 
ê Vr 1} 
a 
fe üug 1 ner 
7 )+< (Zu) e , 
P ll 
a 
V? 


FA 
’aprè icti i ea *— erfc Gr ) 
D'après la formule (42) du Dictionnaire, nous avons L € a = 2 V1 ; 


nos ; x Ê ; ss 
donc, l’original du premier terme est u, erf ( s =) . Pour déterminer l'original 
a t 
du deuxième terme, remarquons que, d'après les théorèmes de retardement et 
d'homothétie, 


x 
D — 
FD — € ae h(at—x) n(at—x). 
ALL 
Alors, d’après la conséquence (11) du théorème d’Efros (n° 81), 
; LE +, she 
F(VP) __1 D ré te 3 Lu 
Vr OV Vi, Vu) 
a a 
T-+ 2aht 


Faisant le changement de variables =-£, nous trouvons : 


2V+ 
z hx+-a2h2t T rs 
—— |) << erfc (= +an Vi }} . (13) 
2a Vt ) 2a V't 
3) Considérons la répartition de la température dans une tige limitée 
0 < x < 1, dont l'extrémité de gauche est calorifuge et l'extrémité de droite 
maintenue à une température constante u, ; la température initiale w, est égale- 


ment constante. Le problème se ramène à la résolution de l’équation (6) avec 
les conditions 


VACADET {eri ( 


u = cu = =u 
#0  Ÿ  Gxlx=0 x=l # 
‘L’équation opérationnelle a la forme 
æU P $ uG 
ve Dr enr 
il faut la résoudre avec les conditions 
dU Un 
—— 0, U = — + 
dx |x—0 lei P 


On prend la solution générale de l’équation opérationnelle sous la forme 


V2 z+C;ch V? Z; 


, 
a 


ug 
ÜU—=—+C;sh 
pr AS 
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la substitution de la première condition aux limites donne C1 —0 et celle de 
U1— u9 


la seconde C,— - moe 
F ch on V? 


. Ainsi, l’image de la solution a la forme 


c 

y" 4 MU a : 
FETE 

P P ch=— Wp 


La fonction U (p) est uniforme, car le cosinus hyperbolique est une fonction 

paire et son développement en série de Taylor ne contient que des puissances 

paires. Cette fonction est méromorphe et a des pôles simples aux points p — 0 
2 2 

et px = (x) (4 = 1, 2,...). On peut démontrer qu’elle satisfait 

aux conditions du second théorème de développement (*). 


LL, — I = 
Posons À (p)==u0 ch —VPr + (y — uo) ch®V?, B(p)=p he Vr: 


À (p) _ ee _, em f, Se 
alors U 5 : 4 (= us, B'(0)=1, et pour p= pa — (> À 
où & — 1, 2, ..., nous avons: 
À (pr) = (ui — uo) ch = (e 5) in —(uy— ug) cos (45) e : 
A kT 1 
B' (on) = Vrash Va (1 + (es). 
Le deuxième théorème de développement donne alors 
2 © n k 1 2 a2x? (5) 
u (x, Du 24 te). > 9 cos (x) _. és ne. (14) 


k=1 k— 


4) Pour diminuer la vitesse des neutrons qui sont libérés par la réaction 
en chaîne dans les piles nucléaires, on utilise des modérateurs (en général à 


(*) Indiquons l’idée de la démonstration : posons LV — g; alors, répé- 

tant le raisonnement que nous avons donné au n° 714 pour ctg z, nous montrons 
ch _ Vr ch _ q 

que la fonction Se  — est bornée dans le plan duquel on a retranché 
ch zVPr ch q 


1 ch EVr. 

(à l’aide de petits cercles) les pôles. Il en découle que la fonction — FR GE 

Fehyr 
a 

tend vers zéro, lorsque p —+ ©, sur un certain système de circonférences (con- 


dition 2 du théorème) ; de plus, puisque pour les grands | p | le module de cette 
fonction n'est pas supérieur à une certaine constante multipliée par 


n xl VTp] 
— e © 
lPl 


sur la droite Re p — « (condition 3 du théorème). 


et comme x < 1, cette fonction est absolument intégrable 
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graphite). Considérons un modérateur qui a la forme du demi-espace x >> 0 
et qui contient une source plane de neutrons, à savoir dans le plan x — x. 
Pour des suppositions connues qui simplifient le problème, le processus d 
ralentissement des neutrons y est décrit par l'équation différentielle ‘ 


Ô , 8 02 , 6 
DROLE 4 8 (2— 5) 8 (0), (15) 


où 8 est l’âge symbolique des neutrons, y (x, 60) la densité de leur ralentisse- 
ment, c’est-à-dire le nombre de neutrons dans l’unité de volume et par unité 
dé temps, et à la fonction impulsion (*). 

Il faut résoudre cette équation avec la condition aux limites 


G) 
(7 2) 


où y est une constante (physiquement parlant, cette relation exprime la con- 
dition que le flux total de neutrons à travers le plan x — 0 est nul), et avec la 
condition d’après laquelle la densité de ralentissement tend vers zéro lorsque 
Tr ©: 


=0, (16) 


x=—0 


lim 4 (x, 0) =0 (47) 


X—00 


pour tous les 6. Il n’y a pas de conditions initiales (des conditions pour 8 — 0) 
car l'équation contient la fonction impulsion. | 
Appliquant la transformation de Laplace par rapport à 6 et utilisant la 


relation 6 (8) = 1, nous en déduisons l'équation opérationnelle 


d2X 
pX = TE + Ô (z— x). (18) 


La présence, dans cette équation, de la fonction impulsion conduit à ce que 
la solution de cette équation, tout en restant continue pour x = xç, à une déri- 
vée discontinue en ce point. En effet, intégrant l'équation (18) par rapport 
à x le long du segment (x — k, xo + k) et utilisant la propriété de l'intégrale 
d’une fonction impulsion de Dirac, nous trouvons: 


n'a aX [oh 
X0- 
X dr — +1, 
P | F dx |xo-h ‘ 
xo—h 


d’où, tenant compte de la continuité de la fonction X, à la limite, lorsque 
h—0, nous avons: 


ax 


dr 


ax 


x0-0 dx 


= 1 
_—. (19) 


En partant de ce qui vient d’être dit, la solution générale de ‘l’équation 
(18), pour x € ro, peut être mise sous la forme 


x = Ae(o-x) VP 4 Be-(xo-x) VP, 
et pour x > +0, tenant compte de la condition (17), sous la forme 


. x=Ce- (x) Vr, 


{*) Le lecteur pourra trouver l'établissement de l'équation (15) dans le 
livre de 7. N. Sneddon [10]; $ 27. 
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où À, B et C sont des constantes. Les conditions (16) et (19), ainsi que la 
condition de continuité de la solution pour z— 9, nous conduisent au système : 


AfGt+y y?) VrLB(1—yVp)e-"%"P=0, 
VRr(—A+B+C)=1, A+B—C=0, 


qui détermine complètement ces constantes. Résolvant ce système et effectuant 
de simples transformations, nous trouvons la solution opérationnelle : 


e-tt-xolVR (+0) Vr Ç-(x+x0) VE 
> À — 2 — — ———— 
2V? 2V? vr+VPr 


On trouve dans le Dictionnaire les originaux des deux premiers termes. 
Pour trouver l'original du troisième terme, posons 


Nr: Ver 


Bot Vr  Vr 


x=— . (20) 


nous avons alors F (p) — et, d’après le théorème de retardement, nous 


e 7 %P 
1+86pP 
_ ta 

trouvons l'original f (é) — æ e né — a). Donc, d’après la conséquence 
du théorème d’Efros (formule (11) du n° 81), nous avons: 

Le2 
_ — 0 T T2 

on = sr. \ a. Ex. 
Bp+Vr BV 


Il est facile d'exprimer l'intégrale obtenue par la fonction erfc si, après 


T ; 
avoir dégagé de l’exposant un carré parfait, nous posons vit + = Ë; 
nous avons enfin 
av? œ Lt FT 
ERA ir erte ce X5). (21) 
Br+Vr : P 2Vr  B 


Ainsi, nous trouvons l’original de la solution (20), c’est-à-dire l’expres- 
sion (*) définitive de la densité de ralentissement des neutrons: 


: _ (= xo)? _ (+0)? 
"7 pe A) Le 
x (x, 0) 17 + 
n ætxo | 0 
——e Ÿ % crfc (++ ve |. (22) 
Ÿ 2/6 Ÿ 


Donnons encore l'expression approchée de cette fonction pour les petites 
valeurs de y. Utilisant la formule asymptotique de la fonction erfe x (formule 
(11) du n° 76), nous pouvons écrire pour les grands x: 


— x2 
e-* 


ze Va. 


(*) La discontinuité de la dérivée de la solution opérationnelle au point 
Ææ — x disparaît lorsqu'on passe aux originaux. 


erfc x Æ 
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Donc, pour les petits y, le dernier terme de la formule (22) est asympto- 
tiquement égal à 


_ &+%0)? (x+xo)? 
1 x] 1 z +79 7748 
a = & — —=— (1— 1) e 
vx ( z+ro , VE ) V/78 20 
28  ? 
et pour les petits y, nous avons : 
1 _ {æ=x0)? _ {x+xo)2 + {x4-x0)2 
10 40 T + 7x9 — 40 
VAUX 6) = ——— {e — € } —_—_—__—_—— . 23 
2 V6 F 260 V/rô 1 Vo 


. Ilest important, pour les applications physiques, de savoir déterminer le 
point x — x, en lequel la vitesse de ralentissement est nulle et que l’on appelle 
point extrême d’extrapolation. D'après l'expression approchée (23), nous trou- 
vons de la condition % (x, 0) = 0 

XcX0 Xc+x*0 


1—e 7 8 


Si l'on suppose de plus que rer est petit par rapport à 0, nous trouvons: 
— Zero = Y (te + #0), d'où 

VIOL 
zo+Y Lu 


5) On considère dans la théorie linéaire de l’écoulement non permanent 
autour des ailes d’un avion le problème suivant (*). 

La fonction de deux variables f (x, y), le potentiel réduit de l'écoulement 
supersonique autour de l'aile, est nulle pour x 0 et pour x > 0 satisfait 
à l'équation différentielle 


Te — 


@f of, 

Feat di (4) 
où b? et c2 sont des constantes positives, et pour z—0 aux conditions nulles: 
ôf 
Fee =0 ; 


en outre, f (x, y) est bornée lorsque y —+ + oo. 

A partir de considérations physiques, on peut supposer que la fonction 
— À no — a (x), la déflexion réduite sur la surface de l'aile, est connue et 
on demande d'exprimer, à l’aide de cette fonction, les valeurs du potentiel 
f (x, 0) sur la surface de l’aile. | 

Le problème se résout d’une manière élégante à l’aide de la méthode opé- 
rationnelle. La transformation de Laplace par rapport à la variable x fait cor- 
respondre à la fonction f (x, y) la fonction F (p, y) qui satisfait à l'équation 


&F 
es 2 2 = 
dy? b? (P +2) F 0, 
2 
où = est une constante positive. La solution générale de cette équation 
a la forme 


. _bV r2+A2 2LA2 
F=Ce-bVrErR y Lç, ee VPÈERU, 


(*) C£. par exemple, L. Howarth, « Modern developments in fluid dyna- 
mics »; High speed Flow 1953, Band 1, Kap. IX, $ 6. 


36—0149 


562 CH. VI. LE CALCUL SYMBOLIQUE ET SES APPLICATIONS 


en outre, C1—=0 dans notre problème, car F(p, y) doit être bornée lorsque 
y ——Lo. Donc, 


dF CET 
ee = —Cb V PEL —A(p), 
AE VrE (P) 
où À (p) est l’image de la déflexion & (x): d'où 
F (P; DSC: . 
VAE 


Appliquant le théorème de multiplication et la formule 28 du Dictionnaire, 
nous trouvons la solution du problème : 


fes 0)=+ | a (28) Jo (AE 46. C5) 
0 


6) Une barre de longueur Z se trouve à l’état de repos et son extrémité 
zx — 0 est fixée tandis que la force À sin &t, dirigée suivant l'axe de la barre, 
est appliquée à l’extrémité libre æ — L. Déterminer les vibrations longitudi- 
nales de la barre. 

L’équation des vibrations de la barre a la forme 


o2u > ô2u 
—— = 4 a 
ot? 022 ? 
où u — u (x, t) est le déplacement longitudinal et 4? un coefficient constant 


qui dépend du matériau de la barre. Les conditions initiales et aux limites 
se ramênent aux suivantes : 


ou du A : 
— —0: 0: = i 26 
u|i_0 ral 0; u|,_9=0; Li F Sinot, (26) 
où Æ est le coefficient d'’élasticité (*). L’équation opérationnelle a la forme 
CAE 
PUSÈ TT: 


il faut la résoudre avec les conditions 


au A n) 


D lco = 05 dx fx E pro * 


Prenons la solution générale sous la forme 


U-=Cich£z+0C, sh? x: 
a a 


en y faisant x—0, on trouve C1=0; x—1 donne 


(*) Nous avons tenu compte de ce que, d’après la loi de Hooke, la force X, 
qui agit le long de la barre, est liée au déplacement par la relation 


ôêu 
X=E 0x à 
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Ainsi, la solution opérationnelle a la forme 


= b sh©p 
Sr La à (27) 
p (p?+@?) che 
a 


Pour déterminer l'original, on peut recourir de nouveau au deuxième théorème 
de développement. La fonction U a un pôle réel p — O0 et une infinité de pôles 
purement imaginaires qui sont deux à deux conjugués complexes. Les pôles 


qui se trouvent dans le demi-plan supérieur: p — io, p, — I k — 3) LL 
= ioz (4 — 1, 2, 3, . ..), sont tous du premier ordre et différents si ©, © 


pour tout entier 4 (c’est la condition d’absence de résonance que nous supposons 
vérifiée). En partant du deuxième théorème de développement, nous obtenons : 


u(x, t)—2Re { A (GG) iots > A (pr) opt} 
k=1 


B’ (iv) B” (px) 
1 ro) 2ab _ ou Re sin Ogt 
Ha CE pue 0. 2 Re Ne SIDCÈRE 
- sn x sin @i+ 1 > (—1) GE oO ” (28) 
o or k=—1 


; 7) Deux barres identiques de longueur ! se déplacent le long de leurs axes, 
à la rencontre l’une de l’autre, avec une vitesse identique w. Déterminons le 
déplacement des points des barres après le choc. 

Supposons que le choc se produit pour # — 0 à l’origine des coordonnées. 
En vertu de la symétrie, il suffit de considérer le déplacement u (x, t) des points 


d’une des barres, par exemple, de celle de droite. Le problème se ramène à la 
résolution de l’équation 


o2u 2 du 
— = — 
ot2 0x? 
avec les conditions 
Ju ôu 
0 Ta = — . + —— = 
u lt—0 ? ôt 1=0 vo ; # lx=0 0, Ôx xl 
L'équation opérationnelle s'écrit sous la forme 
d2U 2 ; 
DER | A (29) 
dr? a? a? 


et les conditions aux limites deviennent 


au 
Use 0, ne 


dx x=l 


Pour ces conditions, la solution de l’équation (29) a la forme 


Se Un 2x 
LeA (42 
vg vw € +e 
ne HE — + (30) 
1+e © 
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2pl 
Développant (1+e %)-1 en progression géométrique (convergente, car 
2pl 


le % ]<1), nous obtenons 
œ his 2(R+IU-x 


v v 
U=—-rt-r Di(—iMte * +e "up 
appliquant ensuite le théorème de retardement, nous trouvons l'original 


u (x, EE af (re ) ” (:- Pte)4 
k—0 


+(:- 2(k+1)1—x }n (:— 2(k+1)l—x }]}- (31) 


a a 


Cette solution est valable tant que les barres sont en contact, c’est-à-dire tant 


que du << 0. Mais nous avons de la formule (30) ous ue SUP eue 
OZ |x—0 dx |x=0 ap a 
et, d’après la formule (19) du n°80, . = —g (it), en outre, dans cette 
X= 
formule 4 = ;, T = nie . Donc Ds << 0 seulement pour ocr<2t. 
a a Ôx |x=—0 a 


et pour cette portion seulement trois termes sont non nuls dans la formule (31), 
c'est-à-dire 


u (x, pv {—t+ (2) ñ (—+)+(-2—) n (- =) } Â 


_ 21 ôu sre 
On voit que, lorsque # —+ 7? NOUS avons w (x, &) + 0, sine c'est-à-dire 


que les barres s’écartent l’une de l'autre sans vibration avec la vitesse v. 


87. Calcul de longues lignes de transport de l'énergie électrique. 
Nous allons considérer une ligne longue à deux conducteurs comme 


Radx Ldx 


FIG. 191 


un système de résistances, d’inductances, de capacitances et de per- 
ditances uniformément réparties; nous désignons leurs grandeurs 
rapportées à l'unité de longueur respectivement par R, L, C et G 
(tig. 191). Nous fixons une portion de ligne entre les points x et 
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æ + ÂAx; alors, pour la tension & et le courant i nous avons: 
u(x, t)}—u(r+ Ax, ) = LAx + RAr- i, 
i(x, 1) —i(x + Ar, 1) CAx + GAx-u, 
et, passant à la limite, NE Az —+ « nous avons : 


— # : =LÈ + Ri, — =c+ = + Gu. (1) 
Ce système d'équations aux dérivées partielles du premier ordre se 
ramène facilement à une équation ; par exemple, pour le courant, nous 
avons 


LC +(CR+GD + RG- TE, (2) 


ot? 
et on a une équation identique pour la tension. Puisque les coeffi- 
cients Z et C sont non négatifs, l'équation (2) est donc soit du type 
hyperbolique soit du type parabolique, selon que LC => 0 ou LC — 0. 
Désignons par U et I respectivement les images (par rapport au 
temps) de la tension et du courant et par à et wo les valeurs de ces 
derniers pour £ = 0; alors il correspond au système (1) le système 
opérationnel suivant : 


(Lp+R)1=— + Li, (CPHGQU=— + Cu (8) 


Eliminant le courant opérationnel, nous en déduisons l'équation 
pour U 


Ne SAC PR (4) 
où 
= Vip + Cr +0 (5) 


est le coefficient de propagation de l'onde. Dans le cas des données 
initiales nulles, le second membre de l'équation (4) est nul et la so- 
lution générale de cette équation a la forme 


U — Ae-v* + Bev*, (6) 


où À et B ne peuvent dépendre que de p et non de x. Ces fonctions 
sont déterminées d’après les conditions aux extrémités de la ligne. 

On obtient pour le courant opérationnel une équation analogue 
à l'équation (4), cependant, connaissant Ù, il est plus commode de 
déterminer le courant à l’aide de la première équation du système (3) : 


1e 7 (Lio). (7) 
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Dans le cas des données initiales nulles, utilisant la solution (6), 
nous obtenons: 


I =Z (Ae-v*— Bev*), (8) 
où 
LpER 
Z=— ENS _. à (9) 


est ce qu’on appelle l'impédance caractéristique de la ligne. 

Dans le cas général, l'étude des équations d’une ligne longue pré- 
seute de grandes difficultés et, d'ordinaire, on fait certaines supposi- 
tions qui permettent de simplifier le problème. On suppose, par 
exemple, que la longueur de la ligne est infinie. D'’ordinaire, on 
représente une telle ligne de longueur infinie allant du point x = 0 
vers l'infini le long de l’axe positif des x. La condition d’après la- 
quelle U et Z sont bornées à l'infini conduit à ce que, dans les équations 
(6) et (8), le coefficient B est nul (nous supposons Re y > 0), et ces 
équations prennent, par conséquent, la forme 


U—Aev, I=Le-v, (10) 

Du point de vue physique, notre condition signifie que nous négli- 
geons les phénomènes de réflexion des ondes sur l'extrémité de la ligne. 
En outre, on néglige parfois différents paramètres de la ligne ou 


on suppose que ces paramètres sont liés entre eux par certaines rela- 
tions. 


Voyons plusieurs exemples. 
1) Ligne infiniment longue sans inductance et perditance (câble électrique) (*). 


f 
Ici, L—G—0, y — V'RC»r, Z = V = ,; donc, les équations (10) prennent 
la forme 


U— 4e" VRCPX, 1-4 STE (41) 


On détermine la quantité À en partant de la condition que la ligne est parcourue 
ar un courant. Par exemple, si on applique une force électromotrice constante 
à l'extrémité de gauche, alors, de la première équation (11), pour x — 0, nous 


avons À — _ et, d’après les formules 42 et 16 du Dictionnaire (avec a — 


— VRC x), nous trouvons, tout de suite, la tension et le courant : 
RCx? 


u (x, 1} =Uperfe (Se): i (a, = > , 


(*) Dans le cas d’un câble souterrain ou sous-marin, on peut, vu la proxi- 
mité des conducteurs, négliger la self et, pour une bonne isolation, la perdi- 
tance. : 
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Remarquons que le problème de la détermination de la tension est analogue 
au problème de la détermination de la température dans l’exemple 1) du n° 86 


(il suffit seulement de poser « — =) . Donc, d’après la formule (11) du 
V'RC 


1° 86, lorsqu'on applique au câble une force électromotrice quelconque dont la 
loi de variation est donnée par la fonction f (), nous avons: 


u (xt, t) = = | Î (5) eÉ? dé. (13) 
pee 
2 î 


2) Il est commode de déterminer directement le régime permanent dans un 
câble électrique à l’aide de la formule d’inversion de Laplace en utilisant la 
méthode de déformation du contour qui a été exposée à la fin du n° 78. Comme 
exemple déterminons le courant permanent lorsqu'on applique une force élec- 
tromotrice uw (t) — Uo sin œt au câble. 

Nous avons à partir des équations (11) 


7 =_UVo® CP ,- VRCpx 
p?+ w? R ' 
et, d’après la formule d’inversion, 
—— io L 
: Uow 'E V? - V RCD x+pt 
Ge V r |) Frw° ap. (14) 
À—i00 


Déformant la droite d'intégration de manière à obtenir le contour ZL représenté 
sur la fig. 174, nous trouvons, d’après la méthode du n° 78, 


= : RCo nn 
i (x, D = V0 AC VV D oi (ut+ x V” e }— 


R 
Uow y 
2ri "R j: 
L 


où le premier terme est la somme des résidus de la fonction à intégrer de (14) 


aux points singuliers p = +iw (V/p est la branche de la racine qui est définie 
par la condition —n << arg p < n) et on intègre la même fonction que dans (14). 
Posant pt — q, nous trouvons: 


Us 
=, le. PT 
L je t?3 (+ w?) 


où L* est un contour de la même forme que Z. On voit que, lorsque # —+ oo, 
l'intégrale tend vers zéro, donc le courant permanent est 


CD 


Co N'ES ñ 7 RCo 
berne Cs UN 2 sin (ot+ ep +) . (415 


En particulier, faisant x — 0, nous trouvons le courant permanent à l'entrée 
de la ligne: 


F 


; Co . Ta 
iperm. = Vo J/ Re (wr++) . 
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3) Alimentation d'un câble électrique par l'intermédiaire d'une impédance. 
Supposons que l’on applique une f.é.m. wo (é) à l'extrémité gauche d’un câble 
électrique par l'intermédiaire d’une impédance Z5. Comme on le sait, une f.é.m. 
appliquée est la somme de la chute de tension sur l’impédance et de la f.é.m. 
à l’entrée de la ligne: 


UP) = Zol |x=0 + |x=0 (16) 


Pour le câble du système (11), nous trouvons U|;_g—4, ee À, 
donc, la condition (16) se met sous la forme 


Uotp)=A (142 ©) 3 (17) 


d’où nous trouvons À. " 


Par exemple, lorsqu'on applique une f.é.m. constante Lo à un câble par 
l’intermédiaire d'une résistance R9, on a 


Uo à R 
ET Ve D à 
P (1 + y +) 
D'où, d’après les formules (11), la tension opérationnelle est 


Uoe”® V? 2. Do Fr. V?p Uo e-% Vr 


(44) . VW HV 


où &æ—x VAC. D'après la formule 42 du Dictionnaire et la formule (21) 
du n° 86, nous trouvons l'original : 


RC eh RC 
u (x, t) —Uoerfc ( 5 Ve) —Ug erte | yes Vi). 
D'après la formule al nous en déduisons le courant opérationnel 


e—% V? TRES Er Cp HUE e 7% V? | 
R _p 


a) 3 +V? 
. Uo st RC 
i(x, t) = e erfc Ex VA). (19) 
4) Ligne infiniment longue sans pertes US Conformément aux for- 


mules (5) et (9), le coefficient de propagation de l’onde est v=VICr=À., 


li 


donc 


où v— 


est la vitesse de propagation de l’onde et l’impédance caracté- 


, donc 


ne P 
2 x C x 
UÜU — Ae , I — A Ae . (20) 


4 
Ve 
ristique Z— VV 
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Ici, A=U |;-, et si on applique à la ligne une f.é.m. arbitraire f(t), alors, 
d’après le théorème de retardement, nous avons : 


u (x, p=i(r—<), (x, = Li(r<). (21) 


Cela signifie que le long d’une telle ligne, les ondes de tension et de courant 
se propagent avec une vitesse constante v sans modifier la forme. 
5) Ligne infiniment longue sans déformation. C'est ainsi que l'on appelle 


une ligne dont les paramètres vérifient la condition = — Ô. Ici, y — 
p+ÿ sept = TL . 
=—— » où de 7 inf à c et, par suite, 
-2#9 . ER =P+ê & 
UÜU — 4e » Î—= 74 T Ae (22) 


Si l’on applique une f.é.m. quelconque f(t) à une telle ligne, alors 


u@ De V'(e-E), ep. (2). (23) 


Cela signifie que dans une telle ligne, les ondes de tension et de courant se pro- 
pagent avec une vitesse constante v sans changer de forme et avec un amortisse- 
ment constant. 

6) Ligne infiniment longue avec pertes, mais sans perditance (G — 0). Dans 


ce Cas, y =LVF+ 2ap, où = im et Z— Le VF Fr, 
donc, 
X /5315900 
Ex Va joe 
U :— Ae , 1 = USE ——_—— . (24) 
L' Vr+2P 


Si on applique à une telle ligne une f.6.m. constante Us, alors Ap=U, et 
+ V{(p+a)-a 


: C e ? C 
I=Ù A —— F(p+a), 
L L VE+a} 4 2 L 


1 -S Ve 
2 o 
(cette formule sera établie au numéro 99 (*)), nous trouvons l'original jf (4) — 


où F(p) — . D'après la formule 35 du Dictionnaire 


= "1 (:-2) Lo (y — +) , où Z0 est la fonction de Bessel modifiée 


d'ordre zéro et d’après le théorème de déplacement 


i(æ, = 0) Lette (a Ve-+) n (: +) ; (25) 


(*) Cf. la formule (19) du n°9 99; ici, t — _ et au lieu de a nous avons ia. 
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7) Courant permanent dans la ligne de l'exemple précédent à laquelle on 


applique la f.é.m. Uoei®t. Nous avons À = Ü eg = 70 et, d’après la 
formule d’inversion, nous trouvons de la deuxième formule (24): 


ue vrio + Vpi-Zap+pt 
é(e, D =0 y < 1 Î La d 
CV OT RE 6-0 VA 


Y—ioo 
L'expression asymptotique de cette intégrale a été donnée au numéro 78 par 


la méthode de déformation du contour d'intégration (cf. la formule (16) du 
n° 78). Portant cette expression, nous avons: 


T 1e RES V Zaiw-02 7 
LL V/2aiv —«? | 


8) Ligne de longueur finie L à laquelle on applique une f.é.m. constante 
U, et ouverte à son extrémité de droite. Les formules (6) et (8) donnent 


iperm. LL Uo 


U—Ae Ÿ*+BeŸ*, I = (4er Bet), (27) 
nous trouvons les constantes À et B à partir des conditions données aux extré- 
mités 


4e Bel 


U 
Ulr=o= A+ Be  Denue 0, 
donc, 
us ch y (1—x) _ Uo Shy({—x) 
Fr pchy Fe Z pchy ‘ (28) 


Pour une ligñe avec pertes, mais sans perditance, où y — JL V/P? + 2ap, le 
dénominateur de la tension opérationnelle a un ensemble infini de zéros, définis 
par l'équation ch y! — 0, y! = (2nr + 1) Ti (n— 0, +1, +2, ...). Dans 


le plan des p, il leur correspond un ensemble infini de pôles de la fonction V, 
qui sont définis par l'équation 


9 


, 112 nv 
pr+2ap+ (n+—) D a 
d'où 
î \ { 2 n2v2 
pP= —a+ith, OÙ D (r+-) À: 


Appliquant le deuxième théorème de développement, nous trouvons : 


ne-atv2 “ 2n +1 
M D De (1 D os ra * 
n=0 


xsin (n++) - (a sin @ht + ©, cos @nt) } : (29) 
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88. Autres transformations intégrales. La transformation de 


& 


Laplace qui à chaque original f (#) fait correspondre l’image F (p), 
d’après la formule 


F(p)= {fe dt, (1) 
(1) 


et à chaque image F(p) l'original f(?), d’après la formule d’inver- 
sion | 


a-rico 


1O= | Fe" ap, (2) 


a—ioo 


est un cas particulier des transformations intégrales de la forme 
F(p=Tf(OK(E, p)dt, (3) 
Ô 


où Æ (#, p), noyau de la transformation intégrale, est une fonction 
donnée de la variable # et du paramètre p. On utilise ce genre de trans- 
formations pour résoudre les équations différentielles et d’autres 
problèmes d'analyse. Pour terminer ce chapitre, nous indiquons les 
plus importantes d’entre elles et nous donnons plusieurs exemples de 
leurs applications. 

1) Transformation de Fourier. Puisque, dans la formule 
d’inversion de Laplace (2), l'intégration se fait sur la droite 


ep—a, on peut donc poser dans cette formule p=a<+io et elle 
se met sous la forme 


1H=S Î F (a + io) eist do. 
Introduisons de nouvelles notations 
be "=g(E, x (a+ io) = 6 (0): (4) 
avec ces notations, la dernière formule s'écrit sous la forme 
g()— = \ G (o)-eist do. (5) 


La formule (1) de la transformation directe de Laplace peut s'écri- 
re sous la forme 


F(a-io)= | (0 ete-ist dé, 
0 
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ou, avec les nouvelles notations, 


G (0) = | g(t)e-ist dt. (6) 


4 
V/2x à 
Les formules (5) et (6) sont appelées formules d'inversion de Fourier 
et le passage de la fonction g (4) à G (6) transformation de Fourier. 
Ainsi, la transformation de Laplace, qui relie les fonctions f (é) et 
F (p), est la transformation de Fourier qui relie Les fonctions g (t) — 


= f(t)e! et G (o) = art + io), où a est un nombre réel quel- 
T 


couque supérieur à l’indice de croissance de la fonction f (#). 

Le domaine d'application de la transformation de Fourier est 
beaucoup plus restreint que celui de la transformation de Laplace. 
En effet, pour la convergence de l’intégrale impropre (6), la fonction 
g (t) doit satisfaire à l'infini à une condition assez embarrassante, par 
exemple, à la condition d’intégrabilité absolue (*), c’est-à-dire à 


Le] 


la convergence de l'intégrale | |g(t) | dt. La présence dans l’in- 


tégrale de Laplace (1) du facteur supplémentaire e-“{ qui « amortit » 
les valeurs de f (t) pour Les grandes valeurs de la variable, élargit la 
classe des originaux jusqu'aux fonctions qui croissent à l'infini 
au plus comme une exponentielle et, pratiquement, cette condition 
n’est nullement gênante. 

Si, en particulier, l'indice de croissance de la fonction f ({) est 
nul et si on peut prendre a = 0 dans la formule d’inversion de Lapla- 
ce, alors la transformation de Laplace (1)-(2) ne diffère de la trans- 
formation de Fourier (6)-(5) que par des facteurs non essentiels devant 
les intégrales. Dans ce sens, on peut dire que la transformation de 
Fourier est un cas particulier de la transformation de Laplace (**). 

Du point de vue de la physique, la transformation de Fourier 
est bien plus naturelle que la transformation de Laplace. Ceci s’ex- 
plique par le fait que les formules (5)-(6) sont analogues aux formu- 


(*) Pour que l’on puisse appliquer la transformation de Fourier, en plus 
de la condition d’intégrabilité absolue de la fonction g (t), il suffit d'exiger que 
cette fonction soit continue par morceau et qu’elle ait une variation bornée sur 
chaque intervalle fini de l’axe des t ; pour la démonstration, voir, par exemple, 
V. Smirnov, t. II. 

(**) Notons que dans la théorie de la transformation de Fourier on ne suppose 
d'ordinaire pas que g (t) soit nulle pour les t négatifs, et c’est pourquoi on prend 
— o et non zéro comme limite inférieure de l'intégrale dans la formule (6). 
Dans la théorie de la transformation de Laplace, on renonce parfois aussi à cette 
supposition et on est alors conduit à la transformation de Laplace dite bilatéra- 
le (cf., par exemple, van der Pol and H. Bremmer, « Operational calculus based 
on the two-sided Laplace integral », 2nd ed., Cambridge University Press, 
Cambridge 1955). 
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les de développement d'une fonction g (£) en série de Fourier : 
“4 


g(t) = > Geinot, Gn = _. | g(t)e-inot dt 
n= — 00 0 


(T est la période de la fonction g (#); cf. les formules (20)-(21) du 
n° 70). En effet, la formule (5) peut être considérée comme le déve- 
loppement d’une fonction g (f) en spectre continu de vibrations har- 
moniques simples G (0) eitf, dont les fréquences ne varient pas par 
sauts, comme dans le cas des séries de Fourier, mais d’une manière 
continue. La fonction G (o) définie par la formule (6) peut être con- 
sidérée comme l’analogue des coefficients de Fourier G,, c’est-à- 
dire comme l'amplitude complexe d'une vibration de fréquence o. 
La quantité | G (o) | montre quelle est la participation de cette vi- 
bration dans le spectre de vibrations de g (£), et, pour cette raison, la 
fonction G(o) est appelée fonction spectrale. 

D'après ce qui vient d’être dit, il est facile de comprendre que 
l'application de la transformation de Fourier est en beaucoup de 
points analogue à celle de la transformation de Laplace. 


Comme exemple, considérons, dans ses traits généraux, le problème du 
mouvement irrotationnel d’un fluide parfait incompressible sous l’action de la 
force de pesanteur. Pour plus de simplicité, limitons-nous au cas des ondes pla- 
nes dans un fluide de profondeur infinie. Orientons l’axe des x horizontalement 
et perpendiculairement aux crêtes d’ondes et l’axe des y verticalement vers le 
haut et supposons que la position d'équilibre de la surface libre du fluide coïn- 
cide avec le plan y — 0 et qu’à l'instant initial la surface libre occupe la posi- 
tion d'équilibre. 

Comme on le sait d’hydrodynamique (*), le potentiel des vitesses u — 
— u (x, y, t) du mouvement du fluide satisfait dans ce problème à l'équation 
de Laplace 


ê2u du 
“a top 0 (7) 
et aux conditions aux limites et initiales suivantes : 
ôu 1 du 
De can Due de () 
du 
u=p{r), 0 pour y=0 et 1=0 (9) 


{la deuxième condition (9) est déterminée par notre supposition que, pour t = 0, 
la surface libre coïncide avec le plan y — 0). ! 
Introduisons la transformée de Fourier du potentiel des vitesses 

Lee) 


U (6, y, D | u(x, y, t) ex qx : 


— 00 


(*) C£., par exemple, Kouun, Ku6enr n Pose, «Teoperzueckaa ruxpome- 
Xanmka», locrexuamar, 1948, 7. 1, crp. 399 
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ôu 2 à 
alors, en supposant que 5x et u tendent vers zéro lorsque | z | — o, nous avons 


: o?u 5 : ; 
—o2U (*) pour image de 3 et, par conséquent, nous avons l’équation 


d2U 
dy? 


à la place de (7). La solution de cette équation, qui tend vers zéro lorsque 
y —+.— 00, a la forme 


— o2Ù —0 


U=C(o, 4el9lr, (40 
e7i0x 
où C'(6,t)—U|y=0. D'autre part, multipliant l'équation (8) par VA et 
T 
intégrant par rapport à x de —oo à “+00, nous obtenons : 
4 dC 
[S | C— Te atè ? 
d'où … en: 
C(6, te (o)ei Velolt ne, (op ei Valoit, (11) 
Mais, pour y—0 et é—0, nous avons: 
du _ d 


C ne 
ir = gr = VE TO T {es (6) —c2 (0)} 
et, d’après la deuxième condition (9), nous trouvons que c4 (6) —c2 (0) —c (0). 
Mais alors, d’après la première condition (9), pour y—0 et #—0, nous avons: 
U=C(5, 0)—2c (0) —@ (0), 
où ® (5) est la transformée de Fourier de la fonction" (x). 
Ainsi, nous obtenons de (11) que C—©® (0) cos V/£] Gé et nous trouvons 
de (10) l’image de la solution 
U—® (0) cos Vg161 tels ; 
pour trouver la solution, il suffit d’appliquer la formule d’inversion de Fou- 
"rier (5) 
1 O9 
u (x, y, D=—— | D(o)cos Vg|ofielol/ rio uc, (12) 
V2 dd 


Dans le cas général, le calcul de cette intégrale est difficile. Supposons 
pour simplifier que @ (x) — A (x), où à (x) est la fonction impulsion (du point 
de vue de la physique, cela signifie que les ondes surgissent sous l’action d’une 
impulsion appliquée à l’origine des coordonnées). Alors, d’après les propriétés 
de l'intégrale de la fonction impulsion, nous trouvons que ® (0) — = , et 

T 

(*) En effet, intégrant par parties, nous trouvons que, pour nos supposi- 
tions, l’image de la dérivée première a la forme 
09 


| uerX dr = io, 


1 | ôu ei dr — Le —iox |” 6 2:58 
2n -æ  V2n 


d'une façon analogue l’image de la dérivée seconde a la forme (io)? U. 
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de la formule (12) nous obtenons pour y — 0: 


œ œo 


A ———— ji — 
u (x, 0, Se | cos VaToi tel ao = À | cos V/6g t cos 0x do 


— 00 


(nous avons séparé la partie réelle et tenu compte de ce que cos 6x est une fonc- 
tion paire). Après certaines transformations (que nous ne donnons pas), cette 
intégrale s’exprime à l’aide des intégrales de Fresnel (cf. l'exemple 6 du n° 73) 


u (x, 0, t) + ie {cos TC (t)+ sin TS (x)} ; (13) 
C4 gt 
Ici T Ur . 

2) Transformation de Mellin. Remplaçons dans 
les formules de la transformation de Laplace bilatérale (*) (1) et (2) 
les variables p par —p et & par t — e*; ces formules s’écrivent sous 
la forme 

LC] 8—<+ioo 
nTAT 1 
F(—-p)= [fn fan | F(-pe-rinsap. 
0 S—ioo 
Si on pose encore f(Int)—=g(r) et F(—p)}—G(p}, nous arrivons 
aux formules d’inversion de Mellin (**): 
œ sis 
Fe : 4 G 
ch= sourd; eo | a (14) 
0 $—i0o 


(nous écrivons à nouveau f au lieu de t). 


(*) La transformation de Laplace bilatérale diffère de la transformation 
ordinaire par le fait que dans la formule (1) l'intégration se fait de —oo à c et 
non de zéro à c ; cf. le renvoi de la page 572. 

(**) Pour que ces formules puissent être appliquées, il suffit que G (p) soit 


analytique dans la bande 4 << 5 < 5, que l'intégrale \ G (s + io) do converge 
absolument pour tous les s de cette bande et que G (s + io) converge unifor- 
mément vers zéro, lorsque | 6 | —+ , dans toute bande plus étroite 5 — 8 < 
&s< 5 + à, Ô > 0; la droite d'intégration dans la deuxième formule doit 
appartenir à cette bande (cf., par exemple, Courant et Hilbert [2] de la bibliogra- 
phie du chapitre VII, pp. 90-91). 

On peut énoncer des conditions d'application en termes de la fonction g (+) : 
il suffit d'exiger que cette fonction soit continue par morceau, qu’elle ait une 
variation bornée sur chaque segment du demi-axe # = 0 et qu’il existe deux cons- 
tantes s1 et 52, 51 << 52, telles que les intégrales { g (t) #5 le et g Ce) #21 dt 

0 

convergent absolument ; la droite d'intégration dans la deuxième formule doit 
aussi appartenir à la bande s  s << 5 (cf., par exemple, Titchmarsh [9], p. 46). 
Parfois, on combine ces types de conditions et on choisit, par exemple, s; de la 
condition de convergence de la première intégrale ci-dessus et s comme l’abscis- 
se du point singulier de la fonction G (p) le plus proche de la droite s = s et 
appartenant au demi-plan de droite Res > 5. 
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On démontre d’une manière élémentaire que la transformation de 
Mellin jouit de toute une série de propriétés analogues aux propriétés 
de la transformation de Laplace, par exemple: 

_… G 
UD ET, Pe(D=G(p+0) 1O8DE 
s+ico 


= | FHGE-D&4. (15 


S—ico 


Notons tout particulièrement le théorème de l’image de la dérivée: 
si les limites de g (#) 7-1, lorsque # —+ 0 et 5 + + ©, sont nulles, 


alors (*) 

= —GE—1)6p—1); (16) 
appliquant plusieurs fois ce théorème, nous obtenons une formule pour 
l’image des dérivées d’ordres supérieurs. Les images simples renfer- 
ment les produits #*g(® (4); intégrant par parties, nous obtenons : 
si g(?) 6 [9 — 0, alors 


tg" () = — pG (p); (17) 
si, de plus, g’(é) #+t [7 = 0, alors 
Pg" (t) = (p + 1) pG (p), (18) 


etc. Cette dernière propriété peut être utilisée pour résoudre les 
équations différentielles qui contiennent des termes de la forme 
k dRx 
dk” 
Comme exemple d'application de la transformation de Mellin, considérons 
le problème du champ thermique stationnaire dans le secteur | arg z | < a, 
sur les côtés duquel on maintient une température constante w, pour les points 
vérifiant | z | a et une température nulle pour les points vérifiant | z | > 4. 
Le problème se ramène à la résolution de l'équation 


o?u ê?u 


2Au = r2 
FAR FE SE or 


à (19) 


où À est l'opérateur de Laplace en coordonnées polaires r, @ avec les condi- 
tions aux limites 
Ug pour r<a, 
| +a — { (20) 
0 pour r >a. 


Faisons la transformation de Mellin par rapport à la variable r; d'après 
les formules (18) et (17), nous trouvons que l'équation (19) a pour image l’équa- 


(*) La démonstration se fait immédiatement en intégrant par parties 
où 


Or beta (m2 (pt) 
0 


j gt? 2 dt= —(p—1)G(p—1). 


+ 


[= 
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tion différentielle ordinaire 


du 
ape 0 


PU + 
dont la solution générale a la forme 
U= A (p) cos p@+B (p) sin pq. 


Les conditions aux limites (20) donnent après avoir passé aux images : 
a 
Æ ap 
Ùlp=ta =| uorP FES 
ù 


donc, nous devons avoir : 


. P 
À (p) cos pa + B (p) sin PA = Ug + 
a? 
’où S A = — = ,»: 
D'où nous trouvons À (p) re a B (p)=0 et nous obtenons l’image de 
la solution 
? 
HE aP cos pp 


DCOS p& ‘ 


La solution est trouvée à l’aide de la formule d’inversion de Mellin 


84 io 
__ Up (£) See dp 
ani J \r} cospa p° 
S—100 


La fonction à intégrer est analytique dans la bande 0 Re p 1 car le 
pôle le plus proche de p — 0 de la fonction à intégrer coïncide avec le point 


Pp = _ >isia <+ (ce que nous supposons justement). Donc, dans la der- 


nière formule, on peut prendre pour s un nombre arbitraire tel que 0  s < 
<< 1 (*). En passant à la limite, lorsque s — 0, nous pouvons prendre l’inté- 
grale le long de l’axe imaginaire du plan des p en contournant le point p = 0 
par une demi petite circonférence dans le sens positif. Sur cette demi- 
circonférence, l'accroissement de l'intégrale est égal au résidu de la fonction 
à intégrer au point p — 0 multiplié par ni, c’est-à-dire à ni, et nous obtenons: 


Le] 
__ up up a\io cho do 
M ET (=) ch6a 6 ? 
_— co 


où l'intégrale est prise au sens de la valeur principale. Tenant compte de ce que 


A a 
a\io ion a : a : 
(+) —e T — cos (o In 2) + isin (on +) et de ce que Les fonctions 
r r 
à intégrer sont respectivement paires et impaires, nous trouvons 


où 


_u ju (;; LA ts 
u= +2 [sin (oin =) Cho& © * (21) 
0 


(*) C£. le renvoi de la page 575 pour le choix de s. 
37—0149 
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3) Transformation de Hankel. Par analogie avec 
(1), on peut écrire la transformation de Fourier à deux dimensions 


1 œ oo | 
G(o, T ar j j g(x, y) ei (oxrty) dx dy, 


— 00 —œ 


g (x, y) = Î Î G{o, v) ei (oxt+iy) do dr. 


—00 —0 
Passons ici aux coordonnées polaires, en posant x—rcos, 
y=rsinp et o—pcos6, t—psin0,; nous avons: 


œo 2n \ 
G(p, = (rer| g(r, @e-ire cos (9-8) Gp, | 
ne (22) 
sl à 
g(r, 9) = | p do | G (p, 8) eire cos (p-8) JG, 


Posons, en particulier, g (r, o) = e-Ÿ®g (r), où n est un nombre 
entier, et remplaçons dans la première formule (22) @ — 8 = . +; 
tenant compte de la propriété bien connue de l'intégrale d’une fonc- 
tion périodique, nous avons alors: 

Ca) 21 
infor ; 
G(p, = e m +) Tetra | CE O AMEN TE 
ù ù 

D'après la formule (15) du n° 70, l’intégrale par rapport à # 
est égale à 29, (ro), où J, est la fonction de Bessel de première 
espèce d'ordre n. Donc,posant G (p, 8) +) 
vons écrire la dernière formule sous la forme 


= GA (p}), nous pou- 


œo 


Gn (p}= | &(r) Ja (ro) r'dr. (23) 
ù 
Avec les nouvelles notations, la deuxième formule (22) prend. 


la forme 


Le 


: 2n i[n (o-0-T)+ro cos (p-0)] 
e0)= 3x [En (ppp e ki 
: ù 


Après le changement de variables 0—p=t—+ , l'intégrale par 
rapport à £ se ramène à la formule (15) du n° 70 et nous obtenons: 


8 (r)= | Gn (0) Zn (ro) p de. (4) 
0 
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Les formules (23) et (24) sont appelées formules d’inversion de Han- 
kel d'ordre n (ou encore formules de Fourier-Bessel) (*). 

Précisons la forme des formules pour les images des dérivées par 
les transformations considérées. D’après la définition de la transfor- 
mation de Hankel d'ordre r 


g' (DE Ÿ HE Ta (ro) r dr = re () Zn (rp) 
0 


au me j g (r) _ [rJ à (ro)] dr 
Ô 


(nous avons eu recours à la formule d'intégration par parties). Sup- 
posant que le premier terme du second membre soit nul et ayant re- 
cours à la formule (22) du n° 95, d'après laquelle JA (rp) = 


= Jh.4 (rp) — 7 J, (ro), nous trouvons: 


tr n (ro) = Ta (rp) + pr (rp) = —(n — 1) Ja (rp) + pr: (rp) 
et 


g' = (n—1) Î g (r) Ja (ro) dr —p f g (r)Ja-1 (ro) r dr. 
0 0 


L'intégrale du second terme dans le second membre est égale à la 
transformée de Hankel d’ordre 7 — 1 de la fonction g (r), que nous 
désignons par G, 1 (0). L'intégrale du premier terme du second mem- 


bre est égale à la transformée de Hankel d'ordre » de la fonction #0 
mais il nous est plus commode de l’exprimer par l’image de la fonc- 


tion même. Pour cela, nous avons recours à la formule de récurrence 
(23) du n°95, d'après laquelle 2%) 2 (7, (rp) + Ja (pl, 
et nous trouvons la formule 


g Ep [ET Gus ()— À Gras (p) |. (25) 


, 


La formule que nous venons d’obtenir est assez compliquée; les 
formules pour les images de g” (r) et des dérivées d’ordres supérieurs 
le sont encore plus. Sans écrire ces formules, trouvons l’image d’une 
certaine combinaison des fonctions g, g’ et g”. Supposant que 


(*) Pour que l’on puisse appliquer les formules d’inversion de Hankel, 
il suffit, par exemple, que la fonction £g (r) sait continue par morceau, qu’elle 
ait une variation bornée sur chaque intervalle fini du demi-axe r > 0 et que 


Le, °] 
l'intégrale \ g (r) Vr dr soit absolument convergente (cf., par exemple, Watson 


0 
{7] de la bibliographie du chapitre VII, pp. 456-464). 
37* 
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rg" (r) JA (re) [9 = 0 et intégrant par parties, nous obtenons: 
g d 
[SE Jn (ro) rdr= — ar ar L'Jn (rp)] dr, 
ù ù 


donc 


Le] 


Î (+ FE) Ja (rp) r dr = 
0 


Le] d ; co d | | 
= —0 [Era (rp) dr À e (9 tr (ro) dr 
0 0 


(nous avons intégré encore une fois par parties et nous avons tenu 
compte de ce que rg (r) Ja (ro) [9 — 0). Mais, d’après l'équation 
(1) du n°95, à laquelle satisfait la fonction J, (ro), nous avons: 


pr trda (pl = — (pt) rd, (70), 


donc, on peut écrire la dernière formule sous la forme 


00 Le] 


de , 1 d 2 
(SE 8) Ja (rp)rdr= —p? | g (7) Ja (re) r dr. 
d ( 


Ainsi, si rg'(r) J, (ro) bo =rg (r) Ja (re) lo —0, alors 
2 1 r . 
L'+Re (NT 8 = —p°G (p). (26) 


En particulier, pour la transformation de Hankel d'ordre zéro, 
nous avons: 


. 


g”(r) Le g'(r) = —p°G (p), (27) 


G(p)=Go(p). (28) 


On rencontre la combinaison des dérivées, qui participe dans le 
premier membre de la formule (27), dans l'expression de l'opérateur 
de Laplace en coordonnées cylindriques ou polaires. Pour cette raison, 
la transformation de Hankel est appliquée en général dans les problè- 
mes qui contiennent cette expression. 


Comme exemple, considérons le problème classique du potentiel d’un 
champ engendré par un disque plan parcouru par un courant électrique (Weber). 
Le problème se ramène à l'intégration de l'équation de Laplace 

du 1 du du 


r2 Pr Dan (29) 
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où z est la coordonnée sur l'axe perpendiculaire au disque, avec les conditions 
aux limites 


ou 
92 |2=0 


(30) 


u |2=0 = 40 pour 0OSr<1, 
=0 pourr>i | 


(& est une constante, la deuxième condition exprime la symétrie du champ par 
rapport au plan z = 0). 

Appliquons la transformation de Hankel d’ordre zéro. D’après la formule 
(27), l'équation opérationnelle s’écrit sous la forme 


où U est l’image de la fonction w, et sa solution générale se met sous la forme 
U = À (p) e°7 + B (p) e7, 


En vertu de la symétrie, il suffit de considérer le champ pour z > 0; puisque, 
lorsque z —> + co, le potentiel doit tendre vers zéro, on. a B — 0 et, d’après 
la formule d’inversion de Hankel (24), “à 


u(r, = | A (p)e7#Jo (re) p de. 
0 
Les conditions aux limites s’écrivent sous la forme 


A(p)Jotrp)pdp=uo pour 0 <r<1, 


Jo PTE dp= pour 0O<r<1, 


Jo (rp) sin p dp=0 pour r > 1, 


nous voyons que la fonction 


2u9 sin £ 
A(p=-— p° 
satisfait à ces deux conditions. Tenant compte de l’unicité de la solution du 
problème (elle est évidente à partir de considérations physiques), nous obte- 
nons: 


= | eP2 Jo(rp) sin P de. ET 
w P 
Û 
(*) Cf. les formules (9) et (11) du n° 99. 
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4) Inversion d'une intégrale de contour. 
Pour terminer, donnons un exemple de formule d’inversion d’un 
type un peu différent. Ce genre de formule est appliqué pour résoudre 
les équations différentielles au moyen d'intégrales de contour. 

Soit g(z) une fonction analytique dans un domaine D qui con- 
tient l'origine des coordonnées et soit 


1 N e(t)d 
1e [ESS (32) 
4 


N 
où C est la frontière du domaine D, N un nombre positif et Œ ë F 

— 2 
la fonction analytique uniforme dans le domaine D coupé suivant 
le chemin y qui réunit les points 0 et z. Alors, g (z) est complètement 
déterminée par la formule 


1 


e@= [4-0 "tr (0 à. (83) 


0 


Pour établir cette formule, supposons d’abord que le point z 
appartient au cercle de convergence du développement en série de 


Taylor de g(z) — Ÿ\c;z"* et déformons le contour C' jusqu'à obtenir 
P<0 


un contour € appartenant aussi à ce cercle et contenant à son inté- 
rieur la coupure y. Portant ce développement dans la formule (32) 
et intégrant terme à terme, nous trouvons: 


N+h 
Ce du | a (34) 


On trouve le résidu de la fonction à intégrer au point & = à partir 


du développement de la fonction {* a et il est égal à 


(a 
NOV) ce OVH pat 2 D TNHEHA) ons 
GOT TEFITU 


Puisque l'intégrale du k-ième terme de la formule (34) est égale 
à ce résidu multiplié par —2ni, dans le développement de f(z)= 


=> baz*, nous avons: 
R=0 


__ T(W+x+1 _ 
BEST (k—0, 1, 2, ...). (35) 
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Par ailleurs, l'intégrale du second membre de (33) est égale à 


co 1 
DCE TA ECS RE 


&=0 0 


De k D(&HA)TOMN) 
Z 2 +de TE 


- T (+ 2)T (W “à 
= ÿ er À S en = (2) 
0 k=0 


(pour calculer l'intégrale, c’est-à-dire la fonction bêta d’Euler, nous 
avons eu recours à la formule (2) du n° S0, et, d'après la formule (35), 
nous avons remplacé b,4; par c:). Ainsi, la formule (33) est démontrée 
dans le cas de la supposition faite plus haut. Pour la démontrer pour 
tous les z du domaine D, il suffit d’avoir recours au prolongement ana- 
lytique. 

Les formules d’inversion (32)-(33) ont été obtenues par Mackie (*) 
qui les a utilisées pour résoudre l’équation d’Euler-Poisson ayant 
d'importantes applications dans la dynamique des gaz. 
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CHAPITRE VII 


Fonctions spéciales 


Nous donnons dans ce chapitre les classes fondamentales de fonc- 
tions dites spéciales, que l’on rencontre souvent dans les problèmes 
appliqués, et leurs applications les plus courantes. A titre d'exemples, 
nous avons déjà considéré plusieurs de ces fonctions (fonciion gamma, 
fonctions cylindriques, polynômes spéciaux de Tchébicheff, de Le- 
gendre et autres) dans les chapitres précédents ; ici, leurs propriétés 
sont exposées d’une manière systématique. 

Les méthodes fondamentales de l’étude des propriétés des fonc- 
tions spéciales vont être les méthodes développées dans les chapitres 
précédents. Toutefois, de nombreuses propriétés importantes des 
fonctions spéciales ne sont pas liées à la théorie des fonctions d’une 
variable complexe et nous allons aborder parfois des questions assez 
éloignées de cette théorie. 

Le chapitre présent se pose pour but de donner une vue d’ensem- 
ble sur les propriétés les plus importantes des fonctions spéciales, 
On a parfois besoin, dans les applications de divers problèmes con- 
crets, de propriétés beaucoup plus fines. N'ayant pas la possibilité 
de S’arrêter sur celles-ci, nous renvoyons le lecteur à la bibliographie. 
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Un grand nombre de formules de l'analyse mathématique utilise 
la fonction « gamma » introduite en 1729 par Euler ; dans les chapi- 
tres précédents nous l’avons rencontrée à maintes reprises. Le fait 
qu’elle est le prolongement naturel des factorielles aux valeurs frac- 
tionnaires et même complexes de la variable suffit pour en comprendre 
la signification (*). C’est précisément cette considération qui Se trou- 
ve à la base de la définition de la fonction gamma. 

89. Définition et propriétés fondamentales. Considérons l’équa- 
tion fonctionnelle 


(a +1) = zf(:) (1) 
qui pour toutes les valeurs entières non négatives z = n est salisfaite 
par la fonction 

ffn+t=nt! (2} 


(*) Comparer, par exemple, avec la formule (4) du n° 88. 
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Nous allons chercher une fonction analytique f(z) qui vérifie 
l'équation (1) pour toutes les valeurs complexes z et que nous supposons 
égale à 1 pour z — 1 (condition 1). 

Remarquons d’abord que la fonction cherchée doit satisfaire pour 
tous les entiers positifs 7 à l'équation 


fa +a+t)=G+nttn—-1)...(G+107(G@+1 (6} 


que l’on obtient en appliquant plusieurs fois la formule (1). 
Faisant z — 0 dans la relation (3) il vient que pour tous les entiers 
positifs r la valeur f (n + 1) coïncide avec n !. 
Remplaçant dans (3) f (z + 1) par zf (z) et écrivant cette relation 
sous la forme 
f(ztn+1) | 
Oro. À (4) 


nous voyons que la fonction cherchée f (z) doit avoir des pôles en tous 
les points entiers non positifs z =—n (n = 0,1, 2, ...). En effet, 
lorsque z — —n, le numérateur de l'expression (4) tend vers 1 et le 
dénominateur vers zéro. 

De cette même formule (4) on voit que 


1 (— 1} 


OO pot G? 
c’est-à-dire que tous les pôles de f (z) sont du premier ordre. de plus 
le résidu au pôle z = —n est égal à CS is 

Supposons encore que f (z) ne possède pas de singularités autres que 
= 0, —1, —2, ..., et ne s'annule nulle part (condition IT). 
La dérivée logarithmique de la fonction f (2 + 1): 


d 4 1 
ve+ = £m(+n= TE, 


est une fonction méromorphe qui a des pôles simples aux points 
3 = —1, —2,..., de résidus —1 (cf. n° 23). En prenant les loga- 
rithmes dans les deux membres de la formule (3) et en la dérivant nous 
avons: 

n 


pente D ++). 
k=1° 
Faisons isi z—0 et posons 4(1)= —C: 


vR+D=Y +—C; 


k=1 
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retranchant l'égalité obtenue de la précédente nous trouvons: 


pe+D= CD Li) +oGtn+0—HR+0. (6 
k=1 


Il est clair que la série de terme général 
1 À 2 


— 1 EE — 
SRE RE PTE 
k 


converge pour tout z £ —k (k = 1, 2,...), car le rapport de son 


AU Fe Re ® 1 
terme général au terme général de la série convergente F tend vers 


k=1 
une limite finie —z. En outre, dans tout domaine borné, à partir 


É M ï 
d'un certain k, nous avons | u, (2) | & T° où M est une constante, 


donc cette série converge uniformément. Ainsi, d’après le théorème 


de Weierstrass (n° 16), la somme de la série >» u, (2) est une fonction 


analytique en tous les points à distance finie, excepté les points 
z—=—k(k = 1, 2, ...) qui sont des pôles du premier ordre de rési- 
dus —1. 


Passons à la limite dans la formule (6) lorsque 7 —+ © ; d'après 
n 


ce qui précède, la limite de > uy (z) existe, donc la limite de (z +— 
k=1 

+ n +1) — (x + 1) existe aussi et nous la désignons par 10 (2). 

Nous avons à la limite 


EN À 
vE+pGHI= CS {+} +0. (7) 
k=1 
Puisque, d'après ce qui a été démontré, f (z + 1) a des pôles du pre- 
mier ordre aux points z = —k (k = 1, 2, .), les parties principa- 


les de sa dérivée logarithmique 1 (z + 1) sont en ces points égales 


à ——— (cf. n° 23). I] en découle que , (z) est une fonction entière. 


Inversement, il est clair que quelle que soit la fonction entière 
%o (z), la fonction f (z) définie par sa dérivée logarithmique 1 (z) 
satisfait à la condition IT. 

La condition I impose une restriction supplémentaire à la fonction 
Vo (z). En effet, en prenant les logarithmes dans les deux membres 
de l'équation fonctionnelle (1) et en dérivant l'équation ainsi obtenue 
nous trouvons l’équation suivante pour la fonction w (z): 


ve+D—-va =. (8) 
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Mais il découle de l'égalité (7): 
4 
P(z+1)—%(2)= + Po (2) — Vo (z— 1) 


{la constante C et tous les termes, excepté le premier, se simplifient 
lorsqu'on effectue les soustractions), donc, pour que la relation (8) 
soit satisfaite, la fonction 1, (z) doit être périodique de période 1, 
c'est-à-dire %o (z) — Ÿo (z — 1). Inversement, pour toute pareille 
fonction Yo (z), la fonction # (2) satisfait à l'équation (8) et, en inté- 
grant et en dérivant cette dernière, nous trouvons: 


Inf(z+1)—Inf(z) = Inz + 4, 


où À est une constante. Si de plus la fonction f (z) satisfait aux con- 
ditions f (1) — f (2) = 1, en faisant z — 1 dans cette dernière équa- 
tion nous trouvons que À = O, c'est-à-dire que, en se débarrassant 
des logarithmes, nous retrouvons l'équation fonctionnelle (1). 

Ainsi, pour toute fonction entière 1, (z) périodique de période 1 
la fonction correspondante f(z) (si f (1) = f (2) = 1) vérifie les 
deux conditions TI et II. Autrement dit, toute une classe de fonc- 
tions méromorphes satisfait aux conditions I et II. Nous obtenons 
la fonction la plus simple de cette classe si nous posons 14 (2) = 0 
dans (7). Elle est appelée fonction gamma d’Euler et on la note l'(z). 

On a donc, pour la dérivée logarithmique de la fonction gamma, 
le développement 


ve+D=-c- 3 ir), (9) 
k=1 


où C est une constante que nous allons déterminer. En intégrant le 
développement (9) le long d’un chemin qui réunit le point z — 0 
à un point arbitraire z =£ k (k — —1, —2, . ..) et ne contient pas 
les points k, nous trouvons le développement du logarithme de la fonc- 
tion gamma : 


mrG+1= CT {in(t+4)-4} (10) 
R=1 


La constante C est définie par la condition L (2) — { que nous 
avons imposée plus haut à la fonction gamma (*). Faisant z — 1 
dans (10), nous trouvons: 


CS {i-(t+4)} ein (SERIE. 
k=1 k=1 k=1 


(*} La deuxième condition F (1) — 1 est vérifiée pour tout C en vertu du 
choix de l’origine du chemin d'intégration (comparer avec le développement (10)). 


588 CH. VII. FONCTIONS SPÉCIALES 


Le produit ci-dessus, comme il est aisé de Le voir, est égal à + x 
n+1 : 


EE 1; ajoutant à la somme, dont on prend la limite, 


1 à £ 
le terme ri qi tend vers zéro et remplaçant #7 + À par n nous 
trouvons: 


—p(t)=C=tim(S F—mn). (11) 
no 7, 


Cette constante est appelée constante d’Euler; sa valeur approchée 
est 0,5772157 (*). 


En se débarrassant du logarithme dans la formule (10), nous trou- 


vons la représentation de la fonction sous la forme d’un pro- 


1 
(241) 
duit infini 


ren *IÎl (t+5)e x. (12) 


Le produit infini que nous venons d'obtenir converge pour tous les z 
finis; pour 3€ —k (k — 1, 2, ...) cela découle de la convergence 
de la série (9) et du théorème 1 du n° 72, et l’on voit directement que 
pour z — —k il converge vers zéro. 

Enumérons les propriétés fondamentales de la fonction gamma que 
nous avons déduites de la définition: 

1) T'(z) est analytique partout, excepté aux points entiers négatifs 
et au point z = Ù 

2) T'(z) satisfait à l'équation fonctionnelle 


T'(z2+1)=2T (2) (13) 
ou à celle plus générale 
Tétn+t)=(+nfatn—1)...(z+1)T(: +1) (44) 


8) Pour tous les entiers positifs z — n la valeur de T'(n + 1) coïn- 
cide avec n!: 


Tin+i)=nt! (15) 
4) Tous les pôles de la fonction gamma sont du premier ordre, le 
résidu de T'(z) au pôle z = —n est D (r = 0, 1, 2, ...). 


Nous concluons de la convergence du produit infini (12) que 
Ô) FG est une fonction entière, donc la fonction gamma ne s'annule 
pas. 


(*) On rencontre la constante d'Euler_ C dans d’autres questions. 
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Les propriétés 3)-5) expliquent le caractère général du graphe de 
la fonction T (x) de la variable réelle x. Ce graphe est donné sur la 


fig. 192 (*); les pointillés représentent le graphe de —— . On donne 


sur la fig. 193 la surface d’équation u = | l (z) |. Des pics bien pro- 
noncés s'élèvent au-dessus des points z — 0, —1, —2, ... et 
correspondent aux pôles. Les deux familles de courbes tracées sur la 
surface représentent les familles de courbes équimodule et équiargu- 
ment, et les caractéristiques numériques qui y sont inscrites indi- 
quent les valeurs du module et de l’argument (pour ce dernier en 
degrés). 

Donnons encore quelques propriétés de la fonction gamma. En 
plus de la relation (13), une deuxième équation fonctionnelle pour 
la fonction gamma est utile dans de nombreuses questions. 

6) Pour tous les z complexes 


TT (= (16) 
(pour z—=n,n—=0, +1, 2, ..., les deux membres de cette éga- 


lité deviennent infinis). 
Pour établir cette relation, portons d’abord [' (2 + 1) = zT (2) 
dans la formule (12), nous obtenons: 


1 nt A Par 
Bouc mia UN Le LEE Le 
Rk=1 


puis remplaçons dans cette même formule (12) z par —z: 
1,0 1 2 . 
ra—s ‘Il (1—+) ee 


Multipliant les produits infinis obtenus (ce qui est légitime vu leur 
convergence absolue, cf. n° 72), nous trouvons: 


1 ss 2 
rore=s*Îl (1-5) : 


Il ne reste plus qu’à utiliser le développement de sin n2 en produit 
infini (cf. n° 72), d’où découle la formule (16) que nous voulions 
établir. 


(*) Les maxima et les minima de T'( x) pour les x négatifs tendent vers zéro 
lorsque x —> — c ; ceci est lié à ce que, d’après la propriété 4), le résidu, c’est-à- 
dire le coefficient de la partie principale du développement de F (x) au voisinage 
du point x = —n, décroft rapidement avec la croissance de n: 


(—iy 1 


n\ z+n 


T (x) = 


cotes (r+n) +... 


f = 


Ë 
il 


LT 


> 


FIG. 192 


Lx 


(a 
LA 
S 


D 5 
nm 


FIG. 193 
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Donnons plusieurs conséquences des formules obtenues. Faisant 


z = - dans la formule (16), nous trouvons que l? (5) =, d'où 
1 = 
T (—) =V nr. 

Appliquant maintenant la formule (14) dans laquelle on fait 


32= —-;, nous trouvons : 


r(n+t)= (nt) (5) 47 


1.3.5... (2n —1 — (nl Vxr 
pe en CE VSr (18) 


&nn | 
Faisant z=n+ + dans (16), nous avons: 
1 1 a 
Tnt) nt) —————=(—1)7. 
;) :) sin(n++) e4 


d’où, d'après (18), nous déduisons une formule que nous avons 
déjà utilisée au n° 83: 


1 n 2n = n 4m! _ 
Dre) = sn V0 TV. (49) 


Arrêtons-nous sur les représentations intégrales de la fonction 
gamma, que nous avons également utilisées dans les chapitres précé- 
dents. 

7) Pour tous les z du demi-plan de droite 


T'(2— | e-tz-1 dt, (20) 
0 


où l'intégration se fait suivant le demi-axe positif des t (Euler). 

Pour démontrer cette représentation remarquons d’abord que 
l'intégrale (20) converge pour tous les z pour lesquels x = Rez => 0. 
En effet, |e-t#:-1 | — e-Ht-1)mt = e-tsx-1, et nous voyons que 
lorsque é— , la convergence de l'intégrale (pour x arbitraire) 
est assurée par le facteur e-!, et lorsque é — 0, la fonction à intégrer 
est équivalente à #*-1, donc, pour x >> 0, l'intégrale est convergente. 

Considérons maintenant la fonction 


nr 


ft=( (1-5) et dr: 


0 
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introduisant ici une nouvelle variable d'intégration t — + et appli- 
quant ensuite la formule d’intégration par parties, nous trouvons: 


1 1 
fn @=n [Grp er-t nn | (Ar) 1 x dr 
û 0 


(la partie intégrée est nulle). Répétant cette astuce jusqu'à ce que 
le facteur (1—7) disparaisse, nous obtenons : 


1 
__mn! z+n- = 
POS TE LS en 


n£n | e 


Fe (2+1) ... (24+n—1) G+n)— 


— n Z 
Multiplions par e #=t — [] e * Jlenumérateur et le dénominateur 


B=1 
de l'expression que nous venons d'obtenir, nous avons: 


Passons maintenant à la limite lorsque ñn—; en vertu des for- 
mules (11), (12) et (13) nous trouvons: 


LE fn (2) == — 9 — ——> <= (0). 


AN co 


D'autre part, étant donné que (1-2) —+ e-t, lorsque 7— 00, 
il est donc naturel de s’attendre à ce que 


o0 


lim fa (2) = lim ( (1) et dt= lan dt (21) 
as ue 3 


0 
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et ainsi la formule (20) est démontrée. Pour démontrer cette der- 
nière relation nous utilisons l’inégalité (*) 


n 2 
0<et—(1—+) <r pour 0<i<n. (22) 


Evaluons la différence entre la limite éventuelle et f, (2): 


n co 


Â=— | Le (1 —<)] #1 dt + Î tjr di. 
Û 


nn 
En vertu de la convergence de l'intégrale (20), pour tout £ 0 
fixe, on peut trouver un numéro " tel que pour ñn>m"m 


| Î "#1 di <| A dt <<. (23) 


n 


Fixons ce numéro », et, pour tout n=>>7, représentons À sous 
la forme 


a=Î[e- (11) eut 
0 


+| let (1 +) rec j et dt. 


no LU 


Pour évaluer le premier terme, nous avons recours à l'inégalité (22) : 


no 


no 
j <%] Hi dt, 


d'où l’on voit que pour les nr suffisamment grands (et 70 fixe) 


. ro s € 
ce premier terme n'est pas supérieur à + en valeur absolue. On à 


(*) En dérivant par rapport à t on vérifie la formule 


Î n—1 
4 — et (1—+)"- fist (1—=) Ta, 
n © L(2 n 

de dE 

de plus l'intégrale du second membre est comprise entre zéro et | et rs dr = 
0 

2 
=et _ , d’où découle l'inégalité (22). 


38—0149 
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pour le second terme: 


IÎH< Ce Et jeare fe id <T 


(nous négligeons la quantité que l’on a retranchée et nous agrandis- 
sons l'intervalle d'intégration, puis nous appliquons l'inégalité 
(22)). Le module du troisième terme, pour tous les nr > no, n’est pas 


supérieur à & , par conséquent, | À | << e. La relation (21) est dé- 
montrée et, par suite, la formule (20) aussi. 

De la représentation intégrale d’Euler (20) on a obtenu (*) 

8) les représentations intégrales de la fonction gamma dans tout le 


plan (Hankel) : 
4 
ÿ de, (24) 


= zu | at dr. (25) 
Ici C et C * sont les contours indiqués sur les fig. 165 et 166. La for- 
mule (24) représente la fonction méromorphe T (z) comme le rapport 
de deux fonctions entières (cf. n° 72); la formule (25) représente la 


fonction entière —— 

9) Pour terminer donnons la formule asymptotique de la fonction 
gamma (Stirling), obtenue au numéro 77: 

pour les grands x positifs: 


T'(x+1)= Vanx (£ =)" {4+0( 2)}. (26) 


90. Exemples. Compléments. Comme premier exemple d’appli- 
cation de la fonction gamma nous donnons le calcul de l'intégrale 
d'Euler de première espèce (**), appelée encore fonction bêta d'Euler, 
qui pour Re z > 0, Re w = 0 est définie par la relation 


1 
(Ba w)= [ri (1 1 (1) 
û 


(l'intégrale (1) converge évidemment vu nos suppositions). Pour cal- 
culer l'intégrale (1) nous avons recours au calcul opérationnel. 


(*) Cf. n0 74, formules (12) et (15). 
(F*) Introduite par L. Euler dans son article PUÈUÉ dans « Novi commentarii 


academiae scientiarum Petropolitanae » en 1772 
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Considérons une intégrale un peu plus générale 
t 
| vil (£ — T)”71 at — 121» du-1, 
0 


qui est la convolution des fonctions #-let #°-1 (cf, n° 81) et qui don- 
ne B (z, w) pour t — 1. D'après le théorème de multiplication (n° 81) 
l'image de cette convolution est le produit des images de #*-L et #”-1, 
c'est-à-dire 
5 pr po pziw 

d’après la formule (4) du n° 83. D'autre part, puisque l'(z) F'(w) 
est constant, l'original du second membre peut être calculé d’après 
la même formule (4) du n° 83: 

TOTW ET) T (uw) 


p?itw . 


1-1 4 01 — F() Tw) _ T(2T(w) 


12zFw-1 
T (+ w) * 
Nous avons donc, d'après le théorème d'’unicité des images 


LE T (2) T (w) ,z w= 
Lg pl NT 7 +1 
121 »t = T É j t e 


Faisant ici £— 1, nous trouvons l'expression de B(z, w) à l’aide de 
la fonction gamma 
T'(2)T (w) 


B (z, DT GE: (2) 


Notons entre autres que la formule (2) donne le prolongement analy- 
tique de la fonction bêta, que l'intégrale (1) ne définit que pour les. 
Re z=—0, Rew 0, dans tout le plan complexe des z et des w. 


Différentes intégrales, que l’on rencontre fréquemment en analyse, se 


ramènent aux intégrales eulériennes. Donnons quelques exemples : | 
4) Par le changement de variable x — 24 — 1, l'intégrale 


1 
u-aPara  @>-13>-1 
21 
se ramène à 2P+9#1B (p+1, q+1) et, d'après la formule (2), elle est égale à 
1 
r(p+#)T(g+1) : 
_ = PH, 3 
} (1— x) (1 x)9 dx — 2P+9 T(+at (3) 


2) Par le changement de variable zm—5, l'intégrale 
1 : 
[ 201 (1— rm)9-1 dx (P, g, m>0) 
| 
38+ 
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sr À : 
se ramène à - B (2 ; a) . Donc, d’après la formule (2), elle est égale à 
Î P 
| 1 r(2)ro 
DPI (A — MT de = —— ——. (4) 
ù r (E+3) 
3) Par le changement de variable sin @=—7x, l'intégrale 
TT 
2 
Î sinP-1 @ cos2-1 p dp 
d : 


se ramène à une intégrale calculée dans l’exemple 2): 


a 

2 1 g D 4 
— Le anis) 
sinP-1 @ cosa-1 p dp= | æP-1 (1—x2) ET = ——— — (5) 

Ÿ Ô 


4) Faisant p—1=—r, qg—1= —r (—1<7r<1) dans l'exemple précédent, 
nous trouvons en particulier : 
T 


F2 
jespere (Er (). 
0 


Mais, d'après la deuxième équation fonctionnelle pour la fonction gamma 


(formule (16) du n° 89), rer (= (5 r (1-5) 


, c’est-à-dire 


COS —— 
2 


EL 
72. 
1 
| te" pdp— rl (6) 
Ô 


| 1 RS 
5) Le changement de variable In 7 —t ramène à la fonction gamma l'in- 


tégrale 
[ in Lae= | ei dt=T(p+1). (7) 
0 0 


6) Les intégrales elliptiques complètes se ramènent aussi aux intégrales 


eulériennes pour la valeur des modules Ek = (cf. no 39): 


a a 
1 h d 1 A 
TL\_ P :8(2)-( y/1- sin 
F :) À —— - 1 7 Sin pd. 
Ô 5 ô 
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En effet, le changement de variables cosp—#t, puis t4—7 ramène la 
première de ces intégrales à la forme 


1 Î 3 1 


Va eo as (£, 3350 


0 


d’une façon analogue 


1 is 8(+, L\+s £, 5) 
6 ri) ECM EE 


7) Pour OK Rez<1 


op Liz 
| t-le-itdt=T(de ?. (10) 
0 


En effet, considérons l'intégrale prise le long du contour fermé indi- 
qué sur la fig. 194: 


fesetaef+i+ fai ec 
C à Ri 


ë, ÊR ki Cr 


(elle est nulle d’après le théorème de Cauchy). 
Puisque pour Re z = x << 1la quantité | &71|— 
— R*%-1 tend vers zéro, lorsque À —+ œ, alors 
d’après le lemme de Jordan (n° 73, formule (2)) 
l'intégrale prise le long de Cx tend également FIG. 194 
vers zéro lorsque À — oo. D'autre part, pour 
xz>>0, l'intégrale relative à C, tend vers zéro lorsque r + 0, 
car, d’après le théorème de l'évaluation d’une intégrale, son module 
; ; ei LL 
nest pas Supérieur à 7* Denis 1e à 
Ainsi, à la limite, lorsque r — 0 et R —+ ©, nous obtenons: 


œ 124 


1 — 


re (ete di = | (pet eriti are? 
Ü 0 


t—lertt dt, 


CON) 


d’où découle la formule que nous voulions établir. Faisant en 

particulier 3=7, n>1, dans cette formule, puis effectuant le 
1 

changement de variable #* —x, nous trouvons: 
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d'où en séparant les parties réelles et imaginaires, nous obtenons 
les intégrales ; 


ÿ 


cos x” dx — £p () cos TZ, 
R ñn LEA 


| 
Jsinardr=tr(1) sin (11) 
ù 


(pour 7—2 nous obtenons un résultat que nous connaissons, 
cf. n° 73, exemple 6). 


Donnons encore quelques relations dans lesquelles participe la fonction 
gamma. 
4. Intégrale de Raabe. Calculons l'intégrale 


In T (t) dt. 


I 
DE pu 


Remplaçant t par 1—f, nous pouvons écrire: 
1 
R= | In l'(Â—6 dt, 
Û 


et alors en additionnant cette expression à l’expression précédente et en tenant 
compte de la deuxième équation fonctionnelle pour la fonction gamma, nous 
obtenons : 


1 ELA 
2R= [inr@r (1—t) dt [ue = ina — + | Insin sde. 
0 


x 


Cette dernière intégrale se calcule au moyen du changement de variable 
x—=2u (Euler): 
LA 7 
a 2 2 
1= | In sin r dr —2 Î In sin 2u du=nln2+2 | In sin u du +2 
0 Ô 0 


In cos v du ; 


PI N| a 


la deuxième intégrale du second membre, après le changement de variable 


EL : . ; es 
u=v—, se transforme en [in sinvdv et, en l’ajoutant à la première, 
T 


2 
nous trouvons Z=nin2+27, d'où 1= —nñnln2. Ainsi 
© 1 
= in r'(Ddt=s-inn++ In 2=in 2%. 
Ô 
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Raabe a considéré une intégrale plus générale (a > 0) 


a+1 a+1 a 
Rae InT (t) dt— | me 


Puisque R’(a)—lnl(a+1)—InT(a)=lna, nous trouvons par intégration 
R (a)=a (in a—1)+cC. Faisant ici a—0 et tenant compte de ce que À (0) = 
= Ro=in V/2x, nous trouvons : 
a+1 
R (a)= | InT(t)dt=a(ina—1)+in/2x. (12) 
a 


2. Formule de Legendre. Considérons l'intégrale 


1 1 
nes fraonaf {if} a 
0 ù 


2 
Puisque la parabole = (5-1) est symétrique par rapport à la droi- 
te =, on peut écrire : 
1/2 


29 z- 
B(z, 2) —2 | + (5) F La, 
0 


L—r=5 V4, nous obtenons: 


d’où, après le changement de variable 3 


1 


1 
B (2, na f: 2 UD à B (55) . 


Remplaçant ici la fonction bêta par son expression (2) et tenant compte de 


ce que (5) = x, nous trouvons la troisième équation fonctionnelle pour 


la fonction gamma (Legendre) : 
D x 
TT (a+) = Ver (22). (43) 
3. Formule d’Euler. Calculons le produit 
—1 
mr (l}r (Er), 
n n n 
ou n est un entier positif quelconque. Pour cela écrivons le produit dans 
l'ordre inverse 
= —2 1 
E=r (* à r(=).er (+) 
n n n 


et multiplions membre à membre ces deux expressions de Æ. Réunissan 
chaque couple de facteurs, à l’aide de la deuxième équation fonctiounell 
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nous obtenons 
I TH F4 nr-1i 


E2— nm y . (14) 
sin— sin2 — sin (n—1) À — 
n n Il sin KT — 
k=1 
Pour calculer le produit des sinus, considérons l’identité 
s2 (m1) 2 
nle Dur 7m) ... (z—e 73 
(comparer avec les racines n-ièmes de l'unité), d’où 
RL eu 
ga — 
= — II (2 —e 7 ) 
k=1 
et à la limite, lorsque z —> 1, nous trouvons: 
ni i 2x 
n— Il —e 7) 
k=1 


(comparer à la dérivée de z7 au point z—1). Passant aux valeurs absolues 
:L 2H : 
kR— ik — 


1 
dans le second membre et tenant compte de ce que [1—e *[—le "*]|X 
, + TN . AT 
X 2isin— —2sin—, nous avons: 
ni 
n—= 22 
k=1 


Portant cette dernière expression dans la relation (14), nous obtenons 


la formule (Euler) 
Les: 


E— Dr Ge EE . (45) 
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91. Systèmes de fonctions orthogonaux. Dans de nombreux pro- 
blèmes de physique mathématique on rencontre des développements 
de fonctions en séries généralisées de Fourier. Rappelons les notions 
fondamentales qui se rapportent à de tels développements. 

Considérons une famille de fonctions réelles de la variable réelle 
x, données sur un intervalle fixe (a, b) qui peut être non borné. 
Nous supposons que ces fonctions sont différentiables par morceau 
et qu’elles ne possèdent que des points de discontinuité de première 
espèce. Par analogie avec l'algèbre vectorielle, introduisons la notion 
de produit scalaire des fonctions de la famille. 

En algèbre vectorielle, le produit scalaire des vecteurs à — 
= {a, do, . .., an} et Bb — {b1, ba, . .., b,} est la somme des 
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produits des coordonnées de même indice 

n 

(a, b)=— © ab. 

k=1 
Conformément à cette définition, considérant les fonctions f (x} 
et g (x) comme des vecteurs à un ensemble infini de « coordonnées » 
(les valeurs de ces fonctions en différents points de l’intervalle (a, b)), 
leur produit scalaire est la « somme continue des produits des coor- 
données de même indice », c’est-à-dire 


b 
(a | (0) 8 (a de. (1) 


De même, par analogie avec l’algèbre vectorielle, on introduit d’au- 
tres notions. On appelle norme (« longueur ») de la fonction f (x} 
la racine carrée de son carré scalaire : 


fD 
IHI=VTD=) raz. @) 


Les notions introduites jouissent de certaines propriétés analogues 
aux propriétés usuelles correspondantes. Par exemple, il est clair 
que, avec nos suppositions, || f [| — 0 si et seulement si f (x) = 0 
(nous ne tenons pas compte des valeurs de la fonction en ses points 
de discontinuité qui n’influent pas sur {| f ||). L'inégalité de Bounia- 
kovsky connue en analyse 


ë ; . 
[ | { (x) g (x) az | < | f(x) dx | g2(x)dx 


peut être interprétée comme nne propriété du produit scalaire 
IG a I<HFIUES (3) 
etc, 


On dit que les fonctions f (x) et g (x) d’une famille quelconque 
sont orthogonales si leur produit scalaire est nul: 


b 
U, 8)= | F(a) 8 (@) 450. () 


D'après cette définition, un système de fonctions { @, (x)} est dit 
orthogonal si ses deux fonctions quelconques sont orthogonales 


(Pms Pr) = 0 imn. 


. De plus, ce système est dit normé si les normes de toutes ses fonctions 
sont égales à l’unité. 
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Les définitions que nous venons d'introduire s'étendent aussi 
aux fonctions de la variable réelle x à valeurs complexes si le produit 
scalaire de ces fonctions est défini non pas par l'intégrale (1), mais 
par l'intégrale 

b S 
G,.9= | 1@8@ dr, (5) 


a 


où g (x) est la conjuguée complexe de g (x). IL est vrai que la propriété 
de symétrie du produit scalaire disparaît : il est clair que 


( 2) = (6, f). 


Le carré scalaire de la fonction reste non négatif: 
b 


6, h=\l @F4r>0, 


a 


et la notion de norme s’introduit sans modification ; on introduit, 
également sans modification, la notion de système orthogonal et 
normé. 

Le système de fonctions 


Pn (€) = eitox (n = 0, +1, +2, ...) 


est un exemple simple de système orthogonal. Ce système est ortho- 
gonal sur tout intervalle de longueur 7 =? . En effet, pour mÆn, 
nous avons (a est un nombre réel quelconque): 
a+T 
(Pm Pn) = eitm-n)ox dy — 
a 
Le système n’est pas normé, car 
PAT 
Ils) fiemepa=VT, 


a 


eitm-n)oa . 
en (eitm-m)2x — 4) — 0. 


mais on peut le normer facilement en divisant chaque fonction.du 
système par V T. 

Les systèmes orthogonaux de fonctions sont particulièrement com- 
modes pour développer d’autres fonctions par rapport à ces systèmes. 
En effet, soit f (x) une fonction représentée par une série uniformé- 
ment convergente par rapport aux fonctions d’un système orthogonal 


{On (x)} (nr = 0, 1, 2, TE 
f (x) = coPo (x) + Cal) +. . HcnPn (x) +... (6) 
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Faisant appel à la propriété d’orthogonalité, on peut facilement déter- 
miner tous les coefficients de la série. Pour déterminer le coefficient 
&,, nous multiplions les deux membres de (6) par w, (x) (*) (la série 
reste uniformément convergente) et intégrons sur l'intervalle fon- 
damental (a, b): 


b co b 
À Fe) gr dr = Y où À qu (a) pate) da. 
a Rk=—0 a 


En vertu de l’orthogonalité du système toutes les intégrales du second 
membre, excepté celle pour laquelle #4 — n, sont nulles et nous obte- 
nons : 

2 . 

À (æ) n () de = en || n [P, 


a 


b 


en = Tor | / (0) Pr (0 de () 


a 


(nous supposons que le système {x ,x)} ne contient pas de fonctions 
identiquement nulles). 

Une série de la forme (6) est appelée série généralisée de Fourier 
de la fonction f (x) par rapport au système orthogonal {, (x)}, et 
les formules (7), qui déterminent ses coefficients, s'appellent for- 
mules généralisées de Fourier. Pour le système œ, (x) = e7®* (n = 
= 0, +1, +2, ...) considéré plus haut, la série (6) coïncide avec 
la série ordinaire de Fourier écrite sous la forme complexe 


f(@)= D cneiner, 
: 4 N= — 00 
(cf. n° 70) et les formules (7) avec les formules ordinaires de 


Fourier 
T 


Cn = _. | freres dr. 


0 


Pour l'exposé qui va suivre un rôle important revient à l’orfhogo- 
nalisation des systèmes de fonctions, c'est-à-dire un moyen qui per- 
met de remplacer les fonctions w, (x) du système par leurs combinai- 
sons linéaires 4, (x), de manière qu’elles forment un système ortho- 
gonal. Pour démontrer la possibilité d’orthogonalisation, nous suppo- 


(*) Si toutes les fonctions du système {, (x)} sont des fonctions à va- 
leurs réelles, alors , q{x) = a (x). 


604 CH, VII. FONCTIONS SPÉCIALES 


sons que le système { @, (x)} est linéairement indépendant. Comme 
en algèbre vectorielle, cela signifie qu'aucune des fonctions du sys- 
tème ne peut être représentée par une combinaison linéaire de cer- 
taines autres fonctions de ce système. 

Théorème d’orthogonalisation. Quel que soit 
le système linéairement indépendant de fonctions {®p, (x)} (n — 0, 1, 
2, ...), on peut toujours construire des fonctions à (x) qui sont des 
combinaisons linéaires des @, (x) et qui forment un système orthogonal 
normé. 

Prenons pour la fonction 4$ (x) 


V2 ()= Enr Po (0): 


puisque le système {y, (x)} est linéairement indépendant, il ne peut 
contenir de fonctions identiquement nulles (*}, donc || ®o || ©. 
Choisissons maintenant la constante de manière que la fonction 


Va (x) = pa (x) — ob (x) 


soit orthogonale à 5; nous avons (1, 45) — (@1, 5) — 10, donc 
il suffit de prendre œi0 — (1, 9). La fonction 11 (x) ne peut être 
identiquement nulle, car, dans le cas contraire, 1 (x) s'exprimerait 
linéairement à l’aide de @, (x), ce qui est en contradiction avec les 
conditions du théorème. Donc nous pouvons prendre 


1 
ÿ (x) Toi Yi (x). 
Considérons maintenant la fonction 


Va (x) = Pa (x) — og (x) — nb! (x) 
et choisissons les constantes &20 et &»1 de manière que 1, soit ortho- 
gonale à 15 et wW. Puisque (do, 45) — (pa, 49) — &20 et (Do, Vi) — 
— (Po, VW) — Go, il suffit de prendre 20 = (@>, WE), Gui — 
= (@2, Ÿ?). La fonction V2 (x) ne peut être identiquement nulle, car 
dans le cas contraire 2 (x) serait une combinaison linéaire de œo et 
de 1, donc on peut prendre 


1 
%e (x) = Tr À ©. 
Nous pouvons continuer indéfiniment notre construction. Si les 


fonctions f(x), Wi(x), ...,W%.,(x) sont déjà construites, nous 
prenons 


n—i 
Pn (T) = Pn (ZX) — 2 nn R (x), (8) 


(*) La fonction œ (x) = 0 s'exprime toujours linéairement à l’aide d’une 
autre : (zx) = 0 (x). 
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où Œnk — (Pr: Ye), puis 
0 + 41 
STE A0 


Le système {4 (x)} est précisément celui que nous cherchions. 
Remarque 1. On voit de notre construction que non seule- 
ment tous les 4» (x) sont des combinaisons linéaires des @o, 4, . .. 
, On, mais, inversement, les p, (x) sont des combinaisons linéai- 
res des LR LA ..., Ÿn. Il en découle que toute fonction x (x) est 
orthogonale à toutes les fonctions +4, Pê+2, . .. ou, autrement 

dit, toute fonction 1h (x) est orthogonale aux ®o (x), 1 (x), 

sr Pat (x). 

Remarque 2. Dans un certain sens, il y a unicité du système 
ee si la fonction 4 (x) est une combinaison linéaire des œo, 


, Pn et orthogonale aux ®o, @1, . . ., M1, alors elle ne peut 
dfférer de 4? (x) que par un facteur constant. En effet, soit 
VACES 2 anpa (x); Ÿ (x) => Bar (x) (9) 


(ici, d'après ce qui précède, &r = 0). Considérons la fonction 
(2) = (2) — PE 4 (x) ; 
1 


il est clair qu’elle s'exprime linéairement à l’aide des fonctions œo, 
Pts + - +, Pn1 (puisque son développement par rapport aux œ, ne 
contient déjà plus ,) et est orthogonale à toutes ces fonctions. Il 


en découle alors que Ÿ (x) = 0, c’est-à-dire que 4 (x) — Fe A (x). 


Pour terminer indiquons une généralisation de la notion d’ortho- 
gonalité que nous utiliserons plus loin (nous nous bornons au cas des 
fonctions réelles). On dit qu’un système de fonctions {, ( (x)} est 
orthogonal par rapport au poids p (x) sur l'intervalle (a, b) si pour 
tout couple de fonctions du système 

b 


À qm (2) @n (2 p (a) dz 0. (10) 


Ici, le « poids »p (x) est une fonction non négative fixe, continue sur 
l'intervalle (a, b). Pour p (x) = { nous retrouvons l’orthogonalité 
ordinaire. 

Le théorème d'orthogonalisation se généralise facilement au 
cas de l’orthogonalité par rapport à un poids. Il est évident que pour 
orthogonaliser par rapport au poids p (r) un système de fonctions 
{ @r (x) }, il suffit d’orthogonaliser au sens ordinaire le système de 
fonctions { Vp (x) pr (x)}. De plus, les fonctions qui s’obtiennent 


par orthogonalisation sont les produits par Ve (x) des combinaisons 
linéaires des fonctions œx (x). Un système de telles combinaisons 
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linéaires 
Lo 
Wa (r)= À anna (2) (11) 
H=0 


s'avère orthogonal par rapport au poids p (x). 
Soit f (x) une fonction développée en série uniformément conver- 
gente 


1 (@)= X engn (2) (12) 


par rapport au système {p, (x)} de fonctions orthogonal par rapport 
au poids p (x). Pour calculer les coefficients de ce développement, au 
lieu de la formule (7) nous avons la formule 


b 
1 
en = | 1 (2) qn (z)p (a) de, (13) 
où d, est la «norme pondérée» de la fonction à (x): 
JOB D TE, 
d=M/ Torte(dz. (14) 


a 


Pour établir la formule (13), il suffit de multiplier le développe- 
ment (12) par @, (x) p (x), puis de l'intégrer terme à terme en tenant 
compte de ce que le système {, (x)} est orthogonal par rapport au 
poids p (x). 

92. Polynômes orthogonaux. Choisissons un intervalle (a, b) 
et appliquons le processus d’orthogonalisation par rapport au poids 
p (x), décrit ci-dessus, au système des puissances de æ: Œ@n (x) — 
= x" (n = 0, 1, 2, ...) qui, comme on le sait, est linéairement 
indépendant. Pour chaque intervalle fixe (a, b) et pour chaque poids 
fixe p (x) nous obtenons un système bien défini de polynômes {q, (x)} 
normé et orthogonal sur (a, b) par rapport au poids p (x). On voit 
de la formule (11) que chaque polynôme q°, (x) est de degré n. 

Les systèmes de polynômes orthogonaux les plus usuels sont les 
suivants (*). 


(*) Les polynômes p, (x) ont été introduits en 1785 par Legendre, les poly- 
nômes t, (x), h, (x) et !, (x) = 19 (x) par Tchébicheff en 1859 (dans l’article 
« Sur les questions de minima qui se rattachent à la représentation approxima- 
tive des fonctions » publié dans les mémoires de l’Académie des Sciences de Pé- 
tersbourg), en outre les polynômes h, (x) ont été étudiés par Hermite (1864) 
et les polynômes Z, (x) par Laguerre (1879). Les polynômes de Legendre et de 
Tchébicheff sont un cas particulier des polynômes de Jacobi (1859) : on obtient. 
les ROOMS de Legendre pour À = u — 0, ceux de Tchébicheff pour À — 


Eh=—S 


5: 
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| Notation | Auteur 
(—1, 1) 1 Pn (x) Legendre 
(—1, 1) Eire tn (x) Tchébicheff 
(A, ) 
(—1, 1) 1— 2)" (142) Pn° (@) | Jacobi 
À, b > —1 
ES ee hn (2) Tchébicheff-Hermite 
(0, co) de hd HD (x) Tehébicheff-Laguerre 


Donnons certaines propriétés des systèmes de polynômes orthogo- 
naux. Par gr (x) nous désignons les polynômes appartenant à un 
système orthogonal et normé arbitraire mais fixe, par ©@, (x) les 
polynômes qui diffèrent de qf (x) par un facteur constant arbitraire 


Qn (x) = dnQn (x), 


où d, est la norme pondérée de Q, (x). L'expression « tout polynôme » 
(ou « un polynôme quelconque ») signifie que l’on considère un poly- 
nôme à coefficients quelconques n’appartenant en général pas au 
système que l’on considère. 

De la remarque 1 du n° 91 les théorèmes suivants découlent immé- 
diatement. 

Théorème 1. Tout polynôme de degré n peut être représenté 
par une combinaison linéaire des polynômes Qo (x), Q1(x), . - .,Qn (x). 

Théorème 2. Le polynôme Q, (x) est orthogonal par rapport 
au poids p (x) à tout _polynâme de degré inférieur à n. 

La proposition générale'suivante a lieu. 

Théorème 3. Le polynôme Q, (x) admet exactement n racines 
différentes sur l'intervalle (a, b). 

Pour démontrer ce théorème, considérons l'intégrale 


b 
Î On (x) (æ) 470; (1) 


elle est nulle, car, d’après le théorème 2, Q, (x) est ortho gonal par 
rapport au poids p (x) au polynôme de degré zéro x° = 1. Puisque 
d’après le condition adoptée ci-dessus le poids p (x) est une fonction 
non négative, il découle de l'égalité (1) que ©, (x) ne peut conserver 
un signe constant sur tout l'intervalle (a, 
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Supposons que @, (x) change m > 1 fois de signe sur l'intervalle 
(a, b) aux points 21, x», ..., xæm. Considérons le polynôme de 
degré m 


Ra) =(x—- xx — 2)... (t — 2»); 


il est clair que le produit Q, (x) R,, (x) doit conserver un signe cons- 
tant sur (a, b), donc 
b 


À @n (2) Rn (e) (2) de 0. @) 


& 


D'autre part, si m << n, alors, d’après le théorème 2, le polynôme 
Qn (x) doit être orthogonal par rapport au poids p (x) au polynôme 
Rm (x) et l'intégrale (2) doit être nulle. Il en découle que m = n 
et le théorème est démontré. 

Pour un système quelconque de polynômes orthogonaux on peut 
établir une formule de récurrence entre trois polynômes consécutifs 
On-11 Qn et#Qn+1 Supposons d’abord que le système soit normé. 
D'après le théorème 1, le produit xg9 (x), qui est un polynôme de 
degré n + 1, peut être représenté par une combinaison linéaire des 
Di dues: Nil: 

n+1 
aq (= À enagh (2). ) 


D'après la formule (13) du n° 91 nous avons pour les coefficients 
de ce développement : 


b 
enn = | zqn (2) dh (æ) p (ad. () 


Mais si 4 << n — 1, alors x$ (x) est un polynôme de degré inférieur 
à n, et cnx — 0 d’après le théorème 2. Ainsi, dans la relation (3) 
seulement les trois derniers coefficients ©,, n 1, Cn,n ©t Cn,n-+1 Peuvent 
être différents de zéro. 

Désignons par a, — a, le coefficient du plus haut degré de x 
dans q% (x). En comparant dans l'identité (3) les coefficients de 
a"#l, on trouve aù — Cn,n+1 An+1 d'où 

= 
Cn,n+H1—= FR 
Mais on voit de la formule (4) que crk—crn pour tous n et #, 
donc érn4—=Cn tn _. , ce qui nous donne la formule de récur- 
n 


rence 


9 9 
2qh (2) = 9% Qu (2) + Cnndn (2) + EE qi (2). (5) 
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Le coefficient c,, s'exprime facilement à l’aide des coefficients b9 de 
2-1 dans l'expression de g, (x); identifiant dans (5) les coefficients 


Q 
nr 0 An _ po \ 
de x", nous obtenons be Dhs + Cnnan, d'où 
bn bar 
Enn =—$ — é 6 
an an+1 (6) 


Pour passer au cas d’un système orthogonal quelconque de poly- 
nômes {Q, (x)}, non obligatoirement normé, il suffit de remarquer 
que | 


_ 0 _ 0 
An — Anar, Ùn — dnbn, 


où d, est la norme pondérée du polynôme @, (x). 
Tenant compte de ces expressions, après de simples transforma- 
tions dans les formules (5) et (6), nous obtenons le théorème suivant : 
Théorème 4. Trois polynômes consécutifs arbitraires d’un 
système orthogonal vérifient la formule de récurrrence 


2Qn (2) = Quar (e)+ (2e tt) Où (a) + 


An+1 An+1 


CU 


Ainsi, connaissant les coefficients a, et b, des deux puissances les 
plus élevées de x dans @, (x), nous pouvons déterminer successive- 
ment ces polynômes. Le calcul des coefficients pour les systèmes 
concrets est donné au numéro 93, où nous obtenons également des 
relations définitives. 

Pour obtenir d’autres propriétés des polynômes orthogonaux nous 
supposons que le poids p (x) satisfait à l'équation différentielle 

p' Go + &1 (x) œ (x) 


P  Bo+ Ba (x) + Par? 
où f (x) a comme racines les extrémités a et b de l'intervalle sur lequel 
le système considéré de polynômes est orthogonal (*) (par rapport à un 
poids), et vérifie aux extrémités de l'intervalle les conditions : 


p (x) B (x) l'xa,v — 0. (9) 

Remarquons que ces conditions sont satisfaites pour toutes les 
classes spéciales de polynômes orthogonaux énumérées plus haut (**). 
a) Polynômes de Legendre: p' — 0, donc l'équation (8) est satis- 
faite pour & (x) = 0; pour que (9) soit satisfaite, il suffit de prendre 


(*) Si a ou b sont infinis, alors f (x) est un polynôme du premier degré 
ou de degré zéro suivant qu’un des nombres a et b ou les deux sont infinis, mais 
on peut même dans ces cas considérer B (x) comme un polynôme du deuxième 
degré de racines aux points «a et b. : 

(**) On peut démontrer que ces classes épuisent les polynômes orthogo- 
naux par rapport à un poids qui vérifie les conditions (8) et (9). 


39—0149 
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B (x) = 1 — x?. Ainsi, pour les polynômes de Legendre 
x —0, B —1— 7x. (10) 


“A HA 


b) Polynômes de Tchébicheff: p° — TE Tr: donc 
œ—=x, PB — 1 — x. (11) 
La condition (9) est satisfaite. 
c) Polynômes de Jacobi : <= nn — LL = HU ENe., 
donc 
a—(u—A) —(m+Az B—=1— 32; (12) 
pour À >> —4{,u >> —1, la condition (9) est satisfaite. 
d) Polynômes de Tchébicheff-Hermite : L- — —2x, donc 
œ = —2x, p —1; (13) 
la condition (9) est satisfaite, car p — e-** — 0, lorsque x — + oo. 
e) Polynômes de Tchébicheff-Laguerre : £= _ , donc 
a=hk—x, B=7x; (14) 


la condition (9) est satisfaite pour À >> —1. 

Il s'avère que les polynômes orthogonaux satisfont à des équations 
différentielles linéaires du second ordre à coefficients variables aux- 
quelles on est souvent conduit dans différents problèmes de physi- 
que (*). Nous allons obtenir une équation différentielle pour un 
système quelconque de polynômes orthogonaux vérifiant les condi- 
tions (8) et (9). 

Soit Q, (x) un polynôme quelconque d’un système orthogonal 
par rapport au poids p (x) Sur l'intervalle (a, b) et non obligatoire- 
ment normé. Intégrant par parties, nous obtenons 


b 


b 
1= À 1B (2) e (a) Qù (a) 2 de 2" Qu —# | at-160Q% de ; 


a 


en vertu de la condition (9) le premier terme du second membre 
est nul et intégrant encore une fois par parties (zx*-1fp=u, 
Qn dx = dv), nous obtenons : 


b 
1= — he {et-BpQnlé-+ | Qu LA 1) 2*Bp + pp + 2 -1pp da. 


(*) C'est précisément cette circonstance qui rend compréhensible l’impor- 
tance des polynômes orthogonaux pour les applications. 
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x 


Ayant recours encore une fois à la condition (9) et remplaçant, 
d’après (8), fp’ par &p, nous avons: 


b 
T= À Que 1 — 1) 22 + #2 (+ a)} de. 


a 


Dans les crochets sous le signe d'intégration figure un polynôme 
de degré k, car B est un polynôme du second degré et B” + « du 
premier degré. Nous en concluons, d’après le théorème 2, que pour 


k — 0, 1, 2, ..., n — 1 cette intégrale est nulle. Tenant compte 
de l’expression initiale de 7 nous obtenons que, pour #4 — 0, 1,... 
so "1: 
b b 
1= | (BpQs + Bp'Qn + BoQ%) 2" dr — | [a+ 8°) Qn + RQI z'p dx — 0 


(nous avons utilisé encore une fois l'équation (8)). Cette dernière 
égalité signifie que le polynôme de degré n qui se trouve entre les 
crochets et qui, d’après le théorème {, est une combinaison linéaire 
des Q:, Qu, . .., Q,, est orthogonal par rapport au poids p aux 
a pour k — 0, 4, ..., n — 1. Etant donné que le système {Q,) 
est obtenu par orthogonalisation, par rapport au poids p, des puissan- 
ces {x"}, d’après la remarque 2 du n° 91, nous pouvons conclure que 
ce polynôme ne diffère de @, que par un facteur constant 


(a + B) Qn (x) + BQ% (x) — YnQn (x). (15) 


Pour déterminer le facteur y,, il suffit de comparer dans (15) 
les coefficients de x"; désignant par a, le coefficient du plus haut 
degré dans @, et tenant compte des notations introduites dans la 
condition - (8), nous avons (æœ; + 22) na, + Bon (n — 1) a, — 
= Ynäns d'où 


Vn = n loi + (n + 1) Bal. (16) 


Ainsi, le théorème suivant est démontré. 

Théorème 5. Pour tout système de polynômes {Q, (x)} ortho- 
gonaux par rapport au poids p (x) vérifiant les conditions (8) et (9), 
le polynôme Q, (x) est une solution de l'équation différentielle linéaire 
à coefficients variables 


By" + (a + PB’) y — ny — 0, (17) 


où Yn est défini par la formule (16). 
Comme exemple indiquons les équations différentielles dont les 
polynômes spéciaux sont des solutions. Des formules (10)-(14) et 


39* 
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de l'équation (17) nous avons: 
a) polynômes de Legendre: 


A —2?)y" — 2xy + nn +1)y = 0; " (48) 
b) polynômes de Tchébichefj : 
(A — 22) y" — x + ny = 0; (19) 


c) polynômes de Jacobi: 
A)" +{u—A—(u+Aa+2)z}y + 
+n(u+i+n<+1)y=0; (20) 
d) polynômes de Tchébicheff-Hermite: 


y" — 2xy" + 2ny = 0; (21) 
e) polynômes de Tchébicheff-Laguerre: 
xy" + ( — x) y! + ny = 0. (22) 


93. Expression au moyen du poids. Fonctions génératrices. 
Comme précédemment, nous considérons un système quelconque de 
polynômes {Q, (x)} orthogonal sur l'intervalle (a, b) par rapport 
au poids p(x) vérifiant les conditions 
ap—+ ax a (x) 


Brferhe par POBG@eu0 (D 


Pre 
9 
et non obligatoirement normé. Pour de tels systèmes, il s'avère 
possible de donner une formule exprimant directement les poly- 
nômes @, (x) à l’aide du poids p (x) et de la fonction $ (x). On a le 
théorème : 

Théorème 1. Pour tout système de polynômes {Q, (x)}, 
orthogonaux par rapport au poids p (x) vérifiant les conditions (1), 
les polynômes ©, (x) peuvent être mis sous la forme 


41 à : 
Qn (&) = Ant ame 0 (@) R° G)}, (2) 
où À, est un coefficient constant dépendant de la normalisation des 


polynômes. 

Pour les polynômes de Legendre, cette formule a été démontrée 
par Rodrigues (1814); des formules analogues ont été aussi obtenues 
pour les autres polynômes spéciaux. Pour établir cette formule, 
nous suivons le raisonnement de J. Aramanovitch. 

Démontrons d’abord que l'expression 


On (D = er (P (e) B'()} (3) 


est un polynôme de degré nr. Nous avons: 


(pB°) = p°B" + pp" np" — PB 10, 1 
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où Qh,1 — à& + nf’ est un polynôme du premier degré (nous avons 


à 


eu recours à l'équation (1)). D'une façon analogue 
(pB")"— (pB 108,1) — pBr-20, 


OÙ Qn,2 — la + (n — 1) BIT Q,:1 + BO:: est un polynôme du 
deuxième degré. 

Ayant en vue l'application de la méthode de récurrence, nous 
supposons vraie la formule 


(pB")® = (ppr-2 10, 2) = ppr-1Q, à, (4) 


On,n =la +(n—k+1)B1Qn, nr + BQnn 1 (5) 


est un polynôme de degré k. Ayant recours encore une fois à l’équa- 
tion (1), nous obtenons 


EB"JED = (PBr-1Q,, à) = : _ 
= pBr-A la + (n — #) 81 De, à + BOnn). 


Nous voyons que cette formule contient les formules (4) et (5), 
écrites pour k + 1. Ainsi, par récurrence nous pouvons affirmer 
que (4) et (5) sont vraies pour tous les 4 — 1, 2, ..., n. Notons 
que (4) est vraie aussi pour k — 1 si l’on pose Q, 0 = 1. 

Les formules (4) et (5) pour k — r donnent 


(pB")® = pQ,, 


Qn —_ On. n — (œ + B”) ©: n-1 + Os 


est un polynôme de degré n. Il en découle ainsi l'expression (3). 


Montrons maintenant que le polynôme ®, est orthogonal par 
rapport au poids p (x) à tous les a* (% — 0, 1, ..., nr — 1). Pour 
cela nous appliquons successivement la formule d'intégration par 


NS 


parties à l'intégrale 


b b 
= | a Qnp az = | 2" d(PBQn, n-0, 


tenant compte constamment de la formule (4) et de la condition (1) 
pour pf. En répétant cette intégration par parties (k— 1) fois, nous 
obtenons : 


b 
Ta (— 1) | ad (pBQn, n-1), (6) 


a 
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en la répétant k fois 
b 
TUE) f d (PB Q  n-n-10 —0. 


Cette dernière formule est vraie pour 4 = 0, 1, 2, ..., nr —1 


(pour k = n — 1 nous posons O6 — 1) et l’orthogonalité est 
démontrée. 

D'après la remarque 2 du n° 91, nous pouvons affirmer que le 
polynôme On ne diffère du polynôme orthogonal ©, que par un 


facteur constant: ©, — 4,Q,, ce qui démontre précisément la 
formule (2) que nous voulions établir. 
Comme nous l’avons déjà noté, le coefficient 4, dépend de 


la normalisation du polynôme. En particulier, le polynôme @, 
peut être normé de manière que 4, — 1. Calculons le coefficient 


a, de degré le plus élevé de x dans ce polynôme. Pour cela, comparons 
d’abord les coefficients des plus hauts degrés de x dans la formu- 
le (5): 


an, a fo+(2n —k +1) Be] an, Rte 


D'où nous obtenons : 
An = ün,n = [ou + (0 + 1) Bel ous + (nr + 2) Be] . [ou + 2nBel an, 0, 
où an,o=1, ou encore 
2n 
On = I, (a+ fe). (?) 


D'une façon analogue, nous trouvons aussi le coefficient de x”! 
dans l'expression du polynôme @, : 


2n—1 
bn (otnf) D (a+p)= nat). (8) 
k=n+1 


Donnons comme exemple les valeurs de a, et b, pour les poly- 
nômes spéciaux normés de manière que dans la formule (2) le coef- 
ficient À, = 1. 


(*) Pour obtenir la formule (8) il faut comparer les coefficients de z*-! 
dans la formule (5), ce qui donne 


Cr = [ou + (2n — k) Be] b, k-—1 + (&o + np) An, R—1 
(les notations sont analogues aux précédentes), puis appliquer successivement 
cette formule à partir de b,, 4 — Go + nf jusqu’à ce que l’on obtienne 8,, » — 
= 8, ; de plus, il faut tenir compte des expressions de 4,, A obtenues ci-dessus. 
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Pour les polynômes de Jacobi & — (nu — À) — (u +A)x, B — 
= 1 — x, donc 


2n 
pu n n À 
=(—0" IT G+u+n= (or SÉRERE), () 
k=n+1 


car en vertu de l'équation fonctionnelle de la fonction gamma 
(cf. (14) du n° 89) 


F(zt2n+1)=(2+2n)(2+2n—1) ...(2+n+1)T(2+7+1) 


et 


5 AUOT F'At+n+2n) 
benne rsrg: (0) 


Des formules (9) et (10) nous obtenons, en particulier, pour les 
polynômes de Legendre (k=up=—=0): 


Gm=(—1) 22; 5,0, (41) 
et pour les polynômes de Tchébicheff (2=u— —5) : 
2n—1)! ee 
an (D: no. (42) 


Pour les polynômes de (a— —2r,6— 1), nous 
avons 


an=(—1)2; bi=0, (13) 
et pour les polynômes de Tchébicheff-Laguerre (x }A—x, B—x): 
Qn=(—1)"; bn=(—1} (At n)n. (14) 


Trouvons maintenant la norme pondérée d, du polynôme Q@:- 
Nous avons: 


b b b 

_ Î Op dx = | (anx" +...) Qn0 dr = an | x" Q,p dx, 

a a a 

car d’après le théorème 2 du n° 92 ©, est orthogonal par rapport 
au poids p à tout polynôme de degré inférieur à #7. Appliquant 
maintenant la formule (6) pour £—n et intégrant par parties, nous 
trouvons : 


b 
di =(—1)%n lan | pB dr, 


ou encore 


d=V(— 1) n!anôn (15) 


b 
On = | og" de (16) 


est une quantité | définie par le poids p et la fonction f. 


Connaissant 4, et 4 il n’est pas difficile de déterminer le coef- 
ficient a, du plus haut degré de x dans le polynôme normé qà(x) = 


=+ On (æ) : 
y cime (17) 


. 
2 nl  ôn 
Pour les polynômes de Jacobi, la formule (16) donne: 


1 
_ LL Ain un Abu+onti P(itn+1)T(u+ +1) 
= ju 2) (A+ x dx = 2 TS 

(nous avons utilisé la formule (3) du n° 90). En vertu de (9) et 

(17) nous obtenons alors 
(RE er; = RUeCR te 4S 

A ob, DORE DT (uEnEt TAF EnTET) * 


En particulier, pour les polynômes de Legendre et de Tchébicheff, 
on obtient respectivement 


Â 
V2n +1, = = 7 2 2, (19) 


Pour les polynômes de Tchébicheff-Hermite et de Tchébichefj- 
Laguerre, on a respectivement 


= Î ed Va, ô— | er dz=T(tn+i) 
— 00 0 
et, en vertu de (13) et (14), nous obtenons : 
| am i 
Peer @0) 


D'ordinaire on considère dans la littérature des polynômes 
orthogonaux ©, (x) non normés. Afin de définir ces polynômes 
d'une manière unique, il suffit évidemment de donner, en plus du 
poids et de l’intervalle, les coefficients a, de degré le plus élevé. 
Conservant les notations adoptées, nous avons: 


Qh (x) = 40, (x) = dan (x), 
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d’où, comparant les coefficients de degré le plus élevé, nous trou- 
VOnS : 


An = Ann = due, bn = An, = d,b%. (21) 


Puisque les coefficients a, et a sont déterminés ci-dessus, connais- 
sant &,, nous pouvons donc trouver 4, et d,. Donnons ces quantités 
pour les polynômes spéciaux. 


PUS Notation d?, 


(22)! 2 1 
2n (nl)? 2n+1 (a 2nn | 


Tchébi- | Th(x) 1 _— (n—1)! 


cheff DA. is (2n=1!| 
Pier M Go 1 router) PT rent) rotntt)| (gp 1 
20! T'(Abutn+1) [air GFun+D) tu tin ED 2nn | 


Legendre | Pn(x) 


Jacobi 


Tchébi- nn! Vr (—1}" 
cheff- 
Hermite 


Tchébi- nIT(A+n+1) 
cheff- 
Laguerre 


Connaissant À,, nous pouvons écrire la formule (2) pour tous 
ces polynômes. Ecrivons-la par exemple pour les polynômes de 
Legendre 

(=. 4 
Pafn= sr ge (2) (22) 
(elle coïncide avec la formule connue de Rodrigues) et pour les 
polynômes de Tchébicheff- Laguerre 


TRS DL MS LEE 
Li (a)=x he er (e En) (23) 
(elle sert souvent de définition pour Z (x)). 


Connaïssant ensuite les coefficients a,, d, et b, (le dernier étant 
déterminé de (21) à l’aide de À, et des à, trouvés ci-dessus), nous 
pouvons écrire sous une forme définitive les relations de récurrence 
pour ces polynômes (cf. la formule (7) du n° 92): 

a) polynômes de Legendre: 


1 
zPh = Pau + Pn1(x), n>1; (24), 
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b) polynômes de Tchébichef] : 


an (2)= Tai (+ Tune), 2>2(); (25) 
c) polynômes de Jacobi : 
{v+ 2n) (v+ 2n + 1) (v+ 27 +2) PL M (x) = 
=2(n+1)(v+n+1)(v+2n) PhD (x) + 
+ (u2— 02) (v+ 2n +1) PÉT (2) + 
L2(a+n)(B+n)(v+2n+2) PAP (x), (26) 


où vV—À+U; 
d) polynômes de Tchébichefj-Hermite : 


2H (2) =+Hnu(z)+nHin(9, n>1: (27) 

e) polynômes de Tchébicheff-Laguerre : 

2 LP (æ)= — L4 (œ) + (A+ 2n +1) LI (x) — 
—n(i+n)L® (x), n>1. (28) 


Pour terminer, montrons que les polynômes d’un système ortho- 
gonal peuvent être considérés comme les coefficients du développe- 
ment en série de Taylor d’une certaine fonction analytique que l’on 
appelle fonction génératrice des polynômes de ce système (**). 

Selon Aramanovitch et Kojevnikov, on peut établir la fonction 
génératrice d’une famille quelconque de polynômes orthogonaux 
par rapport au poids p vérifiant la condition (1). Nous exposons ici 
leur résultat. : 

Pour plus de simplicité, nous considérons les polynômes @, normés 
de manière que dans la formule (2) tous les coefficients À, sont 
égaux à l'unité. Nous appelons fonction génératrice de la famille 


{0,} une fonction de deux variables complexes z et w, définie par 
la relation (***) 


Y (z,w)— » à 20% (29) 


n=0 
(*) Pour n << 2, les formules ont une autre forme : 
1 1 
2Ti= Tito To+tr,  2To=Ti. 
(*#) Nous avons déjà donné des exemples où les polyn ômes sont définis 
à l’aide de fonctions génératrices (n° 70). 
(***) Le rayon de convergence de la série (29) ordonnée suivant les puissances 


de w dépend évidemment de z. Au début du n° 93 ©, est défini pour les valeurs 


réelles de la variable, maïs vu que Qne est un polynôme, nous pouvons Le considé- 
rer défini dans tout le plan complexe. 
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Transformons l'expression (29) à l’aide de la formule (2) et 
de la formule de Cauchy pour les dérivées d'ordres supérieurs. Nous 
avons: 

L 1 Sun amp) 1 Sur n (POP ; 
Y (z, w) = p G) Zur dm p(z) Zara | G—2ni dë, 


où C est un contour fermé contenant à son intérieur le point 6 — z 
et appartenant au domaine d'analyticité de la fonction p (6) B" (6). 
Intervertissant dans cette dernière formule l’ordre de sommation 
et d'intégration et sommant la progression géométrique ainsi obte- 
nue, nous obtenons: 


LL 1 1 (oO Ÿ [#® 1 (_ PO 
FGU)= TE \ ro lie) op G x | 26 © : 


Nos transformations sont légitimes si pour tous les € sur la courbe C 
la raison 2Q de la progression géométrique est en module infé- 


rieure à l'unité, et cela a toujours lieu pour les | w | suffisamment 
petits. Le dénominateur de la fonction à intégrer est un polynôme 
du second degré en 6, en outre pour les petits | w | l’une des racines 
de ce polynôme, que nous désignons par &,, est voisine du point 
& — z et l’autre est grande en valeur absolue. En rétrécissant au 
besoin .le contour € nous pouvons supposer que la seconde racine 
se trouve à l'extérieur de ce contour. Alors la fonction à intégrer 
ne possède à l’intérieur de C qu’un seul pôle du premier ordre & — &% 
de résidu 
CG: ;= P (Go) . 
17 10 (Eu) 

Appliquant le théorème de Cauchy sur les résidus nous avons le 
théorème suivant: L 

Théorème 2. Pour tout système de polynômes {Q, (x)}, 
orthogonal par rapport au poids p (x) vérifiant la condition (1), il 
existe une fonction génératrice Ÿ (z, w) telle que 


YGu)= Y DO un. (29) 
n=0 
Cette fonction est définie par la formule 
1 P (Gw) 
Y'(2, D)=S TT 108 Co) ‘ (30) 


où ty désigne la racine de l'équation du second degré 
6 — 2 — wp (©) = 0, (31) 


qui pour les petits w est voisine de & — 7. 
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Donnons quelques exemples. 
1) Polynômes de Legendre. L'’équation (31) est de la forme 
WE? + E — (2 + w) = 0, d’où 


Go (—1+ VTT + Hé) 


(le signe devant la racine est pris de manière que pour les petits 
[w | on aïîit &, æ 2) et, d’après la formule (30), nous avons: 


1 o PQ 
y D nn, 
(70) V1 Ewan À mr 
Remplaçant P, = P,=2°n!(—1)" P, et w par — . , NOUS avons 
1 2 . 
Ve - 2 Pr @u, (32) 
! n=0 


ce qui coïncide avec la formule (8) du n° 70. 
2) Polynômes de Tchébicheff-Hermite. L'équation (31) est de la 
forme £—z—w—0 et, d’après la formule (30), 


Ÿ (2, w) = pou) — — e-(w2+2u2) D n d uw? 


n=0 


Remplaçant Hysste 1)*H} et w par —w, nous obtenons: 
e2wz-w2 — 32f — HO y (33) 


3) Polynômes de DE Lasies L'équation (31) est de 
la forme Ê—w—wf—0 et, d’après la formule (30), 


- EN ST : 
y (z, w) = nn e Î1-w — > 0 D . (34) 
n=0 


94. Exemples. Applications. 1) Les polynômes de 
Legendre jouent un rôle important dans la théorie du poten- 
tiel. Considérons dans l’espace à trois dimensions un point attractif P 
de masse unité qui se trouve à la distance a de l’origine des coor- 
données ©. Le potentiel de cette masse, calculé au point M se trou- 
vant à la distance r de l’origine des coordonnées, est de La forme: 


1 


1 
PME +, 
2) MP Va? + r2—2ar cos g 
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où œ est l’angle formé par OP et OM. Posons t——+, x— COS P, 


alors 
= = 
V1-Zrt+8 


1 
== = ’ 


4 1 
VH)=— V/ 1-22 008 9 + € 
r 72 


et si l’on développe le second membre en série suivant les puissances 
de la variable #, alors, d’après la formule (32) du n° 93, les coeffi- 
cients de cette série sont les polynômes de Legendre: 


1 - À 
V(M)=— Ÿ Pa(x)r. (1) 
n=0 
Pour les x réels, —1 < x 1, ce développement converge pour 


lé | <1, c'est-à-dire pour r > a. En effet, pour de tels x les racines 
de l'équation du second degré 1? — 2ix +1 — 0, #2 = e*i® 
{x = cos p), qui sont des points singuliers de V, considéré comme 
fonction de é, se trouvent sur la circonférence unité. 

2) Formules de récurrence des polynômes 
de Legendre. Outre la formule fondamentale de récurrence 


r 1 
2Pa (a) = gg Pr (0) + ET Pa (2) 2) 


on peut donner pour les polynômes de Legendre d’autres formules 
reliant les P, (x) de différents degrés. Avant tout, dérivant le déve- 
loppement 


1 
VI—2a4 Fr 


par rapport à x, nous trouvons: 


= D» Pr(z)i" (3) 
n=0 


t 


es (+) 2 Pate, 


n=0 
d’où, en ayant recours au développement (3) et en comparant les 


coefficients des mêmes puissances de f, nous obtenons la deuxième 
formule de récurrence 


BP, (0 = Paule) = 2650) € Phare). (4) 

Dérivant (2) par rapport à x et excluant P, (x) de la relation obtenue 
et de la formule (4), nous obtenons la troisième formule de récurrence 
(2n +1) P, (x) = Pays (x) — Pas (x). (5) 

3) Représentations intégrales des poly- 
nômes de Legendre. D'après la formule de Rodrigues (22) 
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du n°93, nous avons 


Pa (a) = pe 7 (2 — 1). 


Ayant recours à la formule de Cauchy pour les dérivées d'ordres 
supérieurs (n° 17), nous trouvons la première représentation inté- 
grale: 

1 (E2— 1j" 
OnHiTi à G—zxrn 


Pr(x)= dé, (6) 


où C est un contour fermé enveloppant le point x. Supposons, en 
particulier, x réel, | x | << 1, C étant une circonférence de centre 


au point x et de rayon VTT — x2: alors posant & — x — VT — x? eit, 
nous trouvons 2 — 1 = 2 V4 — x? eit (x + à sin t V1 — x?) et, 
par conséquent, 


27 
Ph @ = ï (x+isintV1— 2x)" dr. 
û 


Etant donné que le premier et le second membre sont des fonc- 
tions analytiques de x, la dernière égalité obtenue pour les x réels, 
[x | C1, est vraie aussi pour toutes les valeurs complexes de x. 
De plus, on voit que l’on peut y remplacer sin £ par cos t et l’inté- 
grale de O0 à 2x par le double de l'intégrale de 0 à n. Ainsi, nous 
obtenons la deuxième représentation intégrale des polynômes de 
Legendre (Laplace): 


TI 
Pr; @=+ | (G@+iV1e cos t)" dt. (7) 
ù 
se VI _ = i dé 
Remplaçons ici z+tiV z?cosSt—{@, alors dt Pere 


et la courbe d'intégration dans le plan des € est le segment de droite 
vertical joignant les points zHhiVi=r— er, r—iV1—r—e-ie 
de manière que 


eip 
CR PR A 
PRE, J rte À 


D'après le théorème de Cauchy, on peut remplacer ce segment par 
un arc de circonférence |£|= 1 sur lequel Ê= ei, —_ @<6< ®; nous 
obtenons alors: 
sd 
Fe 1 eitr+ 16 40 1 PC) (8 
L}= — a ———————_—_——— —————— ———— 1 
r (= | Vio2re01e9  n V2 | Vcos8—x 


_—®p —® 
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Faisant ici x—cosy et séparant dans le second membre la partie 
réelle, nous trouvons la {roisième représentation intégrale des poly- 
nômes de Legendre (Dirichlet) : 


4 
PA (cos p) = — : ns té aies 
< 


V/cos 8— cos y (9) 


4) Formules asymptotiques 
des polynômes de Legendre. 
Considérons, dans l'intégrale (8), au Jieu 
de @ la variable complexe £ = s + io et rem- 
plaçons à l’aide du théorème de Cauchy 
l'intervalle d'intégration (—®, @) par la ligne 


FIG. 195 
brisée à trois côtés ZUITUIIT (fig. 195), nous obtenons: 


a V2P, (os) [+ [+ |; (40) 
I 


ÎI II 
sur le segment 717, où £—s+iH, le module de la fonction à intégrer 
: 1 1 
+5 = 5)H 
(+3) _ (+5) 
V/cos &— cos p L< VIcos 5 [—Tcos p| 
tend vers zéro, lorsque H — oo, donc fo, lorsque H —+ © ; sur 


il 
les segments Z et ZII, nous avons Ê— + p+io, d&—ido. Passant. 
à la limite, lorsque Æ — œ, nous obtenons de (10): 


1 
fre (ni 5)s 
5 ==,$ -(n+ 3)i9 ER RS a 
rV2P, (cos p) = ie ] V/cos (p — io) — cos 
1 
Ar 5)9 do 


V/cos (g—+ io) — cos p 


_ 20e 5) # Î 


û 


(11} 


Pour donner une valeur approchée des intégrales pour les grandes. 
valeurs de n, appliquons la méthode du col (n° 77). Pour les grands n, 


1 

la fonction Fi 2)o a un pic très accentué au point & — 0, de 
plus la pente la plus raide est celle pour laquelle © prend des valeurs. 
réelles, de manière qu'il ne soit pas nécessaire de déformer le chemin 


d'intégration. La présence du facteur devant 


V/cos (g + i0)— cos p 


1 
U+ 5) ne fait qu'accentuer le pic au point 6 — 0. En effet. 
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cos (p + io) — cos p = ÆF2sin (o + +) sin © , et le module 
de ce facteur 


1 


V/cos (p + io) — cos p | 242 


tend vers l’infini lorsque & — O0 et décroît avec la vitesse de la 
fonction exponentielle lorsque 6 — co. 

Ainsi, la partie principale des intégrales (11) pour les grands n 
peut être calculée en se limitant au petit intervalle d'intégration 
0 << 6 < h sur lequel 


: . 6 
sin (p+1 +) 


F4 
1 nn 1 __ € à "3 
V/cos (p + io) — cos p 2 2 sin qe VSsin y 


Avec le même degré de précision on peut conserver aussi la partie 
restante (2, co) de l'intervalle d'intégration, car pour les grands n 


1 
la fonction e (Au prend sur celle-ci des valeurs très petites. Nous 
obtenons alors pour la première intégrale de la formule (11): 


; T 
Es Le] = 4 


Fe. «] 
| e 
Æ 
nm sin 
ÿ  Vsny 


D'une manière analogue, on donne l’estimation de la seconde 
intégrale : 


a 
co TS. 24 1 —— 
fe fo 2e (+5) ao = the, Vi 
ù V/sin V2snç n += 
alors 


POSDE ae V pe r{u—de (+ ie a+ tam 


ou encore, après de simples transformations, 


Et 


Ve @ 


[=] 
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Nous pouvons avec le même degré de précision remplacer dans le 
dénominateur n + ? par ñ et nous obtenons alors la formule asymptio- 
tique des polynômes de Legendre (Laplace): 
1 
P, (cos p) Æ re, +] | 
ur Vsing 
Nous ne nous arrêtons pas sur l’estimation de l’erreur dans la formu- 


le obtenue. 
On voit de la formule asymptotique que P,, pour nr croissant 


(12) 


indéfiniment, tend vers zéro comme —, De cette même formule 
(2 


u 
on peut obtenir une formule approchée des zéros de la fonction 
P, (cos p): 
4k—1 fa 
PRVT ST DE: (A—A,2;x5:; n), (13) 


qui est d'autant plus précise que n est grand. 

5) Fonctions de Legendre. Tâchons de satisfaire 
l'équation différentielle des polynômes de Legendre (formule (18) 
du n° 92): 

L lw] = (A — À) w" — 2zw° + n(n + 1)w = 0 (14) 


pour les nr non entiers par l'intégrale (6) qui, pour les n entiers 
positifs, donne une représentation du polynôme P, (x): 


1 


Or | Go 
€ 


Portant cette dernière expression dans l'équation (14), nous trouvons : 


Lhel=grnr | Gare (2 (+ D EG —2 — (+2) (1) dt = 


n+i d (E2— 174 
— On EA (E— 20e } dë. 
Ainsi, L{w]—0 si, en décrivant le contour C, la fonction 
(E2—1y9#4 
f()= ET 


reprend sa valeur de départ. Faisons une coupure dans le plan des 
suivant une demi-droite reliant le point —1 à —co le long de l’axe 
négatif et choisissons pour C tout contour fermé enveloppant les 
points & — 1 et € — z et évitant la coupure (fig. 196). Lorsqu'on 
décrit complètement ce contour, 


arg f (©) = (nr + 1){arg (6 — 1) + arg (6 + 1)} — (n+2) arg (L—2) 


40—0149 
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a un accroissement de (nr + 1) 2n — (n + 2)2x — —2x, car 
arg (6 — 1) et arg (6 — z) subissent des accroissements de 2x et 
arg (& + Î) reprend sa valeur de départ. 11 en découle que lorsqu'on 
décrit le contour C, la fonction f (£) reprend sa valeur de départ, 
c’est-à-dire que l'intégrale 


2__1) ; 
Pr) = are Je de (15) 


où € est un contour du type dé- 
crit, est une solution de l’équa- 
tion (14) pour tout n. Cette inté- 
grale est appelée fonction de Legendre 
de première espèce. Pour les nr en- 
tiers positifs les points 6 — +1 
cessent d'être des points singuliers 
FIG. 196 et l’on peut déformer C de manière 
à obtenir tout contour contenant 
à son intérieur le point & — z. Donc, pour de tels n, la fonction de 
Legendre coïncide avec le polynôme ordinaire de Legendre. 

Etant donné que l'équation différentielle de Legendre (14) 
est du second degré, outre P, (z) elle possède une autre solution, 
linéairement indépendante de P, (2). On peut obtenir cette solu- 
tion à partir de P, (z) à l’aide de la quadrature: 


PO ÎTHAS «1 
En effet, écrivons l'équation L Legendre sous la forme 
[29 5] + (1) 0. 
Puisque P; (2) ue satisfait, on a 
[ue en (+1) P,=0. 


Multipliant la première de ces deux équations par P, et la seconde 
par w, puis Se un l’une de ei nous trouvons : 


far ed] 


dw dP} | 


d’où, par intégration, nous obtenons (1 — z?) (PA US 
EN £ 
dz (5-)= (1 —22) P2 (2) ? 


dz 
PCT re 


soit encore 
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ce qui coïncide avec l'intégrale (16) à un facteur constant C près. 
L'intégrale (16), normée de manière qu'elle soit nulle à l'infini, 
c'est-à-dire 


Z 
_ dé 
Qn (2) = Pa a] TERG (17) 
est d’ordinaire appelée fonction de Legendre de deuxième espèce. 

Les fonctions P, (z) et Q, (z) sont linéairement indépendantes 
car, lorsque z— oo, P,(z)— oo et @Q,(z)—+ 0 (de la relation 
aP, (2) + BQ, (z) = 0, en faisant tendre z vers co, nous obtenons 
d'abord & — 0, puis, en substituant z, nous obtenons $ = O0). 

Comme on le voit de la formule (17), les points Ë — +1 sont 
pour la fonction de Legendre Q, (z) des points singuliers de caractère 
logarithmique de sorte que même pour les n entiers @, (z) n’est 
pas un polynôme. 

6) Fonctions sphériques. Considérons un polyné- 
me harmonique homogène U, (x, y, z) de Ia forme 


Un(t,Ys2)= D] anmt'y!z", (18) 
kHi+m=n 
où la somme est étendue à tous les indices non négatifs k, L, m, 


de somme n. Le polynôme U, satisfait à l'équation de Laplace 
à trois dimensions 


Un : Un , Un 
En coordonnées sphériques x = r sin 0 cos @, y — r sin 0 sin 
z — rcos@, notre polynôme harmonique peut être mis sous la 
forme 


«Un (2, y, 2) = r"Ya (8, @), (20) 


où Y, est un polynôme en cos 6, cos @, sin 8, sin q. La fonction 
Y, (6, œ) est appelée fonction sphérique d'ordre n. 

En dérivant par rapport à x, y et z sous le signe somme, nous 
voyons que les 2n + 1 polynômes de degré n 


(2H ixcosé+iysint)"cosmtdt (m—0,1,2,...,n), 
(21) 


4 er 


(2-Lixcost+iysint)"sinmtdt (m—1,2,...,n) 


(pour m > n les intégrales sont nulles en vertu de l'orthogonalité 
des fonctions trigonométriques) sont des polynômes harmoniques. 


40% 
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On peut démontrer qu'ils forment un système linéairement indé- 
pendant maximal (*) de polynômes de degré n. 

Introduisant les coordonnées sphériques et tenant compte des 
représentations (20), nous obtenons de (21)le système de (2n + 1) 
fonctions sphériques : 

x 


| [cos 0 + i sin 8 cos (4 —®)]" cos mt dt, 


—T 


ELA 
f [cos 6 + i sin 8 cos (£— p}]" sin mt dt. 
= 
Faisant dans ces intégrales le changement de variable f—@=—T, 
nous les représentons sous la forme 
ap 
\ [cos 6 + i sin 6 cost] eu } m(p+T) dr. 
0 
Tenant compte maintenant de la propriété connue des fonctions 
périodiques d’après laquelle l'intégrale relative à un segment de 
longueur égale à la période ne dépend pas de la position de ce segment, 
nous remplaçons l'intervalle d'intégration [—x — @, x — œl par 
le segment [—x, xl. Enfin développant cos m (® + T) d’après 
une formule connue et tenant compte de ce que la fonction sin mt 
est impaire, nous en déduisons l’expression du système de (2n + 1) 
fonctions sphériques de degré n: 


FA 
cos mp (cos + ï sin 8 cost)" cos mr dr (m—0,1,2,...,n), 
Le (22) 
T 
sin mp Î (cos6+-isin 0 cost)" cosmrtdt (m—1,2,...,n). 
x 


Les coefficients de cosm@ et de sinm dans les expressions (22) 
sont égaux; les fonctions 


T 
Ph,m (cos 0) — _— | (cos 0 + sin 0 cost)" cos mt dt, (23) 


qui n’en diffèrent que par un facteur constant, sont appelées fonctions 
de Legendre associées. En particulier, 
T 
Ph, o (cos 8) — - | (cos 8 +- à sin 8 cos t)" dr — P, (cos 8) 
ù 


(#) Ceci signifie que tout polynôme harmonique U, (x, y, z) de degré n 
peut être représenté par une combinaison linéaire des polynômes (21). 


$ 2. POLYNOMES ORTHOGONAUX 629 


coïncide avec le polynôme de Legendre (nous avons eu recours à la 
représentation intégrale de Laplace (7)). 

Ainsi, le système de (2n + 1) fonctions sphériques de degré n peut 
être représenté sous la forme 


PA (cos 8); P;,m (cos 8) cos mp, P,m (cos 0) sin mp, (24) 


où m—1,2,..., net P,. sont les fonctions de Legendre asso- 
ciées. 

7) Propriété extrémale des polynômes de 
Tchébicheff. Les polynômes de Tchébicheff sont des poly- 
nômes qui s’écartent le moins de zéro sur l'intervalle fermé [—1, 1]. 
Cela signifie que le maximum du module de T, (x) atteint sur 
l'intervalle fermé [—1, 1} la plus petite valeur qui soit possible 
pour les polynômes de degré n dont le coefficient du terme de degré 
le plus élevé est égal à l’unité. En effet, posons x — cos et xx — 


= cos À (k — 0, 1, ...,n), alors de la formule 
(Tan (x) = —— cos (n arccos x) — er ; 


(cf. (11) du n° 70) nous obtenons: 


cos kr —1)} 
Th (tx) — QT C1 , 


c'est-à-dire qu’en ces points 7, (x) atteint sa plus grande valeur 
en module. 

Soit À, (x) un polynôme de degré n dont le coefficient du terme 
de degré le plus élevé soit égal à l'unité. Supposons que R, (x) 
s’écarte de zéro sur l'intervalle fermé [—1, 1] au plus comme T, (x), 
il est alors clair que 


Th (Zo) Z Ra (xo): Th (x1) < Ra (xs), Th (2) > BR} (2), RUE 


Il en découle que la différence R,.1 (x) = Ra (x) — Th (x), qui 
est un polynôme de degré non supérieur à nr — 1, change de signe 
sur l'intervalle fermé [—1, 1] au moins n fois, c’est-à-dire qu'ell 
a au moins À racines. Cette contradiction montre précisément que 
les T, (x) sont des polynômes qui s’écartent le moins de zéro. 
8) Polynômes de Jacobi et série hyper- 

géométrique. L'équation différentielle 

z(2—1)uw"+I-y + +a+B$)zlw + afw — 0 (25) 
est appelée équation hypergéométrique (Gauss). Sa solution est une 
série entière 

= : af a (œ +1) B(B+1) 
w=F(œ, B, y; GS An ENT A PTE A Dy@+D EE 


a(m-+1)...(a+n—1)B(B+1)...(B+n—1) 
CR ep en tee @6) 
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appelée série hypergéométrique (*). Pour x = $ — y — 1 elle se 
réduit à la progression géométrique de raison z. 

Pour que la série (26) se réduise à un polynôme de degré n, il 
faut évidemment que & ou f soit égal à —n#. Posons par exemple 
f = —n et notons 


le polynôme obtenu, multiplié par le coefficient C,, est noté comme 
suit : 

GG CFQ+ptn+l, -n À +1; 
On peut montrer que si l’on remplace z par la variable x suivant la 
formule 


41—2> 


2 


Z—= 
et si l’on pose ° 
T(A-En+1) 
RIT AE) 


alors QŸ*" (z) se réduit au polynôme de Jacobi PAM (2). 
9) Equation d'onde et fonctions de Tché- 
bicheff-Hermite. L’équation d'onde pour une particule 


qui se trouve dans un champ de forces (Schrodinger) a la forme 
suivante : 


Ch Cr 


h2 4 = 
5 Ab+(E—V)p= +, (27) 


où À est l'opérateur de Laplace, ÿ une fonction des coordonnées géo- 
métriques de la particule et du temps, k la constante de Planck, 
m la masse de la particule, V le potentiel et £ un paramètre. Nous 


supposons que Ÿ ne dépend que de la coordonnée x et V =+ ps 


ce qui correspond au cas d’un oscillateur linéaire. Introduisant deux 
k 2mE à 
nouvelles constantes a? —  S À = TE dont la première est 


donnée et la seconde joue le rôle d’un paramètre à la place de Æ, 
nous pouvons écrire l'équation (27) sous la forme 


DH (A —a27t) = 0. (28) 


L'équation (28) se ramène à l'équation des polynômes de Tché- 
bicheff-Hermite. Pour le démontrer nous considérons le système 
de fonctions 

12 


Yn (@ =e 2H, (0), (29) 


(*) On détermine les coefficients de la série (26) par la méthode ordinaire 
des coefficients indéterminés. 
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orthogonal par rapport au poids 1 sur l’intervalle (co, oo) (1, (#) 
sont appelées fonctions de Tchébicheff-Hermite). Portant H, (t) — 
12 


— e?1, (4) dans l’équation différentielle des polynômes de Tché- 
t2 

bicheff-Hermite, nous trouvons après simplification par e? : 

nr () + (À + 2n — À), (4) = 0. (30) 
Cette équation se ramène à l'équation (28) par un simple changement 
de variable indépendante. En effet, posons f — ax, où «a est une 
constante, et 4, (ax) = (x), d’où 4” (x) — as (4) (les dérivées 
sont calculées par rapport à la variable entre parenthèses). Portant 
ceci dans l’équation (30), nous la ramenons à la forme 


®" (x) + [(L + 2n) a? — atx?] 4 (x) = 0. 


Comparant (28) à l'équation obtenue, nous voyons que si l’on prend 
a — Va, alors, pour 


À = Àn = (1 + 2n)a, (31) 


elle coïncide avec l'équation (28). Ainsi, si le paramètre À dans l'équa- 
tion (28) satisfait à la condition (31), alors la fonction 


ax? 


p=ÿ(Var)=e 7 H,(Vaz), (32) 


où H, est un polynôme et ÿ, une fonction de Tchébicheff-Hermite, 
est une solution de cette équation. 

10) Fonctions de Tchébicheff-Hermite et 
coordonnées paraboliques. Considérons l’équation 
d’onde à deux dimensions de la forme 

o?2u d2u 


as tag thu=0, (33) 


où u? est une constante. Introduisons les nouvelles variables indé- 
pendantes £, n en posant 6 — £ + in et 


z=x+iy = f(8), 


où f(£) est une fonction analytique. Par l'application directe de 
la règle de dérivation des fonctions composées et d’après les équa- 
tions de Cauchy-Riemann, nous trouvons: 


ê2u O?u . o { du du 
Se + = OP (+) » 


donc l'équation (33) par rapport aux nouvelles variables prend 
la forme: 
du d2u : 


Fe À an MO Fu=0. (34) 
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Posons en particulier jO=5E, alors 


ni 
z=r(F—n), y=ûn 


et Les lignes de coordonnées Ë = const, n — const dans le plan des 

z = x + iy sont des paraboles, c’est pour cette raison que les coor- 

données Ë et n sont appelées coordonnées paraboliques. 
L'équation (34) en coordonnées paraboliques est de la forme: 


Pu Lu (EL n° 
FA +5 _. u?(E+m)u=0. 


Nous cherchons sa solution par la méthode de la séparation des 
variables en posant u — U (£) V (n). La dernière équation prend 
alors (après de simples transformations) la forme: 


U" (£) 2E2 . y" (n) 22 35 

TE ME 7m M (85) 
et, étant donné que le premier membre n’est fonction que de £ et 
le second que de n, les deux membres sont donc égaux à une même 
constante que nous posons égale à —f?. Nous obtenons deux équa- 
tions au lieu de l’équation (35): 


U" (6) + QUiE + BU (6) = 0,  V'(n) + (un? — B?) V (n) = 0. 


Ces deux équations différentielles se ramènent à l'équation (30) 
des fonctions de Tchébicheff-Hermite si l’on introduit les nouvelles 
variables 1 — Vin£, t—iViun et si l’on pose 8 — B, — 
= Vn + Tin (cf. (8)). Ainsi, nous obtenons un ensemble infini 
de solutions de l’équation d’onde (33) de la forme 


u = Un — An (Viu E) Viu n), 


où #, sont les fonctions de Tchébicheff-Hermite et À, des cons- 
tantes. 

Les solutions ainsi construites permettent de résoudre, par 
exemple, les problèmes de diffraction dans le cas du cylindre para- 
bolique. 
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Les fonctions cylindriques ou fonctions de Bessel jouent un rôle 
important dans les applications, principalement dans les problè- 
mes concernant les corps circulaires ou cylindriques. En effet, la 
solution des équations de la physique mathématique contenant 
l'opérateur de Laplace en coordonnées cylindriques conduit par la 
méthode classique de la séparation des variables (cf. n° 99, exem- 


$ 3. FONCTIONS CYLINDRIQUES 633 


ples 6-8) à l'équation 
d? dy. , 
PT x + (at — M) y —0, (1) 
qui sert de définition des fonctions cylindriques. 

La fonction cylindrique J, (x) a été pour la première fois étudiée 
par Daniel Bernoulli dans un travail consacré aux vibrations des 
chaînes pesantes (Pétersbourg, 1732). Bernoulli est arrivé au- cas 
particulier de l’équation (1) correspondant à À — 0 et, en la résolvant, 
il a trouvé l’expression de J, (x) sous la forme d'une série entière; 
en outre, il a remarqué, sans donner de démonstration, que l’équa- 
tion J, (x) — 0 a un ensemble infini de solutions réelles (cf. n° 99, 
exemple 6). 

Le travail suivant dans lequel on trouve des fonctions cylindri- 
ques est celui de Leonhard Euler (Pétersbourg, 1738). Considérant 
le problème des vibrations d’une membrane circulaire, Euler est 
arrivé à l'équation (1) pour des valeurs entières de À =: n (cf. n° 99, 
exemple 7). Résolvant cette équation, il a trouvé pour les nr entiers 
l'expression de J, (x) sous la forme d’une série suivant les puissances 
de x et, dans les travaux suivants, il a étendu cette expression au 
cas des valeurs arbitraires de l'indice À. En outre, Euler a démontré 


que, pour les À égaux à un entier augmenté de _ les fonctions 
J,(x) s'expriment à l’aide de fonctions élémentaires (cf. n° 95), 
il a remarqué, sans donner de démonstration, que pour À réel la 
fonction J(x) admet un ensemble infini de zéros réels (cf. n° 98) 
et donné une représentation intégrale de J3 (x). 

Enfin, dans un travail datant de 1769 Euler a donné pour les cas 

= 0 et À == { l'expression sous forme de série de la seconde solu- 
tion de l’équation (1) linéairement indépendante de J'; (x) (cf. (4) 
du n° 96). 

Ainsi, Euler a obtenu les principaux résultats se rapportant aux 
fonctions cylindriques et à leurs applications en physique mathématique. 

L’astronome allemand Friedrich Bessel qui étudiait en l’occurren- 
ce le mouvement des planètes autour du Soleil a donné en 1824 des 
relations de récurrence des fonctions J', (x), qui malgré toute leur 
importance revêtent un caractère élémentaire (n° 95). [1 a obtenu 
pour les entiers #7 une nouvelle représentation intégrale de J, (x) 
(cf. n° 70), démontré que J, (x) admet un ensemble infini de zéros 
et établi les premières tables pour Jo (x), J'i (x) et J'2 (x). 

95. Fonctions cylindriques de première espèce. 1) Repré- 
sentations intégrales de Sonine. Considérons 
l'équation différentielle des fonctions cylindriques 


Px" +Hix + (&® — M) zx = 0, (1) 


où t est la variable indépendante, x la fonction inconnue et À un 
paramètre, indice de l'équation (1), supposé réel pour plus de com- 
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modité. Nous allons chercher la solution de cette équation par la 
méthode opérationnelle donnée au n° 84. 

Si l’on désigne par X (p) l’image de la fonction inconnue, alors, 
d’après les théorèmes III et 1V de dérivation de l'original et de 
l’image du n° 80, nous avons: 


Ex" — (p?X — pro — x)" = p°X” + 4pX' + 2pX, 
té = —(pX — x) = —pX'—X, Fr = X", 
où Zo — x (0) et x, = x’ (0) sont les données initiales (*). Ainsi, 
l'équation opérationnelle correspondant à l’équation (1) a la forme: 
(PH D AT SX + — À) X = 0. (2) 
Pour trouver la solution de cette équation, faisons le changement 
de variable indépendante et de fonction en posant 


1 
p=shg, X(p)=aY(a). 


.yr_ dX . dp _ ; sh q+- ” _ dX" , dp 
Alors nous avons : X = “dj : 4q = chq TT ché ni ; Ge. ; da 
__ {À 2% sh q r, 3sh2q-—-chq 
= Dr 3 Te Y' + Se Y,et en portant dans (2) 
nous en déduisons l'équation plus simple 


Y" — MY = 0. 


En revenant aux anciennes variables p et X dans la solution 
particulière Y  e-M, nous obtenons une solution particulière 
de l'équation (2): 


CR CRR 1e 1 


a ———— 3 
VE VAT (+ VA) ” 


La fonction V/p? + 1 admet des branches uniformes dans le 
plan des p == s + io coupé suivant les demi-droites s = 0, | o | > 1. 
Supposons à > 0 et convenons de considérer la branche de V p? + 1 
qui sur l’axe des s prend des valeurs positives. Alors la fonction 
X (p} tend vers zéro lorsque | p | + oo, avec Re p >> 0, uniformé- 
ment par rapport à arg p et, par conséquent, sert d’image (cf. le 
théorème 4 du n° 79; nous ne nous arrêtons pas sur la vérification 
des autres conditions). Nous appelons l'original de X(p), la solution 
particulière de l’équation (1), fonction cylindrique de première espèce 
ou fonction de Bessel d'ordre À et nous la notons J; (£) (pour lesi — n 
entiers cf. la formule (7) du n° 82). Nous trouvons la fonction J; (4) 


(*) Les données initiales ne participent pas dans l'équation opérationnelle 
(2), car 4 — 0 est un point singulier de l’équation (1). 
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au moyen de la formule d’inversion du n° 79: 


4 e?t dp 
D "©" — , 4 
de j Vrè1(p+ V1)" “ 


où L est une droite arbitraire Re p — a > 0. 
Passons ici à la nouvelle variable 


o=p+Vp+ri; (5) 
1 1 d d he 
alors p — TT (o— +) , rer == — et la courbe d’inté- 


gration est la courbe C du plan des © = E + in, image de la droite L 
par la transformation (5). Puisque par 
la transformation (5) l’axe des 6 a pour 
image l’ensemble des demi-droites & — 
=0, |n|>1et la demi-circonférence 
[ol|—1, 6 0 (cf. la propriété de la 
transformation de Joukovski (n° 7), la 
transformation (5) ne s’en distingue que 
peu) et le nombre «a est aussi petit 
qu’on le veut, C a la forme représentée 
en pointillé sur la fig. 197. L'intégrale (4) 
se transforme donc en l'intégrale 
(N. Sonine, 1870) 


2-4) 


FIG. 197 


OS | 


C 


Sans changer la valeur de l'intégrale, on peut évidemment remplacer 
la courbe C par toute droite verticale Im © = a > 0. 


Etant donné que sur la circonférence | © | — À, la fonction 
{ 


€ » x 
= tend vers zéro Lorsque À — co, pour t => 0 d’après le lemme 
re 


de Jordan l'intégrale (6) tend vers zéro sur l'arc Cr (fig. 197). On peut 
done remplacer le contour € dans la formule (6) par le contour C* 
de la fig. 197 qui part du point —o suivant le bord inférieur du 
demi-axe négatif des £, contourne l’origine des coordonnées suivant 
une circonférence et revient vers —oo suivant le bord supérieur 
de ce même demi-axe. Ainsi, nous oblenons encore une représen- 
tation intégrale des fonctions cylindriques appartenant également 
à Sonine (nous écrivons z au lieu de f): 


Lo | Ed (7) 
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L'intégrale de Sonine (7) a été obtenue pour les z positifs, cependant, 
le second membre de cette formule représente une fonction analytique 
dans le demi-plan de droite des z, car, pour Re z => 0, l'intégrale (7) 
converge uniformément en z. Ainsi, l'intégrale de Sonine donne le 
prolongement analytique de J;(z) dans le demi-plan de droite. 
En outre, pour Re z >> 0, l'intégrale de Sonine converge non 
seulement pour les valeurs positives du paramètre À, mais aussi 
pour toutes valeurs complexes, car sur la partie horizontale du 
contour C* le facteur exponentiel tend vers zéro plus rapidement 
que | w*+t | croît. Donc l'intégrale de Sonine définit dans le demi- 
plan de droite les fonctions de Bessel d'ordre complexe quelconque. 
2) Propriétés analytiques. Pour les valeurs entiè- 
res du paramètre À — n (n — 0, +1, +2, ...) la fonction à inté- 
grer dans l’intégrale de Sonine (7) est uniforme, donc les intégrales 
sur les parties horizontales du contour C* disparaissent et l’intégra- 
le (7) prend la forme que nous avons déjà rencontrée (n° 70): 
z 1 
. (= %) 
2ni on+i 
lol=t 
(nous prenons égal à l'unité le rayon de la circonférence qui fait 
partie du contour C*). Puisque l'intégrale du second membre de (8) 
converge pour tout z, de plus uniformément, nous pouvons affirmer 
que pour les valeurs entières du paramètre À — n les fonctions J, (2) 
sont des fonctions entières. 
Soit maintenant z positif et À un nombre complexe quelconque. 
Faisant dans l'intégrale de Sonine (7) le changement de variables 


_ nous obtenons l'intégrale de Sonine-Schläfli 


Ji(z)= do (8) 


O — 


Lo] 


n@= 37 (5) | Feria (6) 


(par ce changement de variables le contour C* est remplacé par 
un contour semblable, donc de la même forme que C*). 
L'intégrale de Sonine-Schläfli converge, de plus uniformément, 
dans tout domaine borné des valeurs de z et pour toute valeur com- 
plexe de À et, par conséquent, elle donne le prolongement analytique 
de la fonction cylindrique JA (z) dans tout le plan complexe des z et 
pour toutes les valeurs complexes du paramètre À. La présence du 
facteur z devant l'intégrale montre que cette fonction est en général 
à une infinité de déterminations avec le point de branchement z = 0. 
Ji (2) 


Mais le rapport >, pour toute valeur complexe de }., est une fonc- 
Z 


tion entière. 
3) Autres représentations intégrales. Soit 
Re z> 0; faisons le changement de variables © — e* dans l’inté- 
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grale de Sonine; le contour C* est remplacé par le contour repré- 
senté sur la fig. 198 (le rayon de la circonférence dans le contour C'* 
est considéré égal à l’unité). L'intégrale de Sonine se transforme 
en l'intégrale de Schläfli: 


No L | eiz sin E {at dt, (10) 
J 3 


qui représente la fonction cylindrique dans le demi-plan de droite. 
Pour les valeurs entières du paramètre À — nr (nr — 0, +1, 
+2, ...), en vertu de la périodicité des fonc- 
tions ef"£ et sin & les intégrales relatives aux 
parties verticales du contour Il se détruisent 
mutuellement et nous obtenons: 
C4 


TJ; (z) 2 _. \ eizsint-int dé — 


I 


=+ | cos (z sin £ — n£) d£ (11) FIG. 198 
0 


{nous développons la fonction eitzsint-#£) d'après la formule d’Euler 
et nous tenons compte de ce que la fonction cosinus est paire et la 
fonction sinus impaire). C’est l'intégrale de Bessel que nous avons 
déjà donnée au n° 70. 

4) Représentation sous forme de série. 

Zz 

Développons le facteur e ae) dans l'intégrale de Sonine-Schläfli 
en série suivant les puissances de 1 et intervertissons l'ordre de 


sommation et l’ordre d'intégration (cela est légitime vu la conver- 
gence uniforme de la série obtenue): 


| Gr CRC ne (5 1 dt = 


= SG (PL Lara 


Tenant compte de la représentation intégrale de Hankel de la fonc- 
tion gamma (cf. la formule (24) du n° 89) nous en déduisons le déve- 
loppement en série de la fonction cylindrique: 


HO à A+2k 
= DE EITR+E T1) (5) ù (12) 
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On voit de la formule (12) que pour les À réels et z — x la fonction 
J, (x) prend des valeurs réelles. 

Pour les valeurs entières non négatives À — n, nous obtenons 
en particulier le développement 


ce (—1)8 z\nr2k 
RO Der: (2) (29) 
0 


que nous connaissons déjà (cf. par exemple n° 70 et 82). Pour les 
valeurs entières négatives À — —n, les premiers r termes de la 
1 
T(—n+Ek LI) 
4,..., n— 1, et la formule (12) devient: 


D (1 nr © (1 n+2v 
2025 ner (2) = Ziom (5) 


h=n 


somme (12) disparaissent car —0, pour kÆ — 0, 


(nous avons remplacé l’indice de sommation # par l'indice v — 
— & — n) ou encore 


Jun (2) = (—1) Ja (2). (14) 


9) Fonction génératrice. Pour les valeurs entières 
= n —= 0, +1, +2, ... l'intégrale de Sonine (8) coïncide avec 


z 1 
. + La La KW — 
la formule des coefficients du développement de la fonction e° (=) 
en série de Laurent suivant les puissances de w. Aïnsi, 


Vs) _ Ÿ J, (Du. (15) 


=> 


z Î 
Tan iun et ou appelée fonction génératrice des J, (2). 
Au numéro 70 nous l’avons utilisée pour définir les fonctions cylin- 
driques d’ordre entier. 
Faisant dans (15) le changement de variables w — eï9, nous 
obtenons le développement en série de Fourier de la fonction 


eirsn0— Y J, (z) ein 0. (16) 
Séparant dans (16) (pour les z et 8 réels) les parties réelles et 


imaginaires, nous obtenons : 


cos(zsin@)— Ÿ J,(z)cosr0, sin (zsin 0) — Ÿ J,(z)sinrb, 


N= — 00 N= —- 0 
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ou encore, ayant recours à la relation (14), nous obtenons les 
séries de Fourier sous la forme réelle : 


cos (z sin 0) = J, (2) -- 2 pa Jan (2) cos 2n8, 

& (17) 
sin (z sin 8) — 2 2 Jon-1 (2) sin (2x — 18. 
S nous avons: 

cosz— Jo(z)—2J,(2) +2J4(2) + ..., 
sinz—2J,(z)—2J,(2) +... 


6) Relations de récurrence. Du développement en série 
(12) nous trouvons : 


& de) 1 (1) AC 
& À = Denis (2) + 
k=1 


LS (— 1% ANNEES 
on 2 KIT EKT 2) (5) 


(nous avons remplacé l'indice de sommation 4 par k— 1), soit encore 


d JO Nu (18) 


dz À zh 


En particulier, pour 0 — 


Cette dernière formule peut être mise sous la forme 

d Ji (2) J+1 (2) 

2 gp Ni ? 
d_; Ja() 
de PU A 
ramène à changer le signe et à remplacer À par À +1. Appliquant 
cette opération plusieurs fois de suite et introduisant la notation 


dore 1 
d’où l'on voit que l'application de l'opération — se 


dd d _  d 
zdz 2d2  zdz (zdz)? 
n fois 
nous obtenons : 
dm Ja) n Jan 1 
CORRE Fr? hi 1) 


Nous oblenons oo de la même manière : 


à (IA EA {2 \2AHRt 
(AJ (2) = 2 D ren (2 ) 


4 (—1X# z \A+2h-1 
kIT(A FE) (5) 
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(nous avons eu recours à la relation de récurrence pour la fonction 
gamma), ou encore 


AT, (2)) = 243 (2). (20) 
Divisant par z les deux membres de l’égalité, nous voyons que 


l'application de l'opération _—. à zJ; (z) se ramène à un rempla- 


cement de l’indice À par À — 1. Appliquant cette opération plusieurs 
fois, nous trouvons: 


TE HAT, (2}= 2-07 à (2). (21) 


Les formules (18) et (20) s’écrivent sous la forme 
, À , À 
Ji (= (Jin) Ji(=J/i1(2-2d:(). (22) 


Retranchant l’une des équations (22) de l’autre, nous trouvons 
une relation de récurrence qui ne contient pas de dérivées : 


Jia (+ Ju (= (2. (23) 


De la même manière, en additionnant les équations (22), nous trou- 
vons la deuxième relation de récurrence 


Jai (2) — Jiys (2) = 2J3 (2). (24) 
Notons encore que de (22), pour À = 0, nous obtenons 
Ji (2) = —Ji (2). (25) 


7) Fonctions cylindriques d'ordre À =n + 
FT, où #7 est un entier. Comme l’a montré Euler, ces 
fonctions s'expriment par des fonctions élémentaires. En effet, 


d’après la formule (11) et tenant compte de ce que T (x + = 


Fins (cf. la formule (18) du n° 89) nous obtenons d’abord 
= 

CD 4 (k-1) ! . 
T2 HL@ED I VA EE 


(—1)# 
ne a > ET DT a 2 J/ Zsinz, (26) 


4 
3 +2k 


St (—1)4 4x ! G) es 


a. kI(24 1) Vx 
ver 2 
Ve > Gore Lcoss. (27 


Puis tenant compte des relations (19) et (24), nous trouvons : 


= 1 
a 2 ntz dt sinz 
7,,:0=(-9 V'2eti à sme, 


Dies 


(zadzï" 2 
(28) 
2 +2 dan cosz 
Jr LES {zdzn 3 


d'où l'on voit que de 0 s'expriment au moyen de fonctions 
En 3 


élémentaires. 


Après de simples transformations ces formules s'écrivent sous 
la forme : 


LOVE {sin (2 — 5) +52 cos (—+)} : 
T 


2 
Je. a ya féue (a+) -Sesin (+25) }. L 
où 
(51 
Se D 
4 (30) 


F1 
Hé Die CREER 
a à GK +1) 1 (n— 28 —1) 1 (2) 


si . la partie entière du nombre positif a, par exemple, 


| dc Orthogonalité. Par définition, la fonction cylindrique 
y = Ja (x) satisfait à l'équation différentielle 


2; (æ) + xJf (x) + (2 — M) Ja (x) = 0. (31) 

Posons x = at, où & est une constante, et none la fonction 
d ÿ 4 d 

y = Jiat) = y(t). Nous avons Ji (x) — a . s (= ER 


41—0149 


642 CH. VII. FONCTIONS SPÉCIALES 


et en les portant dans (31) nous trouvons l’équation différentielle 
à laquelle la fonction y — J; (œt) satisfait : 


j+ly+(e À) y=0. (32) 


Considérons maintenant les deux fonctions yi= Jai) et y: — 
= J;(ft), où æ@ et B sont des constantes; d'après ce qui vient 
d'être démontré, ces fonctions satisfont aux équations : 


+ Ent CE n=0, y yit (pr) ya 0. 


Multiplions la première de ces équations par y2, la seconde par y: 
et retranchons la seconde de la première. Si l'on désigne encore 
U = yiÿo — Yiy,, il est alors clair que u° = yiy2 — yay, et nous 
obtenons : 


4 


1 
u + ru (p?— a) yiye. 


Après multiplication par #, le premier membre devient égal à 
(ut), par suite, intégrant par rapport à é& de O à !, nous obtenons 


l 
ut{l_, = (B— 0?) | yivst dt 
0 


(pour les À non entiers la convergence de l'intégrale exige que nous 
supposions À => —1; alors si même la fonction à intégrer J'1 (œt) X 
X Ja (B#) t tend vers l'infini, lorsque £ —+ 0, cet infini est d’ordre 
inférieur au premier). Portant les valeurs de y, et y: en fonction 
de J1, nous avons: 
l 
(Ba?) À Ja (ar) Ja (BA) 4 dt = La (al) Ja (BD —BJa (al) Ji (BD). (33) 
ù 


Soient maintenant «& et f des racines distinctes de l'équation 
Ja (xl) = 0 (34) 


ou de l'équation 
Ji (xl) = 0. (35) 


Alors le second membre de (33) est nul et nous obtenons: 
1 
Î Ja (at) J'a (B6) 4 dé —0. (36) 
ù 
Comme on le démontre au numéro 98, pour les À réels chacune 


des équations (34) et (35) a un ensemble infini de racines réelles. 
Soient ou, Go, . . .…, Œr, « . . un Système de racines de l’une de ces 
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équations, alors en partant de la formule (36) on peut affirmer que 
les fonctions Ji; (œat), Ja (mot), . . ., Ji (ant), . . . forment un systè- 
me orthogonal par rapport au poids t sur l'intervalle (0, 1) (*). 

Ce fait montre l’analogie entre les LORCUORS cylindriques Ji, (at} 


(qui vérifient l'équation différentielle y” + — s Ly + (o — 2) y = 


— 0) et les fonctions trigonométriques sin &f et cos at (qui véri- 
fient l'équation y” + œ?y — 0). En effet, les fonctions trigonomé- 
triques sin at, cos kat forment également une famille orthogonale 
sur un certain intervalle. Dans la suite nous soulignons à plusieurs 
reprises cette analogie. 

9) Séries suivant les fonctions cylin- 
driques. Soient &i, Gp, . .., Œn, . .. des racines positives de 
l'équation (34) ou (35) et soit f (ft) une fonction différentiable par 
morceau sur l'intervalle (0, Z). Supposons que f (t) soit représentable 
_sur cet intervalle par la série uniformément convergente 


co 


f()= 2 CrJ'} (ant). (37) 


Puisque, d’après ce qui a été démontré dans 8), les fonctions J'1 (axé) 
forment un système orthogonal par rapport au poids # sur l’inter- 
valle (0, !), les coefficients de la série (37) sont définis par la formu- 
le générale (7) du n° 91: 


u 
= | F(0 Ja (ant) dt, (38) 
dé à 


u 
2 Î JE (ant) t dt. 
0 


Calculons cette dernière intégrale. Pour cela nous avons recours 
à la formule (33) dans laquelle nous supposons que @, est l'une des 
racines de l'équation (34) ou (35) et que B tend indéfiniment vers 
cette racine. Dans le cas de l'équation (34) la formule (33) se met 
sous la forme: 


l 

ani; (rl) Ja (Bl) 
À Ja (ant) Ja (Be) dt nr, 
0 


d’où on voit que, lorsque B— «x, on a une indétermination de la 


0 : 5 À £ : 
forme vi dans le second membre. Levant cette indétermination à 


(*) Pour les À non entiers nous supposons À > —1. 
At 
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l’aide de la règle de L'Hospital, nous trouvons : 


I 
IT; 1) Ja (BI 
= (ui Gaetan, se 
ù Bay B dk 2 
D'après la première formule (22), y faisant z2— ax, nous trouvons 
Ji (al) = —Ji;s(al), et la dernière formule s’écrit sous la forme 
12 
= Ji (an). (39) 


D'une façon analogue, dans le cas de l’équation (35), nous trou- 
VOns : 


Ba (art) J' (B?) 
m — 


eh = — 5 Ji (xl) Jan). 


Bay, = C7 


Mais de l'équation différentielle (31), en y faisant x = œ,l et en 
tenant compte de la formule (35), nous trouvons Ji (al) = 


= — (1 — an) Ji (xl), donc la dernière formule peut s’écrire 
sous la forme 
1 A2 
CEE (F7) 2 (œxl). (40) 


La série (37), dont on trouve les coefficients d’après les formules (38), 
est la série généralisée de Fourier ; on l’appelle aussi série de Fourier- 


Bessel. On démontre qu'elle converge vers St (t — 0) + fé + 0)] 


pour toute fonction différentiable par morceau sur l'intervalle (0, L). 

96. Autres fonctions cylindriges. 1) Fonctions de Han- 
kel. Considérons l'équation différentielle des fonctions cylindri- 
ques d'indice À: 


zw" + zw + (2 — A?) w = 0 (4) 


{z est la variable indépendante, w la fonction inconnue, À le para- 
mètre ; ici toutes les quantités sont supposées complexes). Tâchons 
de trouver une solution de l’équation (1) à l’aide d’une transforma- 
tion intégrale (cf. n° 88), c’est-à-dire que nous cherchons une solu- 
tion de la forme 

w=[Kk(&DWOE, .@ 

È 

où W est une nouvelle fonction inconnue, la fonction XÆ (z, €) et 
le contour C sont choisis comme nous le faisons plus bas. Portant (2) 
dans l'équation (1), nous avons (on suppose que nous pouvons inter- 
vertir l’ordre de dérivation et l’ordre d'intégration): 


| {2 ti th) K} W (€) dé =0. 


(#3 
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Supposons maintenant que Æ satisfasse à l'équation différentielle 


ak 


92K 0K 
re Ra re FK+-r=0, (3) 


alors la relation précédente prend la forme : 


| (= # uk } W (6) dt =0. 
(ol 


CET: 


Intégrant deux fois par parties le premier terme 7e 


W (ÿ), nous 
ramenons cette dernière équation à la forme 


[ {WP LV) K dé + [wS-aw so 


où a et b sont les extrémités de la courbe C. On voit que si l’on 
prend 


W — e+ixé 


et que si l’on choisit le chemin d'intégration de manière qu’en ses 
és do : 0K she 
extrémités l'expression W 2 KW” s’annule, alors l'intégra- 


le (2) donne la solution de l'équation 
(1). Il est facile de vérifier que l’équa- 
tion (3) est satisfaite si l’on prend 
K = est, Nous prenons pour chemins 
d'intégration les contours C, et C2 


de la fig. 199. Pusique sur l’axe ima- T 

ginaire. sin & = sin iy — i sh y et sur n ES 0 

les droites x + iy nous avons 

sin 6 == —sin iy = — i sh y, sur les ] 

parties verticales de C; et C2 c, C 
BEN 400, FIG. 199 

EE exShy, y <<. 
On voit que six = Re z > 0, alors, lorsque y + + (respecLive- 
A 

ment y —+ —oc), | K | tend vers zéro avec la vitesse € 2  (res- 
tn Sa 0K sé ie 

pectivement —e 7° ). Mais alors aussi bien WZ = es iz : 


x cos 6-K que XW' = +ihetif K tendent vers zéro, lorsque £ tend 
vers les extrémités de C1 et C,, car le fait que K tend vers zéro atté- 
nue la croissance possible du facteur qui se trouve devant Æ. 
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Ainsi, nous obtenons dans le demi-plan de droite Re z = 0 les 
solutions de l'équation (1) 


Hf (= | eizsin £—iac db : | 
Ci 


4 
H® (2) = À iz sin C2 q © 
PT [e E, | 
C2 


qui sont appelées fonctions cylindriques de troisième espèce ou fonctions 
de Hankel (*). 

2) Relations entre les fonctions cylin- 
driques des première et troisième espèces. 
Si l’on additionne les deux formules (4), alors l'intégrale suivant 
le demi-axe imaginaire disparaît et, tenant compte de l'intégrale 
de Schläfli (cf. la formule (10) du n° 95), nous obtenons: 


H® (2) + H (2) = _ j eizsin É—iAt dé — 27; (2) 
Il 


{IT est le contour de la fig. 198). Ainsi, pour toutes les valeurs com- 
plexes de À dans le demi-plan de droite Re z > 0 la fonction de 
Bessel est égale à 
H® H@® 
J (2) en ae (5) 


Pour trouver l'expression des fonctions de Hankel à l’aide des 
fonctions de Bessel, trouvons d’abord la relation qui existe entre 
les fonctions de Hankel dont les ordres ne diffèrent que par le 
signe. Par exemple, nous avons 


H° (2) — _ | iz sin GHIAE dE, 
Ci 
et introduisant une nouvelle variable d'intégration @— —Ë+1, 


le contour C, devenant le contour C7 qui coïncide avec C; mais 
est parcouru en sens contraire, nous obtenons : 


x 
H9) (2)  —- ue | eiz sin @—ilo do = em (z). 
C1 
De façon analogue, introduisant ©@—= —£—x, nous obtenons une 
formule pour Hf(z). Ainsi, 
HO Ce) = enrH (2), HS — ea (e). (6) 


(*) Les fonctions cylindriques de deuxième espèce sont données plus loin. 
Les fonctions H 2 (z) ont été introduites en 1902 par Nielsen qui les a appelées 


fonctions de Hankel, en l’honneur du savant dont un des travaux (1869) a permis 
les recherches qui conduisirent à ces fonctions. 
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Si maintenant en plus de la relation (5) nous considérons la formule 


(= 2210 + A7, _ THÉ? (9 +e MH (9 
2 


(nous avons eu recours aux formules (6)), alors nous déduisons de 
ces deux formules les expressions des fonctions de Hankel au moyen 
des fonctions de Bessel 


et, (2) —J 3 (2), 
sin ÀT ? 


H$ (z)= EN (2) —J 3 @ (7) 


sin ÀT 


HŸ (z)=i 


Strictement parlant, les formules (7) ont été obtenues pour 
les À distincts des nombres entiers, cependant elles restent vraies 
aussi qe le cas des À entiers si on lève l’indétermination de la 


forme — d’après la règle de L’Hospital dans les seconds membres. 


Nous He alors affirmer que les formules (7) donnent le pro- 
longement analytique de H$° (z) et H$° (z) dans tout le plan de 
la variable complexe 3. De même que les fonctions de Bessel, les 
fonctions Hf!*? (z) s'avèrent, en général, des fonctions multiformes 
ayant z — 4 pour point de branchement. 

Des formules (7) nous obtenons, pour les fonctions de Hankel, 
des relations analogues à celles que vérifient les fonctions de Bessel. 
Par exemple, tenant compte de la formule de récurrence (23) du 
n° 95 nous en déduisons les formules de récurrence 


H3-1(2) + Hu (2) = L Hi(2), Hii(z) — Hu (@) —2H;(z) (8) 


(ici FA peut aussi bien désigner HŸ que HŸ). A l'aide des for- 
mules (24) et (25) du n°95, nous obtenons: 


de ri 1: 
HE ( Jane HP (= —à et. (9) 


Plus haut, nous avons attiré l'attention sur l’analogie qui existe 
entre les fonctions de Bessel et les fonctions trigonométriques; 
les formules (5) et (9) montrent l'analogie entre les fonctions A; (2) 
et les fonctions e+?7, 

3) Fonctions de Weber. La formule (5) montre que 
la fonction J1(z) est construite à partir de la fonction W,; (z) de 
la même façon que la fonction cosinus à partir des fonctions e+?z. 
On considère aussi les fonctions que l’on peut construire à l’aide 
de x de la même façon que la fonction sinus: 


H® (2) — H® (2) 
Ya (0) = 2 — (10) 


648 CH. VII. FONCTIONS SPÉCIALES 


Ces fonctions sont appelées fonctions cylindriques de deuxième 
espèce ou fonctions de Weber ; on les appelle encore fonctions de Neu- 
mann et on les note alors NV; (z) (*). 

Etant donné que pour les valeurs réelles de z et À les fonctions 
Ja, (z) sont réelles, il découle des formules (7) que pour les valeurs 
réelles de z et À 


HP (2) = HP (). 


Mais alors il résulte de (10) que pour les valeurs réelles de z et à, 
les fonctions de Weber prennent des valeurs réelles. 

Utilisant les formules (7) et (10), nous obtenons aussi les expres- 
sions des fonctions de Weber à l'aide des fonctions de Bessel : 


cos And 1 ()—J x (2) 
Ya (EE (11) 
Cette dernière formule est vraie pour les À non entiers; pour À ten- 
dant vers un nombre entier n, nous obtenons une indétermination 
de la forme D . Levant cette indétermination à l’aide de la règle 
0 g 
de L’Hospital, nous obtenons pour les À = nr entiers: 


os. te) cos An — 1 sin AT à (2) _ 01 © 
Ya (= 2 : ho, 
I COS AT An 
__ 1 Fôda (2) n ŸJ -a (2)° 
-+[ mn NZ La (12) 


Les relations de récurrence suivantes sont vraies pour les fonctions 
de Weber 


Pa) + Yan Yi@i Vas) Yan) = 21). (43 


Pour les vérifier il suffit d’y porter les expressions de Ÿ expri- 
mées à l’aide des H; (d’après la formule (10)) et de tenir compte 
des relations (8). 

Les fonctions de Weber dont l’ordre est égal à un entier augmenté 


de - s'expriment également à l’aide de fonctions élémentaires, car 


de la formule (11) il découle pour À = + (n+5): 


Y 1@)=(—DJ  16@)3 Y_1@=(—10"7 10). (4) 
n+s TRES A3 n+s 


(*) La fonction Ÿ (z) a été introduite par Weber en 1873. En 1867, Neu- 
mann a introduit des fonctions qui diffèrent un peu de YŸ: (2) ; elles sont éga- 
les à 


+ a () + (ln 2 — ©) Ja (2, 


où C est la constante d’Euler, 
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Trouvons sous forme de série entière l’expression des fonctions 
de Weber d'ordre entier. Pour cela nous pouvons utiliser la for- 
mule (12) et le ou en série 


_{z CT 1 
n@= (3 ) 2 (: ) + TA+E+ D" (5) 
Etablissons d’abord des es auxiliaires à partir de he théorie 
de la fonction gamma. Faisant z = n — 1 (n — 1, 2, ur) 


dans la formule (9) de la dérivée logarithmique de la nr gamma 
(n° 89), nous obtenons: 


one en) (rt) (tn 


ie CHE ie 


(les autres termes se simplifient). D'où, pour r=—1, 2, 8, 
nous avons : 


(16) 


Pt ef nt 

& Tjli=n I2(n) (n—1)! (c 1 2 ve +) 
(nous avons remplacé l'(r) par (n7—1)!). Aux points {= —n 
(n = 0, 1,2, 7 la fonction gamma a des pôles du premier ordre 
de révidus (=! Y (cf. n°89), donc, au voisinage du point £— —n, 


nous avons É développement suivant : 
Fo =(—1" n'{t+n){+Citt+n)+...} 


On voit que pour #z—0, 1, 2, 


# (5) Le = NF 


Dérivant maintenant (15) par rapport à À, nous trouvons : 


@ ny (9+ (2) DSÉ (: Vars 


t=htRh+ 1 


et 


—1)# 2k d 
7e = m6) (+ ) 2 (5) TE no) titi” 


Pour les À—n entiers positifs, d'après les deux JÉAMore formules, 
la formule (12) et les valeurs déjà calculées de = Cros NO) ) , nous 
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obtenons : 


ni 
Ya = ET, (2) (n5+c) 1 D PENEni ee 


JT 
k=—1 


(—1} 1e 1 
ie Sri | si aber 


+14+5+..47)0 0047 
et pour nr —=0 


Vos) =+ Jo(e (ms +C)— 


+ DS ("++ +7). 4 


Nous voyons que les fonctions de Bessel d'ordre entier sont 
des fonctions entières tandis que dans le développement de Y, (2), 
outre les puissances de z, participe encore Inz. 

4) Solution générale de l'équation des 
fonctions cylindriques. Par construction, les fonc- 
tions de Hankel Hf° (z) et Hf? (z) sont des solutions de 1 équation 


zw" + zw' + (22 — NE) w = 0, (1) 


Au numéro 97 nous montrons que ces solutions sont linéairement 
indépendantes, donc, d'après une propriété bien connue des équa- 
tions différentielles linéaires, la solution générale de l’équation (1) 
peut être mise sous la forme 


w = CH (2) + CH (2), (19) 
où Ci et C2 sont des constantes arbitraires. 
Puisque les fonctions JA (z) et Y1 (z) s'expriment à l’aide des 


fonctions H{°' (2) et HŸ (z) d’une manière linéaire avec un détermi- 
nant non ni 


4 1 

2 2 i 
1 41 2 
Di D 


(cf. formules (5) et (10)), les fonctions J, (z), Y (z) sont aussi des 
solutions linéairement indépendantes de l'équation (1). Donc, la 


(*) Le premier terme (4 — 0) de l'expression entre accolades est 1 + + 


Dore. 
n 
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solution générale de cette équation pour tout À peut encore être 
représentée sous la forme 


w — Cida (2) + C2Ya (2), (20) 
où Cet C2 sont des constantes arbitraires. De plus, puisque Af? 


et H$ s'expriment linéairement à l’aide de JA et de 71 avec un 
déterminant 


i er tan i 
sin À sin AT 2 
; ext i sin ÀT 
sin ÀT sin ÀT 


non uul et fini pour tout À non entier, la solution générale, pour 
À non entier, peut encore être représentée sous la forme 


w = Cid (2) + Cod à (2). (21) 


Pour À = n entier, les fonctions J, et J _, sont linéairement dépen- 
dantes car J _, (3) = (—1)" J, (z) et, au lieu de (21), il faut prendre 
la solution générale sous la forme (19) ou (20). 

o) Fonctions cylindriques de la variable 
purement imaginaire ou fonctions de Bes- 
sel modifiées. Dans certaines applications, on a besoin des 
fonctions cylindriques de la variable purement imaginaire z — ix. 
De la formule (28) du n° 95 il découle que la fonction y = JA (ix) 


+ 


satisfait à l'équation différentielle 
LA 1 LA 2 
g+ou—(1+-7)v=0. (22) 


Nous trouvons du développement en série de J'; (2) 3 


AN CM falatir < 1 æ\a42k 
D Go=Y rer (6) AS rat (©) : 
k=—0 k=—0 


On voit que si nous voulons obtenir une fonction réelle pour À et x 

Ati 
réels, nous devons multiplier J, (ix) par le facteur constant i-2=e 2. 
Ce produit est noté comme suit 


AT 2e 


LE, 1 +2 
Lee Great (5) : (23) 
k=0 


La fonction Z_3.(x) est aussi une solution de l’équation (22), et 
si À n’est pas un nombre entier, alors Î1 (x) et Z_; (x) sont linéaire- 
ment indépendantes. Si À — n est un entier, alors de (23) et de 
la relation J_, (2) — (—1)" J, (z) nous obtenons: 


Lin (= In (à). (24) 
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Pour obtenir la seconde solution linéairement indépendante de 7,, 
il faut ici utiliser des fonctions qui se déduisent des autres fonctions 
cylindriques. La fonction la plus utilisée, qui s’obtient de la pre- 
mière fonction de Hankel de la variable purement imaginaire multi- 
pliée par un facteur constant (Macdonald, 1899), est 


.. Ari 

Ki (a) = e 2 HP (in). (25) 
L'importance de cette fonction pour les applications tient à ce qu'elle 
est une solution de l’équation (22), positive et qui tend vers O, lors- 
que x — co, suivant une loi exponentielle (cf. les formules (17) du 
n° 97). Tenant compte de l’expression (7) de la fonction de Hankel 
exprimée à l’aide de la fonction de Bessel, nous trouvons" pour les 
À non entiers: | 


_ Ari Ari 
2 J (i x à Ja 
CCE EP REETCE 
ou, en introduisant à l’aide de la formule (23) la fonction Z4(x) 
__# la) —7r(x) 
HAE un, © (26) 


Passant ici à la limite lorsque À tend vers un nombre entier n# et 
levant l’indétermination, nous obtenons: 


(—1M T7 1(x)  Ôfa(x) 
soft ne). en 


D'où nous pouvons aussi obtenir le développement de K, (x) en série 
de la même manière que pour la fonction de Weber. Par exemple, 
pour #z—0 nous trouvons 


K=-ning+z Zn (5) VU+H, 8) 


où 1 est la dérivée logarithmique de la fonction gamma. En vertu 
des formules (25) et (6) ci-dessus nous obtenons pour tout À: 


K} (x) = K_, (x). 


Il est facile de vérifier que les fonctions Z1(z) et Æ1(2) satisfont 
à des relations de récurrence un peu modifiées : 


Li (2) — Li (2) =? 7, (2) 5 Lis () + Lin (z) = 21; (z). (29) 


Ki (2) — Ki () = — 2 Ka(z); Kis(2)-+ Ka (z) = —2K3 (2), 
(30) 
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en particulier 
LH (@)=1():  Ki()= —Ki(2). (31) 


Pour À égal à un nombre entier augmenté de _ ces fonctions 
s'expriment à l’aide de fonctions élémentaires ; par exemple 


#%. F7 
H(=y Æshz 1 1@=7) cz; 
2 2 


Ki@=K 1@=V Les. (32) 
2 2 


On rencontre dans certains problèmes des fonctions cylindriques 
sin 

de la variable z —=xW—i—e t x. On a introduit des notations 

spéciales pour les parties réelles et imaginaires de ces fonctions 


Ji(zV ==1:(&Y —i)=ber,z+ibeix, | 
Ki(zV —i)=keriz+ikenx, | (33) 
Hi(zV —i)=her;,x+ihei r. | 
Pour À —0, l'indice d'ordinaire est omis, par exemple 


Io(&æV —i) = berx +i beix. (34) 


97. Expressions asymptotiques des fonctions cylindriques. Les 
expressions asymptotiques sont de diverses formes selon que nous 
considérons les grandes valeurs de l’ordre À, de la variable x ou 
les deux simultanément. Nous allons donc considérer trois cas: 

1) Expressions asymptotiques pour les grandes valeurs de l'ordre. 
Considérons d'abord la première fonction de Hankel que nous prenons 
sous la forme de l'intégrale (4) du n° 96 


H (x) = _. | eixsint-iné dë, (1) 
C1 
où C; est le contour de la fig. 199. Nous supposons A>zx>0 et 
posons Le. La formule (1) prend la forme: 
1 paGine x 1 
H{° (x) = _ | e ( cho ) dé = — | exf(E) dé, (2) 
Ci Ci 


fO=i ÈS coss MT + o+i (sims LE —s) (3) 


ch ch & 


(nous posons £—s—+io). Pour obtenir la formule asymptotique nous 
aurons recours à la méthode du col donnée au n° 77. Les points 
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selles sont les racines de l'équation 


f'(&)= 1 (FE — 1) = 0, 


ch & 


d'où cos£;—cha et 


Co= + ia. (4) 

La ligne de plus grande pente passant par ces points a pour équation 
ï ho 

1m f()=sins s=0 (5) 


(en effet, aux points selles s—0, 6 —+ a), d'où 


S 
cho=cha——. 
Sills 


Elle a la forme indiquée en pointillé sur la fig. 200 et elle est formée 
de l’axe imaginaire et de deux arcs de courbe tendant asymptoti- 
quement vers les droites s = nr. On peut 
prendre le chemin d'intégration formé 
d’arcs de cette courbe de telle façon que 
l'intégrale (1) ait la même valeur que pour 
le chemin C,. Nous désignons ce chemin par 
C1 et nous l’indiquons sur la fig. 200 en 
pointillé gras; ce chemin d'intégration est 
formé de la demi-droite (ioo, —ai) portée 
par l’axe imaginaire et de la moitié de droi- 
te de l'arc inférieur de la ligne de plus 
grande pente (*). 

Puisque, d’après l'équation (5), on a 
Im f(£) = 0 sur la courbe C,, sur cette 
dernière 


f(O — —coss sie +. 
Sur l'axe des o, la fonction f(io) = o — 
FIG. 200 — a atteint un maximum local & — th 
au point 6 —@ et un minimum local 
th — œ au point & — —« (ce que l'on voit immédiatement en 
considérant la dérivée 4 Sas ) ; 


(*) Pour démontrer que C1 et €; donnent la même valeur à l'intégrale, il 
suffit de remarquer que C; peut être transformé en C; au moyen d’une déforma- 
tion dans un domaine borné et dans la demi-bande x — 8 <s <a, 6 << — M, 
où & est aussi petit que l’on veut et M aussi grand que l’on veut (c’est le domaine 
hachuré de la fig. 200), de plus les intégrales sur les parties de C; et C1 appar- 
tenant à cette demi-bande sont aussi petites que l'on veut. 
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Il est facile de voir que le maximum au point 6, — ai est l’uni- 
que maximum de la fonction f (Ë) sur la courbe C;. Puisque f (£o) — 
= œ—tho,f" (6e) — th et que l'angle de la ligne de plus 


grande pente au point méplat est Ê = — > d'après la formule (18) 
du n° 77, nous trouvons 


.T 
2n ar 
H{9 (x) # Leite- thæ) Ve 2 = 4 — eM@-th &). 


5 1 4 5 —— à 
Remplaçant ici tho= V1 + VRh, OÙ U— 


= = x et a —arth _. , nous obtenons l'expression asymptotique 


que nous cherchions de la première fonc- ç 

tion de Hankel pour les grandes valeurs 

de l'ordre: 

T5 -p+rarth£ 
——e 


En À (6) 


(il faut supposer ici z<À). 

De façon analogue, on trouve l’expres- 
sion asymptotique de la deuxième fonction 
de Hankel pour les grandes valeurs de l'ordre 


Hÿ (x) = 


72 -uthartn 
MES 
À l’aide de la formule (5) du n° 96 et des 


estimations (6) et (7) nous trouvons l'expression asymptotique des 
fonctions de Bessel pour les grandes valeurs de l’ordre 


H® HS 
Ja GER LG (8) 


Si l’on fait des calculs analogues en partant de l'intégrale. de 
Schläfli au lieu de Gi 


Ja (x) — x | eix Sin E— it dé = = x | ei®) dé 
Îl 
(la formule (10) du n° 95; la fonction f (Ë) a 7 même expression que 
plus haut) et si l’on remplace le contour II de la fig. 198 par le con- 
tour ÎÏ de la fig. 201, à savoir par la partie de la ligne de plus grande 
pente de la surface t — Re f (£), alors on obtient à La place de (8) 
une autre expression dé pour les grandes valeurs de À 


F2 un artn-E 
Jai(x) = y ju —— LS (9) 
Nous ne nous arrêtons pas sur les détails de ces calculs. 


HP (x) = i 


FIG. 201 
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D'après la formule (10) du n° 96 et en se basant sur (6)et (7) 
nous pouvons encore trouver l'expression asymptotique de La fonction 
de Weber pour les grandes valeurs de l'ordre 

HD (x) — HP (x) 4/72 -uaarth 
x à 
Pa x y Le x, (10) 
2) Expressions asymptotiques pour les grandes valeurs de la variable. 


Nous supposons x > À et nous désignons par 2 = Cos & (o <a 5) 


un nombre inférieur à l'unité. 
La première fonction de Han- 
kel peut être écrite sous la 
forme 


H (x) + | exti sin &- it cos a) X 


Ci 
x dé + | exe de, (1) 
Cr 
où 
g (€) = à sin & — 16 cos « — 
ÿ — —cos,s sh 6,+ 0 cos & + 


+i(sins-cho—scos x) (12) 
ne diffère que par un facteur 
constant de la fonction f (6) 
de la formule (3). Les points selles sont les racines de l’équation 
g' (6) = i (cos £o — cos «) = 0, d’où Ëg — +a. Les lignes de plus 
grande pente passant par ces points sont données par les équations 
Im g (€) = sin s-ch 6 — s cos & — + (sin &« — « cos &), 
ou encore 


L Sin TS cos œ 
+ sin s 


cho = cos a —— - 

Sins 

Chacune de ces lignes (fig. 202) est constituée de deux branches qui 

se coupent aux points selles et tendent asymptotiquement vers 
l’axe imaginaire et vers les droites s = +. 

Nous choisissons le contour C;,, une des branches de la ligne de 

plus grande pente passant par le point £o = & 

s sin &æ —& cos & 


cho=cosa + sins 


le long duquel l'intégrale (17) a la même valeur que pour C1. 
Il n'y a surC, qu'un point stationnaire de la fonction 


T = Reg(Ë) — —cos s sh & + © cos à, 
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à savoir le point selle € = «, et lorsqu'on approche des deux extré- 
mités de C1, cette fonction tend vers —oo. Il en découle que & = & 
est l’unique point de maximum de la fonction t — Re g (£) sur Ci. 

Puisque g (£o) = à (sin &« — a cos &), g” (Go) — —i sin & et Êê — 


= — + (+), d’après la formule (18) du n° 77, nous trouvons 


——— ,,,., . 
2 ix(sina-a cos œ)—i — 
HP (x) = V2 4 


nt Sin & : 


ù « . v " ————— 
d’où, en posant æcosa= à, sina=—, où v=V ri R et a— 


= arcsin + , nous obtenons l'expression asymptotique de la première 
fonction de Hankel pour les grandes valeurs de la variable: 


ELA 


HY (2) - y = C4 arcsin ? CT | (13) 


De façon analogue on peut obtenir l'expression asymptotique de la 
deuxième fonction de Hankel 


—— : V x 
79 7 (r-naresins - 5). 
F14°2 


HP (2) = | (14) 
En outre, si l’on suppose x > À, de sorte que v=Vr xx, 
T 


. Vv . . TA 
a = arcsin — & =, alors ces dernières formules se simplifient : 


{D re F3 i(x-15 E 7) (2) Le Es -i(x-15- 7) 

HP (x) = Re 24, HP (Or se + (15) 

Entre autres, il découle des formules (15) la proposition donnée 
sans démonstration au n° 96, d’après laquelle pour tout À réel les 
fonctions . de Hankel H° (z) et Hÿ” (z) sont linéairement indé- 
pendantes. 

De ces mêmes formules, d’après les formules (5) et (10) du n° 96, 
nous trouvons les expressions asymptotiques des fonctions cylindriques 


(*) Pour trouver l’angle 8, remarquons d'abord que la courbe Re g (£) — 
= const{qui”passe par leipoint selle £o — & a pour équation 


— cos s sh 6 + oc cos a — 0, 


dont les termes principaux! au voisinage de , s’écrivent sous la forme © (s — 
— aœ)sinaœ+ ... — 0 (nous avons remplacé cos s — cos & — sin æ& (s — &) + 
+ ...et sh 6 — 6 + ...). Donc les tangentes à cette courbe au point bo 
sont les droites s — & et & — 0. Les tangentes à la courbe Im g (£) — const en 
ce même point, d'après la propriété des fonctions harmoniques conjuguées, sont 
Te: ? & EL 

DE il faut donc prendre 8 = — —. 


les bissectrices, c'est-à-dire Ÿ — + 3 


&2—0149 
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des première et deuxième espèces pour les valeurs x Ÿ$ À 


J,(z)& Lcos(r—15 5); 


Yi(x) = TS sin (z—1 +) : 


Ïl est intéressant de noter que pour les valeurs À = + : du para- 


mètre ces expressions asymptotiques sont exactes (pour les entiers 
À = n la première formule avait été 
obtenue plus haut (n° 77)). 

De façon analogue, nous trouvons 
les formules asymptotiques des fonctions 
de Bessel modifiées pour les valeurs 


z 2: 


(16) 


PEL 1 
Ti(æ)=e ? Jifir) & VE e*, 
. Ai — 
K,(a)=<e ? HS (x) V Je. 
(17) 
FIG. 203 Nous ne donnons pas la démonstration 


de ces formules. 
3) Expressions asymptotiques pour les grandes valeurs de x et À. 
Si l’on suppose x = À et si l'on pose 


g (€) = i sin € — à, (48) 
alors 
H{ (x) = _ Î ext sint-it) dé — L | exe(t) dé, (19) 
ol C1 


et nous n’avons qu'un seul point selle à l’origine des coordonnées 
£o — 0. La ligne de plus grande pente 


Im g(£) = sinsch o — s = 0 (20) 


est formée de trois branches passant par l’origine des coordonnées : 
l'axe imaginaire s — 0 et deux arcs de courbe qui tendent asympto- 
tiquement vers les droites s — x (fig. 203). A l’aide des branches 


de cette courbe nous construisons le contour C; (en pointillé gras 
sur la fig. 203) qui donne à l'intégrale (19) la même valeur que le 
contour C,; nous appliquons à ce contour la méthode du col. 
Ici, contrairement aux cas précédents, au point méplat g” (£) — 
— —i sin & s’annule et seule g” (0) — —ÿ est différente de zéro 
et, par suite, la formule (18) du n° 77 ne peut être appliquée. Une 
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analyse élémentaire montre que malgré tout le point Eos = 0 est 


un point de maximum de la fonction g (&) sur C1 et, de plus, il est 
unique. Conformément à l’idée de la méthode du col, pour obtenir 


l'expression asymptotique, nous pouvons remplacer g(£) = _. Cr 


i _ ; : : 
RAS F3 et la courbe C; par sa portion qui se trouve dans un petit 
voisinage du point selle ou, avec le même degré de précision, 


nome {fe ar fe ea). 


où Ï est le demi-axe imaginaire positif et Il’ la tangente à la por 
tion II (cf. fig. 203). L’équation de cette tangente est 6— ———5s 


DE 
(ce qui s’obtient facilement du développement taylorien du premier 
membre de go) 2 sur celle-ci £3 = G LA i0)3 — io (35? — 0?) — 
— Bio, dd —e re Vas + do? — —2e 5 do (on a le signe moins 
car do << 0). 

C'est pourquoi, en posant sur la portion Ï Ë = io, nous obtenons: 


+ TL: 


CR = 4 
H{ (x) = _ {i | e 6 Gode | 3° do} = 


Mais 


et nous trouvons 


HD (age (5) y TP (21) 


V. Fock a donné une autre formule asymptotique pour le cas 


2 
Vi=ez&M, 121 


ou, ce qui revient au même, pour les valeurs finies 


42% 
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Cette formule a la forme: 


1 
Op i(z) $ 
HR (5) v6, (22) 
où 
és 
1 t&-+ 
t) = —— 3 d 
= \4 : (23) 
‘et L est un contour qui réunit le point Ë = œ au point € = 0 sui- 
vant la demi-droite arg &£ = — 2e et le point € = 0 au point Ë = œ 


suivant le demi-axe positif arg & = 0. Cette fonction a été étudiée 


} 
(æ) 


"A ë 
NN] LKR LL. 
0 1 2 4 ’ 9 JUN L 
2 N DA es 
Us 


FIG. 204 


FIG. 205 
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et des tables ont été constituées. Nous.ne donnons pas la démons- 
tration de la formule de Fock (cf. V. Fock [10], pp. 55-60). 

98. Graphes des fonctions cylindriques. Distribution des zéros. 
Nous donnons ici les graphes des fonctions cylindriques les plus 
employées pour les valeurs positives de la variable. Les courbes 
continues des fig. 204 et 205 représentent les fonctions J, (x) et 
Yo(x). Pour les petites valeurs de la variable, le caractère de ces 


RE 


FIG. 206 FIG. 207 


graphes peut être obtenu par les représentations sous forme de séries 
de Jo (x) et Yo (x). Pour les grandes valeurs de x, on peut utiliser 
les expressions asymptotiques (24) du n° 97 desquelles découlent 


NOE es cosl(r— +) , 


(1) 
OOUER 24 + sinf(z— +) : 


Les courbes en pointillé sur/ces mêmes figures représentent les 
fonctions de Bessel et de Weber du premier ordre. Elles s’obtiennent 
des graphes de J, (x) et Y, (x):au moyen de la dérivation graphique 
en sebasant sur les relations Ji (x) = —J$ (x), Yi (x) = —Y, (x). 

Sur les figures 206 et 207 sont donnés également les graphes des 
fonctions de Bessel modifiées 


: 1 x 
HORS RE , 


| = (2) 
Ko(D= HP (D eV Le, 
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qui sont souvent utilisés en physique ; sur la première d’entre elles 
on a représenté en pointillé le graphe de 7, (x) pour n = 1, 2, 3, 4. 

Les fonctions J, (x) et Y, (x) sont oscillantes ; leurs fréquences 
sont approximativement constantes et leurs amplitudes décroissent 


comme En De plus, la fonction Y,(x), lorsqu'on s'approche de 
T 


l’origine des coordonnées, tend vers —oo. 

Au contraire, les fonctions Z, (x) et X9 (x) ne sont pas oscillantes : 
la première croît d’une façon monotone de la valeur 1 à oo approxi- 
mativement avec la vitesse de la fonction exponentielle, tandis que 
la seconde décroit de oo à zéro. 

On donne sur la fig. 208 le relief de la fonction J's (z) ; on y a tracé 
les lignes de niveau du module (de 0,2 en 0,2) et de la variable (de 
30° en 30°), la section suivant l’axe réel fournit le graphe de | Jo (x) |. 
On donne sur la fig. 209 le relief de la branche de AH? (z) qui a une 
discontinuité le long de l’axe réel négatif et tend vers zéro lorsque 
y —+ +oo. On y a tracé les lignes de niveau du module (de 0,2 en 
0,2) et de la variable (de 15° en 15°). On voit sur la fig. 210 la dépen- 
dance de J; (x) de deux variables réelles x et À; les courbes sur la 
surface donnent les graphes de Jo (x), J2(x), . .., J'is (x) et de 
Ja(2), Ja (4), ..., Ja (20). 

Pour les calculs, les zéros des fonctions cylindriques ont une 
grande importance. Considérons le problème de la distribution des 


==> 


Uxé 


ul 


? 


FIG. 208 


zéros des fonctions de Bessel. Soit À un nombre réel, À > —1. De 
la formule (33) du n° 95, que nous avons établie au cours de la démons- 
tration de l’orthogonalité de ces fonctions, pour des zéros arbitrai- 
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VS 
re 


1 0 —1 2 
FIG. 209 


res z — & et z = f de la fonction J'3 (z), il découle la relation 
1 


(B2— a?) | J (ar) J (Be) + dt — 0. (3) 


Le 2 4 6 8 10 12 14 16 (8 20 
‘FIG. 210 
Etant donné que tous les coefficients du développement 
z\4 (— 1% z \ 2x 
A@=(S) D ATGEEFI (5) (& 
k—0 
sont réels, il est évident que 
Ja1(z)=J (2). (5) 


Il en découle en particulier que si z est une racine complexe de 
l'équation J'1(z) = 0, alors z est aussi une racine de cette équation. 
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Faisant dans la formule (3) à = z, $ — z et tenant compte de la 
formule (5), d’après laquelle J, (z) J1 (z) = | Ja (z) (?, nous avons: 
1 
(2) | [Ja (42) | é dt —0. 
0 
Mais comme ici l'intégrale ne peut être nulle, on a 2? — z? — 0, 
d’où soit z — z, soit z — —z. Aisni, pour les À>=> —1 réels, la fonc- 


tion J,(z) ne peut avoir que des zéros réels ou purement imagi- 
naïires. 


De la formule asymptotique, avec À => 0, obtenue au n° 97, 


Ja @&)+ y/ 2 cos (x—15—7) (6) 


il découle que J, (x) a un ensemble infini de zéros positifs (en effet, 
J\(x) est continue et, comme il découle de (6), elle change une 
infinité de fois de signe). Mais de la formule 

Ja (—2) = AT, (2) (7) 


qui découle directement du développement (4) on voit que les zéros 
de J;(z) sont disposés d’une manière symétrique par rapport’ 
à l’origine des coordonnées. Donc, JA (z) à aussi un ensemble infini 
de zéros négatifs. 

Il découle de (6) une formule approchée des zéros de JA (x): 


a RE LAS En, (8) 


d'autant plus exacte que | 4 | est grand. Donnons, comme exemple, 
les valeurs des plus petits zéros positifs de la fonction Ji(x): 


k | 0 | 4 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 


2,4048 | 5,9201 | 8,6537 


a0) 11,7415 


14,9309 | 18,0711 | 21,2126 


Remarquons que la formule approchée (8) donne pour #4 = 6 la 
valeur af — 21,206 (avec une précision de 0,01). . 

Pour étudier la question des zéros purement imaginaires de 
J) (z), posons dans la formule (4) z = xzi; nous trouvons: 


Ji(2) _ 1 £ z\2k 1 
2ù =7 À (5) RITOATEKLT) (9) 


Soit À un nombre réel arbitraire ; puisque À + 4 + 1 pour tous les k, 
excepté un nombre fini, prend des valeurs positives, tous les coeffi- 
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cients de la série (9), excepté un nombre fini, sont positifs. Puisque, 
de plus, le signe du second membre de la formule (9), pour les grands 
|æz |, est défini par le signe des termes du plus haut degré, nous 


pouvons affirmer que no > 0 pour les |z | suffisamment grands, 
PA 


c'est-à-dire J4 (z) 0. Mais sur un intervalle fermé de l'axe imagi- 


: è 5 Ji (z ; se 
naire, la fonction entière Les ne peut avoir qu'un nombre fini 
3 


de zéros, donc pour tout À réel la fonction J, (z) ne peut avoir qu’un 
nombre fini de zéros purement imaginaires. En particulier, pour 
À >> —1 tous les coefficients de la série (9) sont positifs, donc la 
fonction J3 (z) pour À >> —1 n’a pas de zéros purement imaginaires. 

Etudions certaines particularités de la distribution des zéros 
des fonctions de Bessel. Pour cela posons d’abord 


Ji (x 
y (9 = 22 (10) 
et remarquons que cette fonction satisfait à l'équation différen- 
tielle 


zy" + (2x + 1) y + zy = 0, (11) 


qui s’obtient par la substitution J, = xly dans l'équation des 
fonctions cylindriques. 

Soit & un zéro positif quelconque de la dérivée y’, alors l'équation 
(11) pour x = & prend la forme y” (a) + y (x) — 0. Mais y (œ) 
ne peut être égale à zéro, sinon des conditions y (œ) == 0, y" (æ) = 0, 
d’après le théorème d’unicité (*) de la solution du problème initial 
de l’équation différentielle (11), il découlerait que y (x) = 0. C’est 
pourquoi y(œ) et y”(x) ont des signes opposés. 

Soient maintenant « et f (B = «) deux zéros positifs voisins 
de y’ (x), de manière que y’ (x) 0 sur l'intervalle (a, fi). Mais 
d’après le théorème de Rolle, au moins un zéro de y” (x), plus pré- 
cisément un nombre impair de tels zéros, appartient à l'intervalle 
(æ&, B). Il en découle que y” (&) et y” (B) et, par suite, y (&) et y (f) 
ont des signes opposés, c'est-à-dire qu'au moins un zéro de y (x) 
appartient à l'intervalle (&, 8). Mais y (x) ne peut avoir plus d’un 
zéro sur (&, f), car dans le cas contraire sur cet intervalle il y aurait 
au moins un zéro de y’ (x), ce qui est en contradiction avec nos con- 
ditions. Ainsi, on peut affirmer que les zéros positifs de y (x) et 
de y'(x) se succèdent alternativement. Cela est également vrai 
pour les zéros négatifs. 

Remarquons ensuite que la relation de récurrence (18) du n° 95 
peut s’écrire sous la forme : 

= Ban : (12) 


y" (x) = 


(*) Le point x = «& est un point régulier de l'équation (11). 
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Donc, les zéros de y’ (x) coïncident avec les zéros de J;}1 (x); d’autre 
part, on voit de (10) que les zéros de y (x) coïncident avec ceux de 
J1 (x). Aïnsi, les zéros des fonctions de Bessel dont les ordres diffèrent 
d'une unité alternent. Nous avons à nouveau mis au jour l’analogie 
entre les fonctions de Bessel et les fonctions trigonométriques: les 


zéros de cos (z+2 5) et de cos Le + (À + 1)5 | se succèdent 
alternativement, comme il est facile de le voir. 


99. Exemples. Applications. 1) Théorème d'addition des 
fonctions de Bessel. Pour tout entier n et z1 et z, complexes 


Ja (21 +22) = > Ja (24) Jn-R (22). (1) 


R=— - 00 


La démonstration découle du théorème d’addition des fonctions exponen- 
tielles et de la définition de J, au moyen de la fonction génératrice. Nous 


AVODS : | 
RE 
> Ja (a+ 22) wr—e * (e D 2 ( 2 (w mn), 


= — 00 


développons maintenant en série les fonctions 


A (À oœ 2 (9 À co 
 ( ») _ Y Jr(a)un, 2 s)_ D, Ja()wt 


n= — 00 k= — 00 


et multiplions ces développements en ordonnant le produit suivant les puis- 
sances de w. Nous avons: 


e 


L 2 © Le, ° 
DO Jataitaur= D { D Ja) Jar (a)}ur, 
n= - 00 n=—-00 k—=-00 
d’où, en vertu de l’unicité du développement en série de Laurent, pour tout 
n — 0, +1, +2, ..., nous obtenons la formule (1). 


2) Exemples d'équations différentielles dont 
les solutions s'expriment à l’aide des fonctions 
cylindriques. Une classe importante d'exemples d'équations diffé- 
rentielles linéaires du second ordre dont les solutions s'expriment à l’aide de 
fonctions cylindriques est donnée par l'équation 


ay" + ay" + (b + cx%) y = 0, (2) 


où &, b, cet a sont des constantes, de plus c et a sont non nulles (*), 
En effet, passons dans l'équation (2) à une nouvelle variable indépendante t 
et à une nouvelle fonction inconnue w, en posant 


= kb, y = Êu, (3) 
où u, v et 4 sont des constantes. Remplaçons 
dy 1 » dy 1 
1 — LE red EE ———— ——— 
= &" à à 
dt dt 


(*) Si c ou a est nulle, alors l’équation (2) se résout à l’aide de fonctions 
élémentaires. 
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et calculons les dérivées dans le second membre de ces formules en utilisant les 
relations (3). Portons ces expressions dans l’équation (2). Après simplification 
nous avons une équation de la forme 


Bu" + [2v + (a — 1) p + 1] éu + Lu (a — 1) pv + 


+ due + Vi] u = 0, 


où u’ et u” sont les dérivées par rapport à £. Si l’on choisit les constantes pu, v 
et k de manière que l’on ait 


2V+(a—1)u—0, au—2, cu?k% —1 (4) 
{cela est toujours possible si & et c sont non nulles), alors notre équation se 
met sous la forme 
Êu" + tu LL — M) u — 0, (5) 
où 
M = — [(a — 1) pv + Due + dE] — v2 — bp? (6) 


c'est-à-dire qu'elle coïncide avec l’équation différentielle des fonctions cylin- 
driques d’indice À. 

3) Intégrales contenant des fonctions de Bes- 
se L. Appliquant le théorème d’homothétie du n° 80 à la formule (7) du n° 82 
de l’image de la fonction cylindrique, nous trouvons 


. bn 
J (bi) — TT UUUUO—— (7) 
; VF (V ri + p)" 
D'après la formule de la transformation de Laplace (en y remplaçant p par a 
pour raison de symétrie), nous avons: 


co ne 


bn 
| e-atJ, (bt) dt — VarE (Va tea) EL 


Pour n—0 nous obtenons en particulier l'intégrale, (Lipschitz) 


(8) 


co 
| e-atJ (bt) dt = 
û 


Va? +6 : 
qui converge pour Re a > 0. 
a 


Remplaçant dans (8’) a par ai, nous trouvons 


{ Hi 
= b|, * 
as lel<ll 


—i 
Va =R" 


{on peut vérifier que y désigne ici la branche qui prend des valeurs positives 
pour a et b réels). Pour les a et b réels, en séparant les parties réelles et 
imaginaires, nous trouvons les intégrales (Weber) 


Lee] 
| e-aitJ) (bt) dt = 
ù la|>]lbl 


œ 1 oo 0, 
js (at) cos bt a-{ Vaæa—t, Î Jo (at) sin bt | 1 (9) 
d 0 ù Va? 


(la première ligne se rapporte au cas a >> b, celle de dessous au cas a < b). 
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Soit a >> b; intégrant la première formule (9) par rapport à b, nous trou- 
vons : 
fe nb, | b 
Î pc ere 2 | 
t a2 —b? a 
5 0 
L'intégrale du premier membre converge même pour b=a et à la limite, 
lorsque b— a, nous obtenons pour tout a > 0 
00 
(10) 


| Jo CE % jy = arcsin 1 =< 


0 
(on peut n.untrer que le passage à la limite est correct). D’autre part, intégrant 
cette même formule (9) sur l'intervalle (bo, b}, a < by << b, nous trouvons: 


co ; , 
\ £ CES bi Se dt=0, 
0 


d'où, passant encore une fois à la limite lorsque bo —a (on peut aussi mon- 
trer que le passage à la limite est correct) et tenant compte de (10), nous 


trouvons 


co 
in bt 
| Jo (at) — d= (b> a). 
Ù 
Ainsi, réunissant les résultats obtenus, nous trouvons 
Î% COTES NS «1» 
Ô D? 
où la première ligne se rapporte au cas 0 <b<a et la seconde au cas ba. 
Nous avions aussi la formule 
co 1 4 
è (12) 


| PET (2 V7) TU G 


0 
(ci. (3) du no 82 et la formule de Laplace pour la transformation); y faisant 
232 2 
T= _. e PS nous obtenons encore une intégrale (Weber) 
a? : 
an Ab2 (13) 


_—b212 
(F2 Qat)e PFd=Tnne 
0 


De la représentation de JM (x) sous 


4) Intégrales de Sonine. 


forme de série, nous trouvons : 
—41)kgmt+2k 
(1x sin?mt2k+1f cognitif. 


REIT (m+E +1) 


œ 
JTm (x Sin t) sinmtlt cos2n+li — > nt 
k=0 
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Intégrant cette relation terme à terme par rapport à # de 0 à FT (cela est pos- 
sible pour m>—1, n>—1) et tenant compte de la formule (5) du n° 90, 
nous avons 

ÉLA 


2 
Î Jm (æ sin t) sinmtit cosn+li dt — 
0 


D (Hem 1 Dm EH) T (m1) 
2 PRET On ED 2 Dm k+3) 


- m © Cher 
Te+0 D rm pnres (2) 


on 
= Pr) r Jranst (eo), 


ou 
#1 © 
Tr 
Jninst (5) = RS DEN | Jm (x sin t) sinmtit cos2ntli dt (14) 
Ô 


m, n > —1). (Cette intégrale a été obtenue par N. Sonine.) 
D'une manière analogue on calcule la seconde intégrale de Sonine 


2 
2 
| Tm (x sin t) J, (y cos t) sinmtif cosn+li di — 
0 


zmynJ (Vz2+y2) 
= {m,n>—1). (15) 
a+) À 


La formule suivante appartient également à Sonine 


L.2 ns 
—L 72 
CE GVET D) na y = 
à (+227 


am Pr g2\1-m-1 ni 
-{ PE (UE) nm EVE A) << (9 
0 : a > b > 0, 
Pour établir cette formule, remarquons que, d’après le lemme de Jordan, pour 
À >> —1 on peut remplacer dans l'intégrale de Sonine-Schläfli (9) du n095 
le contour d'intégration C* par la droite Im £ = c > 0. Nous trouvons une 
nouvelle représentation intégrale de la fonction de Bessel (Sonine) 


c+i00 22 


nos (+) | RE ia «D 


c—ico 
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En portant dans le premier membre de la formule (16) J, (b V4), 
représentée par la formule (17), nous trouvons que ce premier membre est 
égal à 


n co : C+Hioo t b2(124x2) d 
n TR 
Fri Î Jm (at) (5) ém+i { | e En dt— 
0 €—i 
oo C+i00 b (o- 12+x2 
= gg | Pr (an ms { | ee 
0 


c—ico 
(nous avons fait le changement de variable — © et nous avons tenu compte 


de ce que pour b = 0 ce changement ne modifie pas le chemin d’intégration). 
Intervertissant ici l’ordre d'intégration et tenant compte de l'intégrale de Weber 
(13), nous trouvons: 


; +00 E(o x2 œ b£2 
_ 2 Vo 7 2© m+i 
—_— o7n-1le do [ tt at 
D \e “mar 
c— 100 0 
c+ico pi-ai, bx2 
am 2b  2@ m-n 
Sn | : ©" do. (18) 
C—ioo 


Pour a > b cette intégrale est nulle; en effet, dans ce cas, le coefficient 
de w dans l’exposant de e est négatif et, d’après le lemme de Jordan, on peut 
obtenir l'intégrale comme la limite de l'intégrale sur le segment (ce — id, c + id) 
complété par la demi-circonférence de droite, mais à l’intérieur de ce contour 
la fonction à intégrer est régulière. La seconde partie de la formule (16) est 
démontrée. 

Pour a << b, d’après la même formule (17) de Sonine, nous trouvons 


€Hioo b2-a2  bx 


DES 
_ 5 2b 26 mn y — 
C— 00 
C+i00 b2-a? 
b— g2\n-m-1 À . C7 
See CR 
€—i0 
1 b2— 2 n-m—i Re" 
TT pn-m-i ( x S } Jn-m-1 (x V/b2— a?) 
2b 


(nous avons fait le changement de variable o© — £et appliqué la for- 


ba? 
mule (17) pour À = n — m—1,z—x V6? — a?). Portant la valeur que nous 
venons de trouver de l'intégrale dans la formule (18), nous obtenons ainsi la 
première partie de la formule (16) de Sonine. 

5) Intégrale de la théorie des ondes électro- 
magnétiques. Etablissons la formule 


Ja (a VA —+?) né—Tt) = nn ni V pi fai (19) 
a 
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que nous avons déjà utilisée au n°87 pour la résolution du problème de propa- 
gation des ondes dans de longues lignes de transport de l'énergie électrique. 
Nous partons de l'intégrale (8) de Sonine du n095; y faisant n — 0 et z — 


— a VA — 7%, nous avons: 


| a VB (oz) à 
242) — 2 o (0 
Jo (a V1 T ) ni € re . 
1o|=1 
Faisons ici le changement de variable 
ET... 
dire Æ —T ë; 
la circonférence | © | —1 se transforme en la circonférence | & | = 14 Te 
T 
et, comme la fonction à intégrer n’a qu’un point singulier & — 0, on peut rem- 
placer cette circonférence par la circonférence | £ | — 1. Nous trouvons: 
at ( 1 at 1 
SE (D) (et 
DOVE-A= SE | <? ENS )æ, (20) 


ICI=1 
Utilisant cette formule, nous trouvons la transformée de Laplace du pre- 


mier membre de (19); supposant T > 0 et, comme toujours, Re p > 0, nous 
avons : | 


œo 


Î g Pi Jo (a VE) dt— 


+ 
1 F-to-$(- 2) El) & 


(nous avons changé l’ordre d’intégration). Dans l’intégrale entre accolades la 
partie réelle du coefficient de { dans l’exposant est égale à 


Re Lo (6—+) ]-re (p— ai sin g)=Re p > 0 


(nous posons Ë — eig et nous supposons a un nombre réel); c’est pourquoi 
l'intégrale converge et elle se calcule facilement : 


Mean 
Ai: 


Portant cette valeur dans l’intégrale (21), nous trouvons: 


a 


Co 


= a — — tr d 
| e Pt Jo(a VE) = —— i PE — ‘ 
ï ti re 


2 2 
La fonction à intégrer a deux pôles : Lo=PE Pt à , dont l’un se trouve 
a 


à l’intérieur du cercle | & | << 1 et l’autre à son extérieur, car Lifo — —1. Avec 
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la condition Rep=—0, Re/p?+a 0 la racine & =? pt 


a 
se trouve dans le cercle, et, d’après le théorème des résidus, la dernière inté- 
grale est égale à 


oo 


—1D 
| ePtJo (a VAE) dt — AS 2 = ——_—_—_— |; 
J ani 22 n Vri+e 


ce qui coïncide avec la formule (19). 
De façon analogue, nous pouvons trouver un résultat plus général: pour 
tout n entier non négatif 


nVB-E) eV (VETT pr) 
ñn es — ; 
a? Vri+i 


6) Problème de Bernoulli sur les oscillations 
d'une chaîne suspendue. En 1732, Daniel Bernoulli a posé et résolu 
- le problème des oscillations d’une chaîne pesante suspendue. 
Soit un fil 4 MB homogène et pesant, de longueur {, suspendu 
verticalement au point B et qui, sous l’action de la force de 
pesanteur, accomplit de petites oscillations autour de sa 
position d'équilibre. Si l’on désigne par t le temps, par x la 
longueur du fil du point À au point variable M et par u — 
= üu (x,t) l'écart du point M à la verticale (fig. 211), alors l’équa- 
tion des petites oscillations est de la forme 


&2u du , Ou 
otè = £ (= Ôx? +5) » (23) 


eatét et V p?+a? 


né) (—m 


(22) 


où g est l'accélération de la force de pesanteur. Avec 
Bernoulli nous allons résoudre cette équation par la méthode 
de la séparation des variables. Pour cela, trouvons d’abord 
une solution particulière qui a la forme du produit de deux fonctions 
dont l’une ne dépend que de la variable x et l'autre que de la variable 1: 

u = X (x)T (à. 


La portant dans (23) et effectuant de simples transformations, nous avons: 


T'(b_ zX"()+X" (x) 
T@ Ê X@ 


FIG. 211 


Puisque le premier membre n’est fonction que de et le second membre que de 
z, l'égalité n’est possible que dans le cas où les deux membres sont égaux à une 
même constante que nous notons —? (*). Dans ces conditions, la dernière 
équation se décompose en deux équations : 


@2 
Te (DT (0; X" (e)+ A (D + ZX (0, (24) 
La solution de la première équation est : 
T (t) = À sin (ot + ), 
(*) Cette constante doit être négative, car dans le cas contraire, comme on 


le voit, par exemple, de la première équation (24), la solution n’est pas oscil- 
lante, ce qui est en contradiction avec les considérations physiques. 
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où À et w sont des constantes, et la deuxième équation a la forme de l'équation 


2 
(2) du no 99 avec a = 1, b = 0, c — T , a—1. D'après les formules (4), nous 


trouvons u — 2, v — 0, & — 2 et, par conséquent, le changement de variable 


(3), qui dans notre cas prend la forme (*) x — _. & ou : — 20 A , Tamène 
l'équation à l'équation différentielle des fonctions cylindriques dites à — 0, 
comme on le voit de la relation (6). Ainsi, la solution générale de la seconde 
équation (24) a la forme: 


ZX (x)= 


=8n (2/4) +er (2 /#), 


où B et C sont des constantes. D’après 
des considérations physiques, il est clair 
que, lorsque x — 0, la solution doit être 
bornée, donc C — 0; on peut prendre la 


constante B égale à l’unité, vu que dans A 
l'expression de 7 entre déjà un facteur # ns 
arbitraire A. Ainsi, nous trouvons une A4 K=Z 
solution particulière de l'équation (23) FIG. 212 


sous la forme 


u= AJo (20 =) sin (ot + œ). (25) 


La quantité & ne peut avoir ici une valeur arbitraire car nous trouvons de la 
condition d’après laquelle le fil est suspendu au point B que u (4, t) — 0 pour 
tous les £. Cela n’est possible que dans le cas où 


Jo (20 AE (26) 
k- 


d'où © = & — ape , où az sont les zéros de la fonction de Bessel d’or- 


2 l 
dre zéro. | 
L'équation (25) montre que tous les points du fil accomplissent des oscil- 


lations harmoniques de même fréquence w; à £ et d'amplitude qui varie 


d’un point à l’autre d’après la loi AJ, (24) =) — AT CEA V5) (#*). Les 
fréquences des oscillations et la forme du fil oscillant peuvent être différentes 
en fonction du zéro considéré az de la fonction J, (x); on a représenté sur la 
figure 212 les lois de variation des amplitudes des points du fil pour & — 1, 
2, 3. D'ordinaire l’oscillation d’un fil est la superposition des oscillations (25) 
d’amplitudes et de phases initiales différentes 


u (x, t)—= > AkJo (ox v’=) sin (ont + œn). (27) 
1 


k= 2 ere 
Pour déterminer les coefficiencs Az et @, il faut se donner l’écart initial et la 


4 ou 
vitesse initiale des points du fil, c'est-à-dire u (x, 0) = f (x), a Pi p (x). 


(*) Le changement de fonction inconnue est inutile, car v = 0. 
(**) Pour r — 0 la fonction J, (x) — 1, donc la constante À est l’amplitude 
de l’oscillation de l'extrémité libre du fil. 


43—0149 
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On a alors les conditions 


= S Aro (or +) sin @r» 
k=1 

= S Aro Jo C y <) COS Pr» 

k=— 


À 


qui, en posant Ex et f(It2)=F (rt), g (It?) —G (Tr), peuvent être écrites 


sous la forme de développements de Fourier généralisés 
F(t)= Ÿ AnsinqJo(ant), G(r)= D An cospalo(axt). (28) 
k=1 k—1 


En partant de ces deux développements, on peut calculer, d’après Les for- 
mules (38) du no 95, tous les coefficients 4, et x. 

Dans un article publié en 1732 dans les « Commentarii academiae scientia- 
rum Petropolitanae », D. Bernoulli résout la seconde équation (24) à l’aide 
d’une série, trouve la condition (26) et remarque que le fil possède une infinité 
de modes d’oscillation. 

7) Problème d’'Euler des membranes circulaires 
vibrantes. La déformation u — u (x, y, t}, c'est-à-dire l'écart à l'état 
d'équilibre de la membrane (*) qui accomplit de petites vibrations sous l’action 
de Îa force de tension, satisfait à l'équation 


du d?u du 
= a (5 + ) | (29) 


où a? — = ,; T étant la tension et © la densité superficielle. Dans un travail 
publié en 1764, Euler a considéré le problème des vibrations d’une membrane 
circulaire. 11 est parti de l’équation 
ou 1 du | Ou du 
D PT 
f ( ôr2 Sa r ôr DE Tr) ot2 ? (30) 


qui correspond à l'équation (29) en coordonnées polaires. Pour trouver des 
solutions particulières de l’équation (30), Euler pose u — R (r) sin (ot + y)x 
x sin (kp + ô), où w, à, y et à sont des constantes et, après substitution dans 


(30), il obtient 
o2 
rèR"+rR'+ ( aè is x) R—0. 9 


Après être passé de r à la nouvelle variable p — _ , cette dernière équation 
prend la forme ordinaire de l’équation différentielle des fonctions cylindriques 
E2R" + ER! + (p? — M) R = 0. (32) 


I1 découle des considérations physiques que la période de la fonction en 
doit être égale à 21, par conséquent, À doit être un nombre entier. Pour ces 
valeurs de À, Euler a donné la solution de l’équation (31) sous la forme d’une 


(*) On appelle membrane une couche fine de matière parfaitement flexible 
et peu extensible, par exemple la membrane d'un tambour. 
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série (*). Ainsi, Euler a trouvé une solution particulière de (31) sous la forme 


re) ; : 
u= AJ, (+) sin (@£+ +) sin (np 6). (33) 
Si la membrane est fixée en tous points de son contour extérieur, alors pour 
r — ro, Où ro est le rayon de la membrane, on doit avoir J, (%) = 0, d’où 
a 

oo 
k T0 
de la fonction J, (x). Euler remarque aussi qu'il 
existe un ensemble infini de vibrations possibles 

de la membrane. 
Pour n — 0, la fonction w ne dépend pas 

de o: 


a (0) ; OÙ a (7) est le k-ième zéro 


u= A0 (ax -) sin (out+wm, (80 
0 


c’est-à-dire que tous les points de la membrane 
qui sont équidistants du centre vibrent de la eee 
même manière. Les points de la membrane ac- 
complissent des vibrations harmoniques de 


. : aa . : FIG. 213 
même fréquence y = —* et d'amplitude 


Azdol a Es dépendant de la distance de ce point au centre. On a représenté 
k kT 


sur la fig. 213 les lois de variation de l’amplitude des vibrations de différents 
points de la membrane pour k = 1, 2, 8. 
La forme la plus générale de vibrations de la membrane s'obtient en addi- 
tionnant toutes les vibrations (33) pour les différents nr et x 
Le) 


“= Ÿ Anna (ai Z) sin (W{7# Lynx) sin (np Onx). (35) 
n=0,k=1 9 
Si la position initiale et l’écart de la membrane sont donnés, les coefficients 
Ank: Ynks na peuvent être déterminés en ayant recours à l’orthogonalité des 
systèmes de fonctions trigonométriques et cylindriques. 
8) Source cylindrique instantanée de chaleur. 
Un flux plan de chaleur dans lequel la répartition de la température # dans tous 
les plans (11) perpendiculaires à une direction fixe est la même est décrit par 
l'équation différentielle 
ôu du d2u 
lu 
a (= dy? ) : (36) 


où test le temps, a un coefficient constant et x, y les coordonnées cartésiennes 
dans un des plans Il. On vérifie en dérivant que la fonction 


_(x-#)2+(y-n)? 
u=< e + (37) 
où 4, Ë et n sont des constantes, satisfait à l'équation (56). Il est clair que lorsque 
t— Ü en point arbitraire z — x + iy distinct de £ — £ + in, la fonction u + 0 
et au point & cette fonction —+ oc. On peut donc dire que, du point de vue phy- 
sique, (37) signifie la température au point z due à l’action d "une source ponc- 
tuelle instantanée de chaleur placée à l’instant { — O au point €. 


(*) Par la suite, Euler a également considéré le cas de À non entier. 
43% 
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Calculons la température totale au point z due à l’action de sources ponc- 
tuelles instantanées de chaleur, pour £ — 0 réparties uniformément sur la cir- 
conférence | £ | — p. Nous supposons que l'effet des sources placées sur un élé- 
ment d’arc pdû de cette circonférence est égal à l’effet d’une seule source ponc- 
tuelle. Alors la température due à l’action de ces sources est donnée par la for- 
mule (37) (*): 

12-612 r24p2- 2pr cos & 
__ 4d8 2 _—… Ad8@ art 


= —— 8 


Î t L 


du 


où nous prenons 2—reŸ, £=pei(0+®) (fig. 214). Intégrant cette expression 
par rapport à d de—x à x, nous trouvons la température totale que nous 
voulions calculer 


to æ or 
A 7 art Pres 
u—— € e dÿ. 


—T 


La fonction cos & peut être ici remplacée par 
sin Ÿ car ce changement se ramène à remplacer 


la variable 8 par 8 — Si on peut encore pren- 

dre —n, «x à la place des limites d’intégra- 

: 3n n à Le 

tion —= » 7» Ce qui ne modifie pas la valeur 
FIG. 214 


de l'intégrale. Tenant compte de la représenta- 
tion intégrale (11) de la fonction de Bessel J, (z) 
(no 95), nous trouvons l'expression de x sous la forme 


ri+o2 


_2nA ar, [67 


Pour tirer au clair le sens physique de la constante 4, calculons la quantité 
de chaleur totale nécessaire pour obtenir notre répartition de la température 
dans le plan des z. Si l’on désigne par c la chaleur spécifique et par 6 la densité 
superficielle de la matière, alors la quantité de chuleus par l'élément d’aire 
r dr dp est dQ — cour dr dp et pour tout le plan elle est 


27 co sd pe? œ r2 
__2TAc6 7 a?i 7 4a?t pr 
Q=e0 | ap | urar= 7 € ne Lo (LE) rar. 
0 û 


Tenant compte de l’intégrale de Weber (13) de ce numéro (où n, a et b? sont 


î 1 
respectivement dans notre cas 0, D. et 2) , nous trouvons : 


co T2 > p2 

7 La2t pr ka2t 
| e To (£) r dr = 2aîte . 
0 


(*)_ Nous écrivons du et 4dÿ à la place de w et À pour souligner que nos 
quantités se rapportent à l'élément d’arc pd®. 
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Par conséquent, Q—8n2Acoa? et l'expression de u prend la forme 


o _r2+p2 
_ ka2t pr 
#7 Znaëcot ° To (55) : 9) 

En passant d’un champ thermique plan à un champ plan dans l’espace, on 
peut estimer que la formule (39) donne l'expression de la température due à 
l’action des sources instantanées de chaleur à l'instant £ — 0 uniformément 
réparties sur un cylindre (source cylindrique de chaleur). En outre, Q désigne la 
quantité de chaleur totale emmagasinée dans une bande d'épaisseur unité et 
perpendiculaire à l’axe du cylindre. 

9) Problème de la conduction thermique dans 
un cylindre circulaire. Supposons que la surface d’un cylindre 
circulaire de rayon p soit à une température égale à , cos wt. Trouvons la 
répartition de la température à condition que la température initiale dans le 
cylindre soit nulle. 

Vu que le problème a une symétrie axiale, il est naturel de passer aux coor- 
données cylindriques r, p, z. Or, comme w ne dépend pas de z et p, l'équation 
de la chaleur est de la forme : 


êu d2u 4 ôu 
a + Des 
FF oubi ( ôr2 r ôr } % (40) 


les conditions initiales et aux limites sont uv |5=0 — 0, w =, — uo COS wt. 
Nous allons résoudre ce problème par la méthode opérationnelle. En passant 
à la transformée de Laplace par rapport à la variable ?, nous obtenons l’équation 
opérationnelle 
&U , 1 dd bp 
at tra a 0 0 


qu’il faut résoudre avec la condition 
Pug 


Un rc 


La solution générale de l'équation opérationnelle, d'après les formules (32) 
du n° 95 et (20) du n° 96, est: 


U— AJ, (2) +BYo (2r) 


(avec À1=0, sie :) , de plus vu que U doit être borné, lorsque r—0, 
on a B—0 et 


Tenant compte de la condition aux limites, nous trouvons an (V2 e) 


= TG et, par conséquent, la solution opérationnelle a la forme : 
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La fonction U (p) a un ensemble infini de pôles dont deux sont purement imagi- 


\2 
naires: p—+iw, et les autres négatifs: px — 2e , œr étant les zéros 
de Jo(x) (k—1, 2,...). Conformément au premier théorème de développe- 


ment du n° 82, l” original est la somme des résidus de la fonction U (p) ePt 
par rapport à tous ses pôles, c’est-à-dire 


_ 4; IH 
T—— AU \2 
Lo (r Vo #1} | oo H(+ ax) aÿe +) 


Æ i DONNE PE Ps Re. 

u (r, t)—= Up Re ps 10 +2 si J (ax) aa + plo ? 
( Vo ‘à ) k=1 
To (P—e 

a 

où le premier terme correspond aux pôles p—+ ic et la somme aux pôles 
2 

PR= — (=) . Si, d’après la formule (34) du n° 96, on remplace 


s TH 


it 
Tote “x)—1o(x V—i)=berr+i bei x 


PT &@ œ Rares Pre à 
et si l’on pose -——— À, “By pour simplifier l'écriture, alors la dernière 


formule s'écrit sous la forme définitive suivante : 
u(r, =ug jee pes pee Le 2 


DersAphetag — 


ARE àr Lei Àp— prier hp au 2 5 et Jo (rB) : Fi } 
ber? ko + bei? Ap JG (PBr) affi + © 


(82) 


R=1 
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Nous donnons dans ce paragraphe les propriétés des intégrales 
et des fonctions elliptiques. Nous avons déjà rencontré (n°39) 
une intégrale elliptique et sa fonction inverse sn dans le problème 
de la représentation conforme d’un rectangle sur un demi-plan. 
On rencontre des fonctions elliptiques dans de nombreux problèmes 
de la dynamique des corps solides, de l’aérodynamique, de l’élec- 
trotechnique, de la théorie de l’élasticité. 

Les intégrales elliptiques avaient déjà été étudiées par Legendre 
à la fin du XVIII: siècle; la théorie des fonctions elliptiques pour 
l'essentiel a été créée au XIX® siècle grâce aux efforts de grands 
mathématiciens (Abel, Jacobi, Liouville, Weierstrass). 

Nous commençons par donner l’exposé des propriétés générales 
des fonctions méromorphes périodiques dont l’ensemble contient 
en particulier la classe des fonctions elliptiques. 

100. Fonctions périodiques. On dit qu’une fonction f(z) est 
périodique si pour toutes les valeurs z appartenant au domaine 


x 


de définition elle satisfait à l'équation fonctionnelle 


fa +T) =f(), (1) 
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où 7 0 est une constante, appelée période de la fonction (*). 
Une fonction périodique a un ensemble infini de périodes. 
On a en effet le théorème suivant: 
Théorème 1. SiT;, T», ..., T, (k > 1) sont des périodes 
d'une jonction f(z), alors toute combinaison linéaire à coefficients 
entiers (négatifs, nuls, positifs) 


T'= m4 Vnalos +0 + nTr 


est aussi une période de cette fonction. 

En effet, pour les n, non négatifs, la proposition est évidente, 
car l’addition répétée de la période à la variable ne change pas la 
valeur de la fonction. Pour la démontrer dans le cas des n, négatifs, 
il suffit de montrer qu'avec la période T, la fonction f (z) a —T, 
pour période. En effet, pour tout z, en vertu de l'équation (1), 


fG—T)=flG- Ty) +T,]= (2), 


et cela signifie justement que —T, est une période de f (z). 

Dans tout ce qui va suivre nous supposons que la fonction f (z) 
est uniforme et méromorphe : nous mettons en évidence la condition 
d’uniformité pour souligner que la théorie n’est pas vraie pour les 
fonctions analytiques multiformes. Afin que les énoncés soient plus 
clairs, nous représentons par des points du plan des z les périodes 
de la fonction f (z). Passons à l'étude de la structure de l’ensemble 
des périodes. Démontrons d’abord le lemme. 

Lemme. L'ensemble des périodes d'une fonction méromorphe 
f (z) = const re peut contenir aucune suite convergeant vers un point 
à distance finie du plan. 

En effet, supposons qu'il existe une suite de périodes 7, qui 
converge vers un point T à distance finie et soit Zo un point régulier 
arbitràire de la fonction f (z). D'après le théorème 1, la suite T, — 
= T,41 — T, qui converge vers zéro est encore une suite de périodes 
de f(z). Ainsi, pour tout v = 1, 2, ... 


f (co + T,) = f (co). 


Mais la suite de points 2, — 29 + T, converge vers Z9 et f (z) prend 
une même valeur aux points de cette suite; d’après le théorème 
d'unicité, il en découle que f (z) = const, et cela est en contradiction 
avec les conditions du théorème. 

La caractéristique complète de l’ensemble des périodes est donnée 
par le théorème suivant: 

Théorème 2 (Abel). Une fonction méromorphe f (z) peut avoir 
au plus deux périodes linéairement indépendentes. Autrement dit, 
il existe deux périodes x et x’ telles que toute période T de la fonction f (2) 


(*) Le domaine de définition d’une fonction périodique doit donc, avec tout 
point z, contenir nécessairement le point z+ 7. 
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soit de la forme: 
T=nt+n"x, (2) 


où n et n° sont des nombres entiers. 
Partageons la démonstration en deux parties. | 
1) Supposons qu’au moins une période T° de la fonction f (z) 
se trouve sur une droite ZL passant par l’origine; montrons que dans 
ce cas l’ensemble de toutes les périodes de j (z) appartenant à L est 
de la forme 
T = nr, (3) 


où n — 0, +1, +2, ... et vw est un nombre complexe. En effet, 
d’après le lemme, il ne peut y avoir qu'un nombre fini de périodes 
de f (z) sur le segment OT" de la droite Z (dans le cas contraire, il 
existerait sur L une suite de périodes qui convergerait vers un point 
à distance finie). Donc il existe sur OT? la plus petite période en 
module de f (z). Désignons cette période par t et montrons que toute 
période de 7 (z) appartenant à Z est de la forme (3). En supposant 
le contraire admettons qu’il existe sur L une période 7 qui se trouve 


entre deux points quelconques nt et (n + 1) t. Alors T peut être 


mise sous la forme T = (n + ®) t, où 0 < 8 < 1, et, d’après le 
théorème 1, T = Êt sert aussi de période pour f (z). Maïs cette période 
doit appartenir au segment OT qui, d’après la construction, ne 
possède pas de périodes de f (z). Cette contradiction démontre juste- 
ment la proposition. 

2) Supposons que, en plus des périodes (3), f (z) possède encore 
d’autres périodes n’appartenant pas, par conséquent, à la droite L. 
D'après le lemme, il existe un plus grand cercle de centre au point 
z = 0 qui ne contient pas de telles périodes (les périodes appartenant 
à L ne sont pas prises en considération). Mais, d’après ce même 
lemme, un nombre fini de périodes appartiennent à la circonférence 
de ce cercle et, par conséquent, il existe une période la plus 
voisine de la droite L, lorsqu'on se déplace dans le sens positif 
à partir du sens positif de L; nous désignons cette période par 1’ 
(fig. 215). Montrons que toute période de f (z) a la forme (2). Pour 
cela, en supposant le contraire, admettons qu’il existe une période 


T=(n+8)T+(n +8)7!, 


où n et n’ sont des nombres entiers quelconques et 0 <8B< 1, 
0 8’ < 1, de plus 8 et Ÿ” ne sont pas tous les deux entiers (soit O, 
soit 1). Alors d’après le théorème 1 


7 = dr + 81’ 


est une période de f (z). Maïs cette période se trouve dans le parallé- 
logramme de sommets ©, t, 1’, T + 1’ et ne coïncide avec aucun de 
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ces sommets. D’après notre construction, elle ne peut appartenir 
à la portion hachurée du parallélogramme de la fig. 215, c'est-à-dire 


= 


à l’intérieur du triangle Or’. Par conséquent, elle appartient 
à l’autre portion, mais alors le point 7’ = rt + 1’ — +, qui est 
aussi une période de f (z), appartient 
au triangle Oxr’ et ne coïncide avec 
aucun de ses sommets, ce qui est 
en contradiction avec notre cons- 
truction, car dans ce triangle il 
n’y à pas de périodes de f (z). Le 
théorème est démontré. 

Les nombres t et t’ qui figurent 
dans le théorème démontré (ainsi 
que —Tet —+’)sont appelés périodes 
fondamentales de la fonction f (2). 
11 découle de ce théorème que toutes 
les fonctions méromorphes se divi- 
sent en trois classes: 

1) Fonctions non périodiques. 
Pour ces fonctions les deux pério- 
des fondamentales sont nulles: FIG. 215 
T=7r =0. 

2) Fonctions simplement pério- 
diques. Pour ces fonctions, une des périodes fondamentales, par 
exemple 1’ — 0, est nulle et l’autre est non nulle. D’après le 
théorème 2 toutes les périodes d’une fonction simplement périodique 
constituent un multiple entier de la période fondamentale +. Des 
exemples en sont donnés par les fonctions élémentaires e* (la 
période fondamentale étant Tt — +2ni), sin z, cos z (la période 
fondamentale étant t — +2n), tg z, ctg z (la période fondamentale 
étant t — nan) et autres. 

3) Fonctions doublement périodiques. Pour ces fonctions les deux 
périodes fondamentales t et T’ sont non nulles. D’après le théorè- 
T 
x’ 
fonction sont de la forme: 

T=n+ns  (n,n =0, +1, +2, ...). 


Les fonctions méromorphes doublement périodiques sont appelées 
fonctions elliptiques. 

Les propriétées fondamentales des fonctions elliptiques vont être 
données dans ce paragraphe. Nous donnons pour le moment plu- 
sieurs propositions se rapportant à une fonction (simplement ou 
doublement) périodique quelconque. 

Désignons par t la période fondamentale de la fonction f (2) 
et menons par tous les points nt(n = 0, +1, +2,..), appartenant 


me 2, le rapport ne peut être réel, et toutes les périodes de la 
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à la droite L, des droites parallèles à une direction quelconque ne 
coïncidant pas avec la direction L. Ainsi, le plan est partagé en ban- 
des de largeur égale que l’on appelle bandes des périodes. Il est clair 
que toutes les valeurs que f (z) prend dans une bande quelconque des 
périodes se répètent périodiquement dans les bandes voisines. Ainsi, 
il suffit d'étudier une fonction périodique dans l’une quelconque 
de ces bandes. 

Désignons par G le domaine doublement connexe obtenu à par- 
tir d’un plan auxiliaire & en retranchant les deux points & — 0 
et Ê — , et considérons dans 
ce domaine la fonction multi- 
forme 


2 Lné. (4) 


Les valeurs de la fonction (4) 
qu'elle prend en un point quel- 
conque € se distinguent les 
unes des autres par des termes 
qui sont des multiples entiers 
de 7T, et c’est pourquoi la 
fonction composée 


f(Slat)=e@ 6 


2ni 


FIG. 216 est uniforme dans le domaine G. 

En chaque point €, pour lequel 

les points correspondants z sont des points réguliers de f (z), cette 

fonction est évidemment analytique, et aux points correspondant 

aux pôles de f(z), elle a aussi des pôles (*). Portant dans (5) la 
fonction inverse de (4) 


2ni 

t=eT 2 giuz, (6) 
où &© — 2 est la «fréquence » de la fonction f, nous en déduisons 
la représentation de la fonction f(z) sous la forme 

fe) = g (ee). (7). 


‘Cette représentation nous permet d'obtenir plusieurs théorèmes sur 
les fonctions périodiques. 

Théorème 3. Dans toute bande limitée par les droites L’, 
L" parallèles à la droite des périodes L (fig. 216) et ne contenant pas 


(*) Pour le démontrer il suffit de considérer une branche quelconque de la 
fonction (4), qui est uniforme dans un voisinage de ce point, et d'appliquer le 
ghéorème d’analyticité des fonctions composées. 


$ 4 FONCTIONS ELLIPTIQUES 683 


de points singuliers de f (z), cette fonction est représentée par une série 
de Fourier 


f(z) = or: creikoz, (8) 


En effet, aux droites L’ et L” du plan des z, sur lesquelles on 
a respectivement 


Z= 2 +it, 2—=2" Lit 


(z’ et z” sont points fixes de L’ et ZL”, & un paramètre réel variant 
de —oo à oc), correspondent dans le plan des &, d’après (6), des 
circonférences concentriques 

re =— eir'ae2nil, Ie — eiz'op2nit 


de centres au point & = O0 et de rayons r’ — |eiz'&| pr" = | eiz"o |, 
Dans la couronne comprise entre ces circonférences, la fonction  (Ë) 
est analytique, donc elle peut être représentée par une série de 
Laurent 


p@= 2 cnb”. 
Y portant € — ei® et tenant compte de la formule (7), nous en 
déduisons le développement (8) que nous voulions établir. 

En particulier il en découle le théorème suivant: 

Théorème 4. Une fonction entière périodique f (z) est repré- 
sentable par une série de Fourier (8) qui converge pour toutes les valeurs 
de z. 

Notons ensuite les théorèmes simples suivants: 

Théorème 5. Si une fonction entière périodique est bornée 
dans la bande des périodes, elle est alors constante. 

Ce théorème découle immédiatement du théorème de Cauchy- 
Liouville ëar du fait que la fonction est bornée dans la bande des 
périodes il découle qu’elle est bornée dans tout le plan. 

Théorème 6. Siune fonction entière périodique f (z), lorsque 
z tend vers les extrémités de la bande des périodes, tend vers des limites 
finies ou infinies (*), elle est alors un polynôme trigonométrique 


nr 
f{)= D crehoz, (9) 
RkR=-n 
En effet, dans nos conditions, les points € — 0 et € — co sont 
tout au plus des pôles de la fonction œ (£) et, par conséquent, le 
développement (8) ne peut contenir qu’un nombre fini de termes 
non nuls. 


(*) D'après le théorème 5, ces limites ne peuvent être toutes les deux finies 
si f (2) const. 
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Une proposition encore plus générale est vraie. 

Théorème 7. Si une fonction méromorphe périodique f (z) 
tend vers des limites finies ou infinies, lorsque z tend vers les extrémités 
de la bande des périodes, elle est alors le rapport de deux polynômes 
trigonométriques. 

101. Propriétés générales des fonctions elliptiques. Soit f (z} une 
fonction elliptique quelconque, c'est-à-dire une fonction méro- 
morphe doublement périodique de périodes fondamentales t et +’. 
L'ensemble de toutes les périodes de jf (z) est de la forme: 


T=nt+n'rx  (n,n —=0, +1, +2, ...). (D) 


Nous convenons de dire que deux points quelconques z, et 2: sont 
congruents s'ils diffèrent l’un de l’autre par une période z, — 2: = T, 
y et nous écrivons cette rela- 


WA tion sous la forme 
F2 


Z1 = Z2 (mod t, 1’) (2) 


(ce qui se Lit «z, est équiva- 
lent à z, par rapport aux mo- 
dules + et 1’»). L'ensemble 
M, et l’ensemble MW, formé de 
tous les points congruents aux 
points de M, sont également 
dits congruents. 


e À 


T° 5 
FIG. 217 Le rapport T ne peut être 


réel (cf. n° 100) et, par con- 
séquent, les points ©, t, t + tv’ et t’ forment un parallélogramme 
non dégénéré (fig. 217). Nous appelons parallélogramme des périodes 
ce parallélogramme, ainsi que tous les parallélogrammes qui lui 
sont congruents. Pour fixer les idées, nous supposons que les som- 
mets O,7,7T<+7+,t sont disposés dans l'ordre du parcours 
positif de la frontière du parallélogramme. fl est clair que pour 
cela il suffit de supposer que 


Im >0. 


En outre, nous convenons que les côtés Or, Ox’ du parallélo- 
gramme, excepté les sommets t et t’, appartiennent à ce parallé- 
logramme, que la partie restante de la frontière ne lui appartient pas, 
et nous convenons la même chose pour tous les parallélogrammes 
congruents. Alors les parallélogrammes des périodes ne contiennent 
aucun couple de points congruents et pour chaque point z du plan 
on trouve dans tout parallélogramme un point qui lui est congruent. 

Citons les propriétés fondamentales des fonctions elliptiques. 

Théorème 1. La somme, la différence, le produit et le rapport 
de deux fonctions elliptiques de mêmes périodes + et v’ et en général 
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toute combinaison rationnelle R (fs, fa, . . ., f,) de telles fonctions 
sont aussi des fonctions elliptiques de périodes + et v'. Il en est de même 
pour la dérivée d'une fonction elliptique. 

En effet, aussi bien la propriété des fonctions d'être méro- 
morphes que la périodicité sont conservées par les opérations consi- 
dérées. 

Théorème 2. (Liouville). Si une fonction doublement pério- 
dique est entière, elle est alors constante. 

En effet, notre fonction doit être bornée dans le parallélogramme 
des périodes, mais alors elle est aussi bornée dans tout le plan et, 
par conséquent, elle est constante. 

Ainsi, au moins un pôle de f (z) doit appartenir au parallélo- 

gramme des périodes (complété comme il a été dit plus haut). Du fait 
que f(z) est une fonction méromorphe, 
le nombre total des pôles appartenant  7*7” 
à un parallélogramme des périodes doit 
être fini; ce nombre (de plus chaque pôle 
est compté autant de fois que l'indique 
son ordre de multiplicité) est appelé ordre 
de la fonction elliptique. 

Théorème 3 (Liouville). La som- 
me des résidus d’une fonction elliptique 
f (z) par rapport à tous les pôles qui ap- 
partiennent à un parallélogramme des 
périodes est nulle. 

Pour démontrer ce théorème il suffit 
de voir que l'intégrale prise le long de 
tout contour fermé C qui contient tous 
les pôles appartenant à un parallélo- 
gramme des périodes, et seulement ces 
pôles, est nulle. S'il n’y a pas de pôles 
sur la frontière du parallélogramme, on 
peut alors prendre pour C cette frontière. 
Dans le cas contraire, on peut prendre 
pour € un contour qui s’obtient de la frontière du parallélogramme 
par une translation du sommet 0 jusqu’au point z9, comme cela est 
indiqué sur la fig. 218 (sur cette figure les pôles sont indiqués par 
des astérisques ; rappelons que les côtés en pointillé n’appartiennent 
pas au parallélogramme). Il vient: 


froë=f+f+T+t. (3) 
è T 1 fr iv 
mais dans la première et la troisième intégrale les éléments d'inté- 
gration f (z) dz, qui correspondent à des points congruents, ne se 


distinguent que par le signe, car les valeurs de la fonction f (z) aux 
points congruents sont égales et dz ne se distinguent que par le signe, 


FIG. 218 
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donc la somme de la première et de la troisième intégrale est nulle. 
On peut dire la même chose pour la somme de la deuxième et de 
la quatrième intégrale. Le théorème est démontré. 

Comme corollaire, notons qu’il n'existe pas de fonctions elliptiques 
du premier ordre. En effet, par définition, cette fonction doit avoir 
un pôle du premier ordre dans un parallélogramme des périodes 
et, par conséquent, l'intégrale (3) ne peut être nulle. Il découle aussi 
du théorème 2 qu’il n'existe pas de fonctions elliptiques d'ordre nul. 

Théorème 4 (Liouville). Une fonction elliptique prend dans 
son parallélogramme des périodes chaque valeur complexe a un nombre 
de fois (*) égal à l'ordre de la fonction elliptique. 

Pour a — co, le théorème découle immédiatement de la défini- 
tion de l’ordre d’une fonction elliptique. Pour a =£ œ, rappelons- 
nous que, d’après le principe de l'argument (n° 23), la différence 
entre le nombre des a-points et le nombre des pôles de la fonction 


S 


f(z) dans le parallélogramme des périodes est égale à 
4 f" (2) ds 
Zu] Ga? (4) 


où C est le contour introduit dans le théorème précédent (il suffit 
de supposer encore que le contour ne passe pas par les a-points de 
Î' (2) t 
Fo *S 
une fonction elliptique ayant les mêmes périodes t et +’ que la 
fonction f (z), donc, d’après le théorème 3, l'intégrale (4) est nulle. 
Ce qui démontre le théorème. 

Théorème 5. La somme de tous les points z du parallélo- 
gramme des périodes en lesquels f (z) prend toute valeur fixe a est con- 
gruente à la somme de tous les pôles qui appartiennent au parallélo- 
gramme des périodes. 

Pour a — o, le théorème est évident. Pour a £ co, la diffé- 
rence entre la somme de tous les a-points et la somme de tous les 
pôles qui appartiennent au parallélogramme des périodes est égale 


(n° 23) à à ee 
7 (z) dz 
| < f(z)—a? (} 


la fonction f(z)). D’après le théorème 1, la fonction 


où C est le contour du théorème 4. Représentons 


jRRs-pee ff 


f(z) —a 
@) I IT III IV 


(fig. 218) et convainquons-nous de ce que la somme de la première 
et de la troisième intégrale de même que la somme de la deuxième 


(*) Chaque point z en lequel f (1) = a est compté autant de fois que son 
ordre de multiplicité l'indique. 
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et de la quatrième intégrale sont égales à certaines périodes de 
Î (), ce qui précisément démontre le théorème. En effet, soient z 
et & les points variables sur les segments de droite 7 et III ; on peut 
alors Ds £ — 2 + 71, et puisque tv’ est une période de la fonc- 
LA 2) 
f (2) —a 
et IIT sont opposés, il vient 


= | l'()dz , 1 [ER = 


et que les sens d'intégration sur les segments de droite 7 


2x ) ff@—a 2 JS FO-a— 
I III 
Li PO __vr fGo+d—e_ 
6-0 7 ln een, 


où n' est un nombre entier (r est la période de f (z), par conséquent, 
la fraction dont on prend le logarithme est égale à l'unité et son 
logarithme est supposé égal à —2n'ni). D'une façon analogue, nous 
obtenons que 


où n est également un nombre entier. Ainsi, l'intégrale (5) est égale 
à nt —n't" — T, et le théorème est démontré. 

Théorème 6. Il existe entre deux fonctions elliptiques f (z) 
et g(z) quelconques de mêmes périodes + et x’ une relation algébrique 
de la forme | 


P1f(:), g(2)] = 0, (6) 
où P(Z, W) est un polynôme en Z et W à coefficients constants. 
En effet, désignons par @1, &, . .., am tous les points du parallé- 


logramme des périodes en lesquels l’une des fonctions f (z) et g (z} 
ou bien toutes les deux ont des pôles. Soit p4 l’ordre maximum des 
pôles de ces fonctions au point 4 et p = Pi + Pa + +: + Pme 
D'autre part, soit Q (Z, W) un polynôme de degré nr par rapport 
à ses variables Z et W. Si on y remplace Z — j (z) et W — g (w), 
alors, d’après le théorème 1, nous obtenons une certaine fonction 
elliptique F (z) ayant les mêmes périodes t et 1’ que les fonctions 
données. Montrons que l’on peut choisir le polynôme © de sorte 
que cette fonction se réduise identiquement à une constante C; 
alors le théorème est démontré car, pour le polynôme P dans la for- 
mule (6), on peut choisir le polynôme Q —C. 

La fonction F (z) ne peut avoir des pôles qu'aux points 4, (ou aux 
points qui leur sont congruents), et pour qu elle soit constante 
d’après le théorème 2, il suffit que ses parties principales par rapport 
à tous les points a, soient nulles. Mais pour la fonction F (2) le 
point a, est un pôle d’ordre non supérieur à np,, donc la condition 
d'après laquelle les parties principales de F (z) sont nulles en tous 
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les points a, se ramène au plus à n (p1 + Pa +... + Dm) — np 
équations linéaires et homogènes par rapport aux coefficients du 


polynôme Q. Ce polynôme a __. coefficients (nous ne tenons 


pas compte du terme constant), donc, prenant nr + 3 = 2p, nous 
en déduisons que le nombre des coefficients est supérieur à celui 
des équations. Alors les équations ont au moins un système de solu- 
tions non nulles et le polynôme © avec les coefficients appartenant 
à ce système est celui qu’on cherchait. Le théorème est démontré. 

Puisque la dérivée f’ (z) est une fonction elliptique qui a les 
mêmes périodes que f(z)}, le théorème 6 entraîne 

Théorème 7. Toute fonction elliptique f (z) satisfait à une 
équation différentielle algébrique de la forme 


PIf(2), f (1 = 0, (7) 


où P(Z, W) est un polynôme en Z et W. 

Comme exemple, appliquons les théorèmes démontrés à la fonc- 
tion elliptique du deuxième ordre qui a deux pôles simples dans 
un parallélogramme des périodes (nous étudierons les fonctions 
elliptiques à pôle unique du second ordre au n° 103). 

Les fonctions du second ordre jouent un rôle particulier dans 
la théorie des fonctions elliptiques car, comme il s'avère, toute 
fonction elliptique peut être exprimée d’une façon rationnelle par 
une fonction elliptique du second ordre et par sa dérivée (nous ne 
donnons pas la démonstration). Notons a, et a> les pôles de la fonc- 
tion elliptique du second ordre f (z); sans restreindre la généralité, 
on peut toujours supposer que 41 + &> = 0, car par une translation 
du plan des z (en remplaçant la variable z par la variable z + c) 
on peut toujours faire de manière que l’origine des coordonnées 
coïncide avec le milieu du segment de droite aa Pour parallé- 
logramme des périodes, nous prenons le parallélogramme de centre 
au point z — 0. Les points a; et a; ne peuvent pas se trouver sur 
la frontière de ce parallélogramme car, s’il en était ainsi, ils devraient 
se trouver sur les côtés opposés, ce qui est impossible (le parallélo- 
gramme ne contient qu’un seul côté de chaque couple de côtés oppo- 
sés). D’après le théorème 4, dans ce parallélogramme des périodes, 
la fonction f (z) prend deux fois toute valeur, notamment aux points 
z, et Z, dont la somme, d’après le théorème 5, est congruente à. la 
somme des pôles, c’est-à-dire est nulle: 


Z1 + 25 == 0 (mod T, T'). 


Mais puisque la somme de deux points appartenant au parallélo- 
gramme des périodes ne peut être congruente à zéro et être distincte 
de zéro, alors z, + z, — 0. En d’autres termes, on a la relation 
f(—z) = f (z) pour tout z, c’est-à-dire que f (z) est une fonction 
paire. 
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Il en découle que la dérivée de notre fonction est impaire: 
f (—z2) = —f' (2) et puisque f” (z) est régulière partout dans le 
parallélogramme des périodes, excepté aux points a; et @>, en lesquels 
elle a des pôles du second ordre, elle est donc une fonction elliptique 
du quatrième ordre. Du fait que f’ (z) est impaire et continue au 


point z — 0 il découle qu’elle y prend la valeur zéro. Puis, nous 
avons : 


= Der er 


d’où l’on voit que z — . est aussi un zéro de f’ (z). D'une façon 


£ T’ 
analogue, nous trouvons encore deux zéros de f'(z): 2=—5 et 


T--7’ se ; d < 
+ . Ainsi, nous connaissons les quatre zéros appartenant à ce 


parallélogramme des périodes. 


D'après le théorème 7, il existe entre f (z) et f’ (z) une relation 
algébrique 


P[f (2), f' (21 = 0. (7) 


Posant f (z) = Z, f’ (z) — W, nous pouvons émettre les propositions 
suivantes: a) à chaque valeur de Z l’équation (7) fait correspondre 
deux valeurs de W; b) ces valeurs ne diffèrent que par le signe; 
c) à chaque W correspondent quatre valeurs de Z ; d) les fonctions Z 
et W deviennent infinies simnltanément. 

En effet, pour vérifier a) et b) remarquons que puisque Z — f (z) 
est une fonction paire du second ordre, à chaque Z correspondent 
deux valeurs de z qui ne diffèrent que par leur signe, et comme 
W = f' (z) est une fonction impaire, les valeurs correspondantes 
de W ne diffèrent également que par leur signe. La proposition c) 
se vérifie de la même manière que a) et la proposition d) est vraie 
puisque les pôles de f(z) et f’ (z) coïncident. 

Il découle de a) et c) que le polynôme du premier membre de (7) 
a la forme: 


P(Z,W) = A,(Z) W? + A, (7) W + A2 (2), 
où A} (z) est un polynôme dont le degré n’est pas Supérieur à 4 et 
on peut conclure de b) que 4, (Z) = 0 et enfin de d) que A6 (Z) — 
ë 37 es 2 — Az à 
— const (dans le cas contraire, de l'équation W? — — A la- 
quelle se ramène (7), il découlerait que, aux points z en lesquels 
Ao(Z) s’annule, on aurait W — æ). 


Ainsi, l'équation (7) se ramène à la forme W? — c4,(Z), où 
cest une constante et À, un polynôme du quatrième degré. Puisque 
48—0149 
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les zéros de ce dernier coïncident avec les zéros de W que nous con- 
naissons, nous trouvons donc une équation différentielle de la forme 


d'@r=ett@-101[1@-1(5) | + 
Foire (#1), © 


Le résultat obtenu peut encore s'exprimer comme suit: la fonction 
Z=—#f(z) est la fonction inverse de l'intégrale: 
t d 


FA Ve (w— w4) (w— w2) (w — w3) (w— w) : 


où c et w, sont des constantes et 

= f(0); w=f(5), w=f(5), w=t(e). (0) 
L'intégrale (9) porte le nom d’intégrale elliptique. Nous avons déjà 
rencontré (n° 39) le cas particulier 


" dw 
= nee ) 


d'une telle intégrale lorsque nous avons transformé d’une manière 
conforme le demi-plan supérieur sur un rectangle. Nous avons noté 
la fonction inverse de cette intégrale 


w = Ssnz (12) 


et l’avons appelée sinus elliptique. C’est une des fonctions elliptiques 
de Jacobi dont nous entreprenons maintenant l'étude. 

102. Intégrales elliptiques et fonctions de Jacobi. On appelle 
en général intégrale elliptique une intégrale de la forme 


ÎRlw, V Pl de, (1) 


où R est une fonction rationnelle de ses variables et P (w) un poly- 
nôme du troisième ou du quatrième degré. Dans des cas particu- 
liers, cette intégrale peut s'exprimer au moyen de fonctions élé- 
mentaires, par exemple, l'intégrale 
w dw 1 PEN À 
———© =; In (u? u#+1)+0C. 
y = 2 (ut + Vus) + 

Dans ce dernier cas, on l'appelle pseudo-elliptique. 

Mais, en général, l'intégrale (1) ne S exprime pas par les fonc- 
tions élémentaires. On peut montrer (*) qu’à l’aide de substitutions 


(*) Cf., par exemple, Fikhtengoltz, t. 2, pp. 103-105. 
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et transformations élémentaires, une intégrale elliptique se ramène 


x 


à l’une des formes canoniques suivantes: 
| dw | je Fr 
VA ur (Eu?) | Leu 


dw 
| AL) V0) (1 — 202) | @ 


où k et ! sont des constantes. Les intégrales (2) sont appelées inté- 
grales elliptiques sous forme de Legendre respectivement de première, 
deuxième et troisième espèce. Le nombre k est appelé module de l'inté- 
grale. 

Le changement de variable 


= sin (3) 
ramène les intégrales (2) à la forme trigonométrique 
He, (Ve 
= sin? 4 RUE Le: 
2 () 
(+ isin2 p) V1—Æ sin2p 


La variable @ est appelée amplitude de l'intégrale elliptique. Les 
notations suivantes sont adoptées pour les intégrales données sous 
la forme (4): 


® Lo 
EUR CORRE NE =(V1=Fsr0 
FRS E (®, k) LE k? sin? p dy, 
o : (5) 
D QU Ps — 
TE D Merrenirer-cre 


0 


On rencontre surtout des intégrales d'amplitude P=T; elles sont 
dites intégrales elliptiques complètes et des notations particulières 
sont introduites pour les deux premières : 


F(5,k)=K(H, E(+, k)=E (h). (6) 


On introduit souvent encore une variable & à partir de la relation 
sina=—k, (7) 


qui est appelée angle modulaire. On a établi des tables pour leséinté- 
grales elliptiques de première et de deuxième espèce, considerées 


44% 
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comme fonctions de l’amplilude œ@ et de l'angle modulaire &. Les 
valeurs à cinq chiffres calculées de degré en degré pour @ et de cinq 
degrés en cinq degrés pour « sont données dans la Table de fonctions 
de Jahnke et Emde [14] (S. 62-73) qui renseigne également sur 
les tables plus détaillées et les tables des intégrales elliptiques 
complètes comme fonctions de & de degré en degré (S. 86) et comme 
fonelions de Æ? de 0,01 en 0,01, de O0 jusqu’à 1 (S. 79, 80). 

On donne également sur la fig. 219 le graphe du module, au-des- 
sus du plan des 4? — À — À, + ik», de la branche de lafonction 


K — K' (A) qui est égale à e pour À = 0 et a une discontinuité 


sur la demi-droite (1, co) de l'axe des À4. On voit sur la figure que 
la fonction devient infinie pour À — 1, où elle a un point de branche- 
ment. On a tracé sur le graphe du module les lignes équimodules 


FIG. 219 


(de 0,2 en 0,2) et équiarguments (de 0,01 en 0,01 de l’angle droit); 
la flèche verticale indique la position de l’origine des coordonnées. 

Voyons avec un peu plus de détail les propriétés de l'intégrale 
elliptique de première espèce sous la forme (2), c’est-à-dire considé- 
rée comme fonction de la variable complexe w — sin @: 


w 


z= | a = (8) 


d VA Ru) 


Nous avons déjà vu (n° 39) que la fonction inverse de cette inté- 
grale, c’est-à-dire la fonction de Jacobi ou le sinus elliptique 


w — sn Z — Sn (z, k), (9) 
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est une fonction méromorphe doublement périodique, c’est-à-dire 
une fonction elliptique de périodes fondamentales 
1 


1 A 
dt ; di 
1| VA—E) (1 — 212) = AK, 2 Î VE-T (1 — 22) 


(u 


=%K', (10) 


TT 


où A=F(S,4k)e K'=F(+, 
complètes qui correspondent au module k et au module complémen- 
taire 


K') sont des intégrales elliptiques 


k'= V1 = cos a (11) 
(pour s’en convaincre, il.suffit de faire le changement de variable 


-t = Sin dans la première intégrale et alors elle devient F (5. k) : 


après le changement de variable { — la deuxième inté- 


VA=K AE 
1 


à dr 
graie devien Ï Va TEE 


valeurs suivantes de sn z dans le parallélogramme des périodes: 


ls Nous avons aussi trouvé les 


(12) 


et nous avons vu qu’elle est une fonction impaire: 
sn (—Zz) = —sn z. (13) 


Nous donnons sur la fig. 220 le graphe du module de la fonction 
sn z pour # — 0,8. On voit que les pôles de cette fonction coïncident 
avec les points z — 2nK + (2n'° -L 1) X'i et les zéros avec les 
points z — 2nK + 2n'K', où n et n' sont des nombres entiers 
arbitraires (ce qui correspond entièrement à ce que nous avons dit 
au numéro 39). 

Du fait que la fonction (9) est doublement périodique, il découle 
que la fonction inverse z = F (w, k), c’est-à-dire l'intégrale ellip- 
tique de première espèce, considérée comme fonction de w, est une 
fonction à une infinité de déterminations. On obtient une de ses 
déterminations quelconques en ajoutant la période T = 4nK + 
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+ 2in'K' à l'une d’entre elles: 
ww w 


| duw = | dw : 
L'V(—u?) ({— K2u?) Lo V(1— w?) (1 — K2u?) 


( ù 
+4nk +2in'K'. (14) 
Ici, Z est un chemin quelconque qui réunit les points 0 et w, 
tandis que Z, un chemin fixe, disons un segment de droite (compa- 
rer à la propriété analogue de Ln w donnée au numéro 8). On a repré- 
senté sur la fig. 221 le graphe du module d'une des branches de 


+ 


h 
HE 
Le. À 
RRRERE, TEA TT 
Led Ed 
man. 
& K 4K 


FIG. 220 


l'intégrale elliptique F (w, k), pour 4 — 0,8. On y voit clairement 
les points de branchement qui se trouvent au-dessus des points 
w = +Â et w — Le du plan des w. 

Si l’on introduit comme précédemment la variable @ (l’amplitu- 
de) de sorte que w — sin , alors l'intégrale (8) se transforme en 
l'intégrale 

p 
dp 
= ; 15 
: | V1=Esin?p" co 


on a une notation particulière pour la fonction inverse, l'amplitude 
de l'intégrale elliptique z, 


@ — am z. (16) 

Le sinus elliptique de Jacobi peut alors être représenté sous la 
forme 

w = sn z — sin (am 2), (17) 
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et on l'appelle sinus amplitudinis. Cette dénomination et cette nota- 
tion ont été introduites par Jacobi; actuellement, la notation sn est 


FIG. 221 


la plus employée. Jacobi a également considéré les fonctions cosinus 
amplitudinis et delta amplitudinis 


cos (am z) = VW 1—w?= V 1—sn?z, 


A (amz) = V1 Fur V 1—K?sn?z, (18) 
actuellement, les notations suivantes de ces fonctions 
cnz—WÎ—snz, dnz—V1—#?sn?z (19) 


sont les plus usitées (lire: c, n,zet d, n, 2). Sur la fig. 222, nous don- 
nons les graphes de sn, cn et dn pour les valeurs réelles de la varia- 


FIG. 222 


ble z — x et pour des petits X positifs. Remarquons que pour 4 — 0, 
il découle de la formule (8) que z — arcsin w, donc, sn (z, 0) — 
— sinz; alors les formules (19) donnent cn (z, 0) — cos z, 
dn (z, O0) = 1. 
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On peut démontrer que les fonctions en z et dn z, ainsi que sn z, 
sont des fonctions elliptiques du second ordre et que leurs périodes 
fondamentales sont respectivement 4K, 2X + 2K'i (pour cn) et 
2K, 4K'i (pour dn). Nous ne donnons ici que les formules de dériva- 
tion et les théorèmes d’addition des fonctions elliptiques de Jacohi 
qui mettent en relief l’analogie entre ces fonctions et les fonctions 
trigonométriques ordinaires. 

Pour établir la première formule de dérivation, nous partons de 
la relation (8) de laquelle nous obtenons: 


= VU) À —Fwi) 
ou, en faisant w=— snz, 


d sn z 
dz 


—€Cnz-dnz. (20) 


Pour obtenier d’autres formules, dérivons les relations 


sn?z+cn?z—1, k?sn?z+dn?z-1, (21) 

qui découlent directement des égalités (19); nous avons alors: 
denz ddnz 2 

= "-snzdnz, x — —ksnzcnz. (22) 


Remarquons que pour # -= 0, la formule (20) et la première formu- 

le (22) deviennent les formules connues de dérivation de sin z et 

cos z. Remarquons encore que des formules (22), en y exprimant 

sn et dn par cn et, respectivement, sn et cn par dn à l’aide des formu- 

les (21), nous obtenons les équations différentielles suivantes pour 
= cnz et w = dnz: 


VTT TRS, 2 VTT F5, (3) 


où k' — WT — #2? est le module complémentaire. Tenant compte 
de ce que en 0 — dn 0 — 1 (ce qui découle de (19) et de l'égalité 
sn 0 — 0) et de ce que cn z et dn z sont des fonctions paires, nous 
voyons, en s’aidant des formules (23), que ces fonctions sont les 
inverses respectivement des intégrales 


24 
En ATEN L ES) mer de 


21 dw 
Vase 


Pour établir les théorèmes d’addition, nous utilisons la méthode 
dont l’idée remonte à Euler et qui a servi de première impulsion 
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à l'étude des intégrales elliptiques. Avec Euler, considérons l’équa- 
tion différentielle 
dw + do _ 
VAN AR Vo) Ro) 
Trouvant indépendamment ses deux intégrales et les comparant, 
nous obtenons la relation que nous cherchions et qui exprime le 
théorème d’addition. La première de ces intégrales s'obtient immé- 
diatement 
vw 3 w 
w do 
| VU —wE) (1 uw?) +] VÜ— 0?) (1— F0?) ( 


Pour obtenir la deuxième intégrale, remplaçons notre équation 
différentielle par le système 


V0) (Fu), 


= V0) (Fu, (26) 


où uw est une variable auxiliaire. Dérivant ces équations, nous 
trouvons: 

- d2w 

du? 


do 
du? 


= w (2k?u? — 1 — k?), — © (24202 — 1 — k?), 
d'où 


d2w d2w d dw do ° 2 2 
qu Et ip À = — m2). 

Va Vu du (o du V'au } 21e (5 ) 
D'autre part, des formules (26) nous trouvons: 


«2 (ue (5) = (0? — uw?) (1— urot), 


et, divisant cette équation par la précédente, nous obtenons : 


dw do 
20 (o tv) 


d o 2% do 
| du —v 7) 
dw do FN k2w2w® — 1 : 
‘du du 
ou encore 
d du do d 2,202 
se Ty) = In (kw’o?— 1). 
an (o du we) 5 ( ) 
D'où © Dv = (4 — ktu?w*?) et, tenant compte de la 
U ü 


formule (26), nous trouvons pour la seconde intégrale 


v VU Fo)+o VA GE) (27) 


1 — k£2w2w02 
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Posant 


nm] 
do 
= 2, Ï VÜ 09 (10) 6, 


7] 

| TENTE 
d'où w—snz, ©—sn et, portant ces dernières expressions dans 
les formules (25) et (27), nous trouvons les intégrales de notre 
équation différentielle sous la forme 


20 ÉRACR OUR ERREURS. (28) 


1—k2sn?2zsn?t 


Puisque ces intégrales, d’après le théorème d’unicité de la solution 
d’une équation différentielle, doivent découler l’une de l’autre, 
C; doit être une fonction de €, à savoir, €; = @ (C) = œ (z + Ë). 
Portons cette relation dans la deuxième équation (28) et pour déter- 
miner la forme de la fonction œ faisons encore & — 0. Nous trouvons 
@ (z) = sn z, donc, sous sa forme définitive, le théorème d’addition 
s'écrit comme suit: 


RE re LE me RURAL (29) 


1—k2sn2zsn2t 


Pour 4 = 0, cette formule doit coïncider avec Le théorème d’addi- 
tion des sinus. 

Des formules analogues sont vraies également pous les autres 
fonctions de Jacobi; ainsi 


cnzcn£—snzsntdnzdné 


CDR Rene (50) 
An (2-0) = nee ee (31) 


On obtient de ces formules d’addition fondamentales d’autres, ana- 
logues aux formules connues de la trigonométrie. On peut les trouver 
par exemple dans l’Aide-mémoire de A. Jouravski [13], pp. 76-77. 

Pour terminer, remarquons que puisque les fonctions de Jacobi 
ne dépendent que d’un paramètre (complexe) k, leurs périodes ne 
peuvent être choisies arbitrairement. Il s'avère que seul le rapport 


K' 


F (32) 


KL — 


peut être donné arbitrairement ou, ce qui revient au même, la 
quantité 

HA L 

g=e “=e K 


(33) 
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Alors, les quantités X et * peuvent être définies par les formu- 
les (*) 
112 
co (v+Z à 

ELA si à 7 d 
Kk=+ {1425 a”}, had NS, (34) 

v=i 142 D 9 

v=1 


Donnons le graphe de la relation entre g et 4? sur l'intervalle (0, 1) 
(fig. 223). On a représenté par des lignes continues les graphes de 


_— 


PA 
Lente) 
+ 7rreute 
9 réchelle supér te 

L' 


0 O1 07 03 04 05 06 07 08 09 10 
FIG. 223 


g et 10gq et en pointillé Le graphe de g sur l'intervalle (0,999, 4); 
pour ce dernier graphe, les valeurs de k#? sont indiquées sur l'échelle 
supérieure. 

Dans la Table de fonctions de Jahnke et Emde, on trouve des 
tables à cinq chiffres pour le logarithme à base 10 de g en fonction 
de l'angle modulaire &« pour les & variant de 0 à 90° de 5° en 5” 
(S. 50-52). En se servant de ces tables on peut trouver 4 pour g donné 
et alors, d’après les tables des intégrales elliptiques complètes, 
on trouve Æ. Ainsi, on peut négliger les formules (34). 


(*) Les séries (34) convergent car, d’après la condition (1) du n° 401, Im = 
= Im —Re > 0, donc [g|<1. Voir l'établissement des formules (34), 
par exemple, dans le livre de N. Akhiezer [11], pp. 94-95. 


700 CH. VII. FONCTIONS SPÉCIALES 


103. Fonctions de Weierstrass. Fonctions thêta. 1) Fonc- 
tions de Weierstrass @ el @’. Les fonctions de Jacobi 
sont des fonctions ellipliques du second ordre qui ont deux pôles 
simples dans chaque parallélogramme des périodes. Weiersirass 
a construit des fonctions elliptiques du second ordre qui ont, dans 
tout parallélogramme des périodes, un pôle multiple. Contrairement 
aux fonctions de Jacobi, ces fonctions dépendent de deux paramè- 
tres complexes et les périodes +, t’ peuvent être données arbitraire- 
ment sous la condition générale 


‘ 


T 
T 


Im — > 0. (1) 


Les propriétés des fonctions de Weierstrass sont analogues aux 
propriétés des fonctions de Jacobi. Remarquons que dans les consi- 
dérations théoriques, les fonctions de Weierstrass sont presque 
toujours plus commodes, cependant, dans les problèmes pratiques, 
on rencontre plus souvent les fonctions de Jacobi. 

Démontrons une proposi- 
tion auxiliaire. 

Lemme. Quels que soient 
les nombres complexes + et T’ 
qui vérifient la condition (1), 
la série 


Lee] ; 1 
2. pre + 
n,n'=-o 
FIG. 224 dans laquelle la sommation se 


fait par rapport à toutes les 

valeurs entières de net n°, excepté n -= n' —0, converge absolument. 
Les points T = nt + n'r’ coïncident avec les sommets du réseau 
des parallélogrammes. Considérons d’abord le parallélogramme Il: 
qui contient 8 points T (fig. 224). Désignons par L la plus courte 


distance du point z =: 0 aux points de Il;; remarquons que pour 


. 1 1 : 
chacun de ces 8 points [r< de sorte que la somme relative 


à ceux-ci satisfait à l'inégalité 


De même, 8-2 -— 16 points T se trouvent sur le parallélogramme Il, 
(fig. 224), dont chacun est éloigné de l'origine des coordonnées d'au 


$ 4. FONCTIONS ELLIPTIQUES 701 


moins 2, et la somme relative à ceux-ci satisfait à l'inégalité 
4 8 | 
D IT < 22/3 * 
If2 


D'une façon générale, pour le parallélogramme I, qui contient 
&8n points distants de l'origine des coordonnées d’au moins n#/, nous 
avons : 


1 8 
» IT F < EE * 


Lee) 
Ainsi, la série (2) est majorée par la série convergente _ > 13 
n=1 


et, par conséquent, elle converge absolument. Le lemme est démontré. 
Il découle du lemme que la série 


. 1 1 
OS D nrer Dem (3) 


converge absolument et uniformément dans tout cercle [z2|1< AR 
si l’on omet un nombre fini de termes possédant des pôles dans ce 
cercle (ici, on admet les valeurs n := n° — 0). En effet, ne considé- 
rant que les termes pour lesquels | T |=>2R, nous avons + | <- et 


1 Â 1 8 
TT ENST ST: 


51) 


d’où, d’après le lemme, la proposition est établie. 
Représentant, pour z dans le cercle |z|<< AR, f(z) sous la forme 


1 1 
1Q= 2 mt 2 7 


ITI<R TIR 


|< 


nous voyons que la première somme est une fonction rationnelle qui 
a en chaque point T un pôle du troisième ordre de partie principale 
GT} et la seconde, d'après ce qui vient d’être démontré, est 
une fonction analytique dans le cercle |z | & | À [. Ainsi, on peut 
dire que f(z) est une fonction méromorphe. 

Ensuite, il est clair que f (z) a t et t’ pour périodes fondamenta- 
les. En effel, par exemple, 


1GHD= D 0) 


car T — + est encore une période et décrit tout l’ensemble des pério- 
des en même temps que 7, Donc, + et, de même, t’ sont des périodes 
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de f (z). Mais si T est une période arbitraire de f (z), alors du fait 
que Test un pôle de  (z) on peut conclure que T + T — T' est enco- 
re un pôle. D’où T = T' — T, c'est-à-dire que T est une combinai- 
son à coefficients entiers de t et Tv’, done + et t’ sont des périodes 
fondamentales de f (z). 

Ainsi, f (z) est une fonction elliptique du troisième ordre de 
périodes T et T’ données. En outre, elle est impaire; en effet, 


DE D = D = 10: 


car —T parcourt tout l’ensemble des périodes en même temps que T7. 

Partant de f (z), à l’aide d’une intégration on peut construire 
une fonction elliptique paire du deuxième ordre: si z, et z sont des 
points distincts des périodes, alors, en intégrant terme à terme la 
série (3) le long d’un arc de courbe réunissant z, à z et ne contenant 
pas de périodes, nous obtenons: 


p@=C+ Troc: 


z0 


Séparant dans la somme le terme correspondant à T—0, nous 
écrivons cette dernière formule sous la forme 


1 1 1 Ti 1 1 
@p (2) + "Dz2 MR ALT ur D [ (— TS  (z0—T} |: (4) 
Le second membre est régulier au point 3—0, donc, on peut 


choisir la constante C de manière que la valeur de ce second 
membre pour z—0 soit nulle: 


4 Â ri À 
C+r-s D (nr 0 G) 


Retranchant (5) de (4), nous trouvons: 


o=—-r rt [or ]}: 


La fonction méromorphe entre accolades est appelée fonction de 
Weierstrass et on la désigne par @(z) (on lit «p de 2»): 


DÉS DIE 1 (6) 


La série (6) converge absolument, car le module de son terme 


général pour les | 7 | suffisamment grands satisfait à l'inégalité 
lz! 


9 1— 


1 1 PNEU 
di Gr) 


{TR 7 T2 


(2T —z)z 
T2 (2—T}? 


À 
l31< Te ' 
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où À est une constante. Tenant compte de ceci, nous démontrons 
que @ (z) est une fonction paire 


e(—D=++S 7) 0. (7) 


car si on remplace T par —T, il ne se produit que permutation 
des termes de la série. 


La dérivée de la fonction de Weierstrass 


, 2 # 1 
g'G=-7-2Y = 2 pe = 2) 


ne diffère de f(z) que par un facteur et, par conséquent, elle est 
doublement périodique de périodes t et 1’. Ainsi, 


G'(G+T)—8"()=0, g'(2+7)—6" (2) =0, 
et, en intégrant, nous obtenons : 
P(z+T)—8()=C, g(G+T)—p(2)=0Ci 
Posant ici z— —— et z— + et tenant compte de ce que @(z) 


est paire, nous trouvons C—C;—0, d'où il découle que @ (z) est 
une fonction elliptique de périodes t et 1’. Il est clair qu’elle 
est une fonction du deuxième ordre et qu’elle a dans chaque 
parallélogramme des périodes au point T un pôle double de partie 


principale TETE : 


La dérivée @’ (z) est une fonction elliptique impaire du troisiè- 
me ordre. Tout comme au n° 101, nous trouvons ses trois zéros aux 
points Zz — JT +: IT (la somme des zéros satisfait à t + t’ = 
= 0 (mod 7, v’), comme il se doit d’après le théorème 5 du n° 101). 
Donc, ces points sont des points doubles pour @ (z) de sorte que 
les valeurs 


e(D=mr()rer(Dee 6 


(de même que la valeur oc) sont prises par la fonction $ en des 
points qui coïncident. @ (z) prend les autres valeurs en deux points 
distincts car, dans le cas contraire, nous aurions encore un zéro de 
@’ (z) dans un parallélogramme des périodes, ce qui est impossible. 
Nous donnons, sur la fig. 225, le graphe du module de la fonction 

z). | 
è ou établir l'équation différentielle à laquelle, d’après le théo- 
rème 7 du n° 101, @(z) satisfait, trouvons le développement de 
cette fonction en série de Laurent au voisinage du point 3 = 0. 
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Pour tout T 0, nous avons: 


1 1 1 f Zi\ 2 : : n+1 , 
(2 —Ty2 T2 — Te | (1-5) —1]= Ps 2°: 


= 


donc, tenant compte de l'expression (6) et de ce que @(z) est 


EE 


NS 
D 


SS 


> 


D. |A 
= 
14 z 


A . 


À 


paire, notre développement ne contient que des puissances paires 
de z et nous obtenons: 


1 Ce | FA 
(= +382Y m+54Y ET AA RONA 
Introduisant les notations adoptées 
11 fs 4 
ge: 60 Y Ta gs = 1408 >: (9) 


nous obtenons le développement que nous cherchions sous la 
forme 


FIG. 225 


1 
(= +Ér+ hat... (10) 
Dérivant la série (10), nous trouvons le développement 
, 2 
L')= ++ et... (11) 


Partant des développements (10) et (11), nous trouvons l'équation 
différentielle que nous cherchions en formant une combinaison 
rationnelle de @ et de @’ qui n’a pas de pôles dans un parallélo- 
gramme des périodes et qui, par conséquent, est constante (théorè- 
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me 2 du n° 101). . avons : 
[g” (2)P Le 84 le 
pGP=+ {1+<8 ss #4...) 


donc, la combinaison que nous cherchions est 
[g” (2) — 4 [@ (2) + g2@ (2) = — 83 + co + cut +... (12) 


En effet, le premier membre de (12) est une fonction elliptique de 
périodes t et t’ (théorème 1 du n° 101); son unique pôle dans un 
parallélogramme des périodes aurait pu être le point z — 0, mais, 
comme le montre le second membre de (12), cette fonction est régu- 
lière en ce point. Donc, cette fonction est constante et elle est égale 
à sa valeur pour z = 0, c'est-à-dire à —g,. Ainsi, nous obtenons 
l'équation différentielle que nous cherchions 


[6" (JP = 416 (GI — 829 (x) — 83. (13) 


Plus haut, nous avons trouvé les zéros de @’(z) et introduit 
des notations pour les valeurs de @(z) en ces points (cf. (8)). 
Tenant compte de ceci, l'égalité (13) peut s'écrire sous la forme 


(Q' (2) = 416 (2) — ei] [6 (z) — el [@ (2) — es]. (14) 


La comparaison des formules (13) et (14), à l’aide des propriétés, 
bien connues en algèbre, des racines des équations, donne les 
relations 


ei teste; 0, ej6:+ 6283 + ses — —+, 10203 = : + (15) 


Posant @(z}—#w, nous écrivons l'équation (13) sous la forme 
dz 1 
Do Van ns 
d'où nous concluons que @(z) est la fonction inverse de l'intégrale 


w 
dw 
Z— 30 — ——————Û— (Woo — Z. . 
0 L Van (wo = @ (20)) 


Faisant tendre ici z vers 0, d’où wo tend vers oo, nous obtenons 
l'intégrale elliptique sous forme de Weierstrass 


e dw 
= Vans —gu— gs | (9 


dont l'inverse est la fonction @ (2). 
1/2 45—0149 
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Pour terminer, donnons sans démonstration le théorème d'addi- 
tion pour la fonction @ (2): 


1 [L@—9"@ V: 
o o o (éy— © |] 5 IS (KO) 
Pe+D+pu+e@o=r{EREERL). un 

On établit, par exemple, cette formule dans le livre de N. Akhiezer 

[11], pp. 60-63. 

2) Fonctions 6 et o©o de Weierstrass. Parmi 
les fonctions périodiques, l’analogue de @(z) est la fonction ne 
qui admet également en ses périodes T — nn des pôles doubles de 


;. Par analogie avec la fonction 


parties principales RTE 


Z 

_A 1 1 | He. 1 

dei | (or) (te =, 
Ü 


Weierstrass a introduit la fonction Ë(z) (la « fonction dzéta») par 
la relation 
Z 


1 1 , 
to=-((ro-r)é: rvo=-60@. (18) 
0 
Remplaçant @(z) par sa décomposition (6) en éléments simples et 
intégrant, nous obtenons : 


1 d 1 1 
Co=r+E Corte): (19) 

La fonction dzéta est impaire. En effet, 

K()+6(—2)]=6()—L(—2)=8(—2:)—8(2)=0 

pour tous les z, donc, É(z)+Ë(—z)—C. Faisant tendre z vers 
zéro, nous trouvons des formules (18) que C —0 et Ê(—z)— —&(z). 
La fonction Ë(z) admet des pôles simples aux périodes 7 et 
ne peut donc être elliptique (n° 101). Cependant, lorsque la variable 


varie d’une quantité égale à la période, cette fonction ne varie que 
d’un terme constant ; en effet, par exemple, 


G(+T—{()} =6(2)—8(z+7)-0 
pour tout z, et on a une relation analogue pour 1’, donc: 
É(z+r)—C(z)=6, E(z+r)—E(2) = 6". (20) 


Il existe une relation simple entre les quantités t, t’ et ô, Ô. 
Pour la trouver, intégrons &(z) suivant le contour du parallélo- 
gramme de sommets +, + —. Puisque cette fonction admet 
à l’intérieur du parallélogramme l'unique pôle z—0 de résidu f, 
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cette intégrale est donc égale à 2ni. D'autre part, en réunissant les 
intégrales relatives aux côtés opposés du parallélogramme et en 
tenant compte des relations (20), nous trouvons que cette intégrale 
est égale à ôt’ — 6’T. Ainsi, 

ÔT” — OT — Ari. (21) 
Cette relation a été obtenue par Legendre. 

Par analogie avec la fonction 
Z 


(cts _S) dz 
sin z— ze0 ; (Insinz) =ctgz 


introduisons la fonction © (z), la «fonction sigma» de Weierstrass : 


Z 


| (we) a 
o(z) =ze0 ; {no(z)} = E (2). (22) 


Portant dans (22) la décomposition (19) de £(z), intégrant terme 
à terme et se débarrassant des logarithmes, nous trouvons la 
veprésentantation de o(z) sous la forme d’un produit infini 

22 


Zn nr Aus 
o(z)—=2e—.- = ZI (1—+)e7 TE, (23) 


On voit de cette représentation que o(z) est une fonction entière 
à zéros simples aux points z2=— 7. Elle est impaire car (22), tenant 
compte de ce que £(z) est impaire, entraîne 


—Z Zz 


{tootha Élro-t 
G(—z)— —ze0 = — 2e — —G(2) 
(nous avons fait le changement de variable u= —v). Des relations 


(22) et (20) nous trouvons : 


o'(z+t) __ oz) _s. 
G(z+7T) G{z)  ? 
intégrant et se débarrassant des logarithmes, nous avons: 


G(z2+7T)=0 (2) eô7 Fr. 


Faisant ici z = — . et tenant compte de ce que 6 (z) est impaire, 
T T 
—ô — TS ô — 
nous obtenons —1 —=e ? Li? d'où e = —e ? et 
T 
Ô (z+— 
G(z+Tt) = —0c(z)e \ r). (24) 
Ainsi, lorsqu'on fait varier la variable d’une quantité égale à la 
ô (4-5) 


période Tv, le facteur exponentiel —e apparaît dans la fonc- 
tion o(z) (la même chose est vraie pour 7’). 


45% 
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En plus de la fonction © (z), on introduit encore trois fonctions 
sigma : 
ô’z 


O1 (2) = ———— 0 2——); (2) = ——— 0 ps le 
o(3) ea) s(5) Er) 
ô"z Tr” 
(= —— 6 (25), (25) 


s(5) 


où Tt” — t + T’ et 8” est la constante Ô des formules (20) et (24) 
qui correspond à cette période (le signe moins est introduit afin 
que l’on ait 6, (0) = {, la numération est traditionnelle). 

Pour terminer, démontrons le théorème suivant: 

Théorème. T'oute fonction elliptique f (z) d'ordre n, de zéros 
is Los +. + On et de pôles Bi, Ps, . . ., BP, dans un parallélogramme 
des périodes (chacun étant compté autant de fois que son ordre de multi- 
plicité l'indique), peut être exprimée par la fonction © 

G(z—@1)0(2— 02) ... O(2— an) 
1A= CE Riot E)  oU— EN) (28) 

où C est une constante et 


a = (Bi + Ba +... + Ba) — (ar + As +... +a). (27) 
En effet, puisque, en vertu du théorème 5 du n° 101, 
(@s + ao +... + an) — (B1 + Br +... + $,) = 0 (mod +, +}, 
nous avons & = & (mod +, r’). Considérons maintenant la fonction 


O(2—@4) O (z2— 2) G(z—an) . 


EG = RER : 


elle admet les périodes v et t’, car, d’après la formule (24), tenant 
compte de ce que © est impaire, nous obtenons, par exemple: 


g(a+r)= efPithete en a are Eng (2) = g (2). 


En outre, le rapport Le dans un parallélogramme des périodes 


n’a pas de pôles, car chaque pôle du numérateur est un pôle de même 
ordre de multiplicité pour le dénominateur et chaque zéro du déno- 
minateur est un zéro de même ordre de _multiplicité pour le numé- 


rateur (nous tenons compte de ce que &1 = &1 (mod +, t'})). Ainsi, 
d’après le théorème 2 du n° 101, ce rapport est constant et nous 
obtenons la formule (26) que nous voulions établir. 

La formule (26) est analogue à la représentation d’une fonction 
rationnelle sous forme de rapport de deux polynômes décomposés 
en produits de facteurs linéaires. De la même manière, on démontre 
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le théorème analogue au théorème de décomposition d’une fraction 
rationnelle en éléments simples : si dans le parallélogramme fondamen- 
tal jf (z) admet les pôles z — By (k — 1, 2, ..., m) de parties prin- 
cipales 


Cke Chrp 
BE + À F9 


alors 


jG@)=C- r3 {ent (&— Ba) — cut" (&— Ba) + .. 


HO EUR 0 (2 Bs)}. (29) 


(473 

3) Fonctions thêta de Jacobi. Pour les calculs 
numériques des fonctions elliptiques, il est commode d'utiliser 
leurs expressions qui sont données par des séries qui convergent 
rapidement, or, tous les développements que nous avons considérés 
jusqu’à présent convergent très lentement. Cette lacune est comblée 
par les fonctions thêta de Jacobi qui sont représentées par des séries 
qui convergent rapidement et à l’aide desquelles on peut exprimer 
toutes les fonctions elliptiques. 

Reportons-nous à la formule (24) et remarquons qu'il est facile 
de trouver une fonction entière telle qu'un facteur identique à celui 
de © (z) apparaît lorsque la variable varie d’une quantité égale 
à la période, à savoir 
(22 -2nie) 


p(z)= (30) 
En effet, nous avons 
T 
LUE D. ——(ôz2- 2riz) C++ 3 les _p{a) Ut). 
Posons 4 (z) — ee ; il est clair que c’est une fonction entière 


car @ et © sont des fonctions entières et œ (z) 0. 
En vertu de (24) et d’une relation analogue pour la période 1’, 


nous avons donc: 
d(z+7T)=V (2), 
ô’t- 61’ (+5) Hi ; 2niz 
patr)= pe + CNT TE (pe + (81) 
(nous avons tenu compte de la relation (21) de Legendre). La pre- 
mière formule (31) exprime la périodicité de # (z). 
D'après le théorème 4 du n° 100, la fonction entière périodique 
1 (z) peut être représentée par sa série de Fourier dans tout le 
plan des z 


VG)=, D ae, (32) 
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< 27 > s se 
Où © — —. Pour déterminer ses coefficients, nous avons recours 
à la deuxième relation (31) et au théorème d'’unicité des développe- 
ments en série de Fourier qui, dans notre cas, découle du théorème 
correspondant pour les séries de Laurent. Remplaçant dans (32) 
Z par z ++, nous obtenons: 
æ io in 
D(atr)= D cugeihor, ge 2? =e 7, (33) 
R=— -— 00 


d’où, en tenant compte de la relation (31), nous trouvons 


Lee] 


Ÿ (2) _ — er i07p (a+) = » cg2heih+ oz, 


Comparant ce développement au développement (32), d'après le 
théorème d'’unicité, nous avons: 


Cha — cg? (k=0, +1, +2, ...). 
1 
Notant pour plus de commodité le coefficient c—Cg#, où C est 
une constante, nous avons successivement : 


1 9 1,2 
= —Cgi, o=Cgi— cd” 5) : 
et en général 
6-3 
e=(—1) Cd) (0, #1, +2, ..) (34) 


(on vérifie par récurrence que la formule (33) est vraie). Portant 
ces dernières relations dans le développement (32), nous obtenons: 


4,2 
C3 — _ cq675) , 


i@z oo 1,2 1 
va=cer D (14072 02e, (85) 
k= — 00 
La fonction #(z) diffère fort peu d'une des fonctions thêta de 
Jacobi, soit par définition 


S @-2) 
G= Te trmp(r)=i D (— 1) 0757 e28-Dri (36) 


k=--cœ 


Tenant compte de ce que o(z)=#(z)@(z) et des formules (36) et 
(30), nous trouvons l'expression de la fonction sigma de Weierstrass 


en fonction de Ÿ:: 
ôz2 


o(2)= —iCe 27 8, (+) . 
Pour déterminer la constante C qui participe dans cette formule, 
dérivons cette formule par rapport à 3 au point z = 0 et, tenant 
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compte de ce que, d’après (23), o’(0)}—1, nous obtenons 1— 


ic No, d’où 


&z2 


ce Ed (+) ; (37) 


T 


Tenant compte des propriétés connues de &(z), nous pouvons main- 
tenant affirmer que Ÿ,(z) est une fonction entière impaire, pério- 


dique (*) de période 2 et de zéros simples aux points z=ntnT : 


Puisque par hypothèse Im >0, nous trouvons de (33) |qg|— 
T 


T <A, done, la série (36) pour Ÿ, (z) converge rapidement 
1 12 


grâce à la présence du facteur gq du” . D'autre part, puisque 6 
s'exprime en fonction de Ÿ, et, comme nous le savons, toute fonction 
elliptique en fonction de ©, toute fonction elliptique s'exprime 
par Ÿ,. Ainsi, la fonction thêta comble réellement cette lacune dont 
il à été question au début de 3). 

Outre Ÿ,(z), on introduit encore trois fonctions thêta de Jacobi: 


co - 51° 2 
Va (z) = Ÿ, (++) - > " en oms 1 
kK—— 00 
1 00 
D(z) = gi erip, (24545) = > gue2anis, | (38) 
k——00 
Le 1 Ç k JR? 2RTz 
dat) = d5 (245) D (— 1 genre, 


Elles sont toutes des fonctions entières paires; #d2(z) admet la 
période 2 et 8,(z) et (2) la période 1. Les fonctions 0; de Weïer- 
strass s'expriment en fonction de ces dernières par des formules qui 
ne diffèrent de la formule (37) que par le fait que l’on a remplacé © 
du premier membre par 64, puis Ÿ, et #, dans le second membre par 
les fonctions 0:11 et Üry1. 

Comme on l’a démontré plus haut, toute fonction elliptique 
s'exprime par la fonction thêta. Donnons sans démonstration de 


(*) Il est facile de voir de (36) que ®1 (z) admet la période 2; on voit aussi 
que 01 (2+1)= — 01 (2). 
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telles expressions pour les fonctions elliptiques de Jacobi: 


un, ur"), à 


ES De ; 
Fu) 
y SE) () (39 


Ici, la constante q qui participe dans la définition de la fonction 
; LÉ 
thêta doit être choisie non pas sous la forme e" T mais sous la 
k' 
forme e Ce ce qui coïncide avec la formule (33) du n° 102. Les 
quantités K et À de la théorie des fonctions de Jacobi s'expriment 
aussi par les fonctions thêta comme suit 


8, (0 
E=540); {0 (40) 


(elles coïncident avec les formules (34) du n° 102). On trouve l'éta- 
blissement des formules (39) et (40), par exemple, dans le livre de 
N. Akhiezer [11], pp. 92-95. 


104. Exemples. er Ver 0 Le calcul de Ja longueur 
d'are de l'ellipse = — Le = 1 conduit aux intégrales elliptiques. 


En effet, La longueur d'arc LA be qui correspond à la variation de l’abscisse 
de 0 à x est égale à: 


x 


Lx) = | V1+y?dr=a dt, (1) 
Ù 


x 
rs 
TRE 
TE 
0 


2 p2 
où L — et k' 2 > 
sous forme de Legendre (cf. (2) du no 102). La longueur totale de l’ ellipse s'expri- 
me par l'intégrale elliptique He 


1e 
0 


C'est de cette circonstance que vient l'appellation d’intégrales elliptiques et 
de leurs inverses, les fonctions elliptiques. 

2) Les côordonnées elliptiques sont également attachées 
aux fonctions hors Pour les introduire, considérons l'équation 


°° 
rt + y 2 1-0; (3) 


C'est une intégrale elliptique de seconde espèce 


p 
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elle est du troisième degré et a pour z, y et z fixes trois racines réelles À, l et v 
qui vérifient les inégalités 


Ame b> ve, 


Ces racines sont les coordonnées elliptiques du point (x, y, z). Le système de coor- 
const, u — const et v — 


données (À, u, v) est orthogonal, car Les surfaces À — 
— const sont respectivement un ellipsoï- 
de, un hyperboloïde à une nappe et un 
hyperboloïde à deux nappes homofo- 
caux, c’est-à-dire des surfaces orthogo- 
nales (fig. 226). 

I n'est pas difficile d'établir les 
formules qui expriment les coordonnées 
cartésiennes en fonction des coordonnées 
elliptiques (*) 


. (À — a?) (p— a?) (v — a?) 
L Gb) 


| 
À — 2) (u— b2) (v— B2) 
er 


2. Ac) (u—c?) (v—c2) 
- (2 — a?) (c2— b2) 


Remarquons encore que, comme cela FIG. 226 
est démontré dans les cours d’analyse 


vectorielle, l'équation de Laplace en coordonnées elliptiques a la forme: 


ir | u\ , v— 9 ) Au © fn, 2) _ 
III, OÀ à ) + op (us ou + Du (ns me] =0, (5) 
où 

U, = V/(p — a?) (p — b?) (p — c?), (6) 


et IH, ... s'obtiennent respectivement en remplaçant p par À, ... 

À la place des coordonnées elliptiques À, 1, v, on introduit encore d’autres 
coordonnées a, fi, y reliées aux coordonnées elliptiques à l’aide de la fonction & 
de Weierstrass. On le fait le plus facilement en introduisant à la place de p la 
variable © d’après la formule 


p=f (0)+ 4, (7) 
où A est une constante. Désignons par e1, e, et ez les racines du polynôme 
que l’on obtient si on remplace p par (7) dans l'expression de 5 ; alors 

113 = (p — a?) (p—b?) (p—c?) = {6 (6)—e1} {5 (0) — 2} {P (0) — es}. 


(*) Pour cela, il suffit de réduire le premier membre de (3) au même déno- 
minateur et, remarquant que le numérateur est un polynôme du troisième degré 
en p où le coefficient de p5 est —1, le décomposer en facteurs linéaires 
___{p—à) (—u) (p—v) 

(p— a?) (p— b?) (p—c?) 
Pour obtenir (4), il faut multiplier les deux membres respectivement par 
(p — a2), (p — b?), (p — c?) et poser p — a?, b?, c?, 
46—0149 


zx? 
p—a? 


y? 22 4 
MER pd 
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On voit que pour p—a?, b?, c2 on a respectivement @ (0) —e4, ez, ez. En 
portant dans (7), nous trouvons : 2 —e;-!-A, b—e,-t A, cest A, d'où par 
addition nous avons 


A= 3 (&: -b2-Lc2), 


Les nouvelles coordonnées a, B, y sont définies comme les valeurs de 6 que 
l'on obtient quand on fait pæÀ, u, v dans (7): 


1 = ce j B4, 


= ÿ (B) + (a2+-b2-.0?), (8) 


UE î (4 1 0). 


D'où nous obtenons: 
À — a? — @ (a) + À — à = 6 (a) — «1, 
et des expressions analogues pour les autres différences. Portant dans (4), nous 


trouvons les formules de passage des coordonnées (a, B, y) aux coordonnées 
cartésiennes : 


: (ei — €2) CA 


\. 
‘| 

{9 (a)—e2} {9 (B)— er} {9 (Y)— 62} , (9) 
J 


2 — 
. (2 — es) (2 — 1) 
2. 18 ()— es} {4 (B)—es} {6 (V)—— es} 
(eg —ei)(es—e) 
Il est intéressant de remarquer que, d’après la formule (14) du no 103, les seconds 
membres des expressions (9) sont les carrés de fonctions uniformes, donc, x, y 
et z sont des fonctions analytiques uniformes des coordonnées a, f, y 
Puis, de (8) et de l’équation différentielle (13) du n0 103 pour la toetion 
@ nous trouvons: 
da _ 1 df 4 dy 1 
“à Il, ? du I,” vV n° 


donc, par exemple, Il = et l'équation de Laplace par rapport aux nou- 


velles coordonnées (si l’on remplace les différences (1 — v)... selon les for- 
mules (8)) prend la forme: 


{£ (v)— 6 (B)} 


O2u 
eV (D (a) De —0. (10) 


Fa 
3) Par définition, le coefficient d'induction mutuelle de 

deux courants circulaires est 

2n 27 


_ cos (PT, P'T') 3 æ' | Î cos (p° — p) ; 
m=| FE rar = = — dpdp”, 
C C’ 0 0 
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où le sens des notations est clair d’après la fig. 227. Désignons par Q la projec- 
tion du point P’ sur le plan inférieur (non indiquée sur la fig. 227); alors, 


r= VPO + PO VB TE a+ 7 — Zaa cos (p — 4). 


Introduisons à la place de æ’ la nouvelle variable + — @' — q + x; alors, 
remplaçant encore, d’après une propriété bien connue des intégrales de fonc- 
tions périodiques, les limites d'intégration par rapport à x, qui sont égales à 
a — get à 37 — p, par 0 et 2x, nous obtenons: 


27 2n x 
M aa° [ dp | CCD gr —4an'x | == ON. 
0 ù + ù Va? a 2102 + aa’ cos 


ou encore, par le changement de varia- 
ble t—21t, 


M = 


Es 
2 
—… | (2sin2t—1{) dt 
3 V{a + a")2 + b2—4aa' sin? t : 


Si l’on pose 
2 V/aa' 
Vars re” 


nous obtenons alors : FIG. 227 


Ta 

2 
EE : RME See 1 k'2 
M=aAn V{a +a')2-L b2 —| V1 sin? ft dt de — 
Ô 


x 
2 
| dt 
2 d VI—Æsintt 


=4n V{a+a'}2-+b2 {= x 5} = st) 


4) Représentation conforme du demi-plan su- 
périeur sur un rectangle donné. Nous avons étudié (no 39) 
la transformation du demi-plan supérieur Im w > 0 sur un rectangle du plan 
des z dont les côtés sont déterminés par le choix du paramètre & de la fonction 
elliptique de Jacobi. Ici, nous supposons que le rectangle de côtés a et b est 
arbitraire mais disposé de manière que ses sommets coïncident avec les points 


++ et + Ztib. La transformation que nous cherchons est donnée par la 
fonction 
dw 


es DU) (12) 


46% 
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en outre, pour déterminer les paramètres £ et C, nous avons deux équations 
(cf. (1) et (2) du n° 39): 


1 } 
a 230 | de =2CK (D, 
à VU APE) | 
si | (13) 
k 
b=C Î LE = CK (k'). 
J VE-D(A-RFE) 
De ces équations nous trouvons d’abord : 
27b 


puis, connaissant g nous trouvons k? d’après La fig. 223 ou dans les Tables de 
Jahnke et Emde ou encore d’après la seconde formule (34) du n° 102. Connais- 
sant k, nous trouvons À dans les tables des intégrales elliptiques complètes 


C D 


SE: CZ 


a) —K -1 


FIG. 228 


ou directement d’après q à l’aide de la première formule (34). Enfin, connaissant 
K et a nous déterminons C d’après la première formule (13). | 
Comme exemple, considérons la transformation du demi-plan supérieur 
sur le carré de côtés a — b — 1. Nous avons x=—2, donc, q = e-2* æ 0,00187, 
log q — 3,27184; a — 9°53’ (cf. [14] S. 50), ÆÀ — 1,5825 (cf. [14] S. 86). 


Ainsi, € — 5 = 0,3159, #2 — sin? &« — 0,2945 et la transformation que 


nous cherchons est 
L 1] 
2—=0,3159 Î a — a . 
è VA 2) (1 — 0,294?) 


5) Représentation conforme du plan muni de 
entes sur une couronne circulaire (fig. 228). Considé- 


(14) 
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rons d'abord la transformation 


z—sn(o; k) (15) 
du demi-plan supérieur des z sur le rectangle de sommets +K, +K +'ikK'. 
Prolongeant la transformation (15) à travers le segment AD, nous obtenons la 
transformation du plan des z coupé suivant les demi-droites | z | >> 1, y — 0, 
sur un rectangle deux fois plus grand du plan des © = £ + in. La fonction 

a K 
— Ô = a 
w— eË" transforme ce rectangle sur la couronne circulaire e D < |w|< 
K 


<e Æ°,de plus, les points £ + iK’ coïncident. Mais ceci signifie que La fonc- 


tion composée 


[a 
la 
Cr 


dz 
0 Mo VA-HO Re (16) 


EU 


wW—=e 


réalise la représentation conforme que nous cherchons. Le segment de droite 
AB a pour image la circonférence extérieure de la couronne et celui de gauche 
CD la circonférence intérieure. 

6) Représentation 
conforme du demi-plan 
supérieur sur le domai- 
ne de la fig. 229. Supposons 
que les points z — 0, 1, © aient 
respectivement pour images les 
points w — 0, D, æ; alors la fonc- 
tion qui réalise la représentation 
conforme que nous cherchons s’écrit ÿ 
sous la forme de l'intégrale de À BG É DEF©@. 

— 


Schwarz-Christoffel (n° 37): - 
T2 bé 412 


2 — bp? 


Z 
DC 
Ô 


nn ————— 0Z 
1 ? FIG. 229 
Vent) 
1 


où C1 >0,b>1et — 1 sont des constantes à déterminer. Après de simples 


transformations, cette intégrale s'écrit sous la forme d’une combinaison des 
intégrales elliptiques de première et deuxième espèces: 


Z Z ——— 
1 272 
w=C {ste 1 | + | pv + æ} , (17) 
VU) (1-2) = 
0 0 
où C est une constante positive. Pour déterminer les constantes, nous tenons 
compte de la correspondance des points z = 1,w=—h;z +, w—hetz — b, 
w = hk + ia. De la correspondance du premier couple de points, nous obtenons : 
h = C{(k20? — 1) K + E}, (18) 


où Æ et E sont les intégrales elliptiques complètes de première et deuxième 
espèces qui correspondent au module k (cf. n° 102). De la correspondance du 
deuxième couple de points, tenant compte de la relation (18), nous obtenons: 


O = (k2b2 — 1) K° + E1 — KPK' — EF", (19) 
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où Æ'— K(k'), k' — V/1—#È (cf. n°0102) et 


R 
__ 272 
(y SR a-x-r (20) 
1 


avec £’ — E (k’) (pour vérifier cette dernière égalité, il suffit de faire le chan- 
Vire 


gement de variable + — dans l'intégrale). Enfin, la correspon- 


dance du troisième couple de points, en tenant compte de (18) et après 
avoir ramené les intégrales elliptiques aux intégrales dont les limites sont 
inférieures à l'unité (on y arrive à 


u l’aide je changement de variable 1 — 
8 x E F Ze dans l'intégrale de pre- 
mière espèce et le changement de va- 
C | 2 æ  riable indiqué dans les parenthèses. 
h k précédentes pour l'intégrale de deuxiè- 

me espèce), donne: 
© a — C'E(R2b2 — 1) F(a', k') + K' — 
— Fa”, k) + Fa”, k’}}, (21) 
8 c D E où sin «’ = 1 VE T, sin a” — 

ZARZZD--- de CETTE > : bk 
“Ur / = V2. On peut donner les 
© valeurs approchées des inconnues k, 
FIG. 230 b 0 à l’aide des formules (18), (19) 
et | 


7) Champélectrostati- 
que de deux pôles rectangulaires (fig. 230). Transfor- 
mous d’une manière conforme le demi-plan supérieur des £ sur la moitié supé- 
rieure du champ avec la correspondance des points indiquée sur la fig. 230. 
L'intégrale de Schwarz-Christoffel est de la forme: 


TA RE 


t 
RAR Fi % (22) 


c est-à-dire que c’est une intégrale elliptique de deuxième espèce. De la corres- 
: sl 

pondance des points z — 1, w = h et z — T'v= hk —L ia, comme dans l’exem- 

ple précédent, nous trouvons : 


h=CE(),. a=C{K(') —E(k). (23) 


D'où, en divisant l’une des équations par l’autre, nous obtenons une relation 
qui permet de déterminer le module k, puis, ayant déterminé # de (23), nous 
trouvons C. 

D'après le principe de symétrie, La fonction qui donne l’inversion de l’inté- 
grale (22) réalise la représentation de tout le domaine du champ sur le plan des 
6 coupé suivant les demi-droites | 6 [=> 1, Im & — 0. La fonction 


= — sin 


Sy sh — (24) 


in TL nw 
i 2V 
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réalise la représentation de la bande —V << Im w < V sur le plan des & coupé 
suivant les demi-droites | £ | > 1, 1m & — 0, de plus, la frontière inférieure 
de la bande correspond à la coupure de gauche et la frontière supérieure à celle 
de droite. 

Donc, les formules (22) et (24) donnent la représentation paramétrique du 
potentiel complexe du champ que l’on obtient si le potentiel du pôle de gauche 
est —Y et celui du pôle de droite V. Le vecteur intensité du champ est: 
dw ,dw dt 2V 1 


dd dd nC Vire" 


8) Champ électrostatique d'une charge ponc- 
tucile qui se trouve à l’intérieur d'un rectangle. 
Supposons que la charge de grandeur 


E= —i 


(25) 


g coïncide avec le point Ë = E + in Y 

ne : T 

intérieur au rectangle 0 < x 3° _ | -go | °9 
0L<y < & ,; à parois conductrices - THT'-E 


(ig. 231). Le potentiel du champ U 
est une fonction harmonique partout 
à l’intérieur du rectangle, excepté au 
point #, en lequel clle a une siugula- 


rité de la forme 2g In era et nulle A Fe & 
sur les parois du rectangle. L'in- 9-7 4 

fluence des parois peut être remplacée 4 

par un système de charges +g qui FIG. 231 


s obtient par des symétries du support 
de g par rapport aux parois du rec- 


tangle donné (fig. 231), ce qui est équivalent à prolonger la fonction U dans 
tout le plan des z. 


Après ce prolongement, on voit que la fonction U est doublement périodi- 
que de périodes t et v’, de plus, aux points 6, t + it’ — £ et à ceux qui leur 
sont congruents, elle a des singularités de la forme 2g In = et aux points 
ET + it” — € des singularités de la forme 2g In | z — 6 |. Soit V (2) la fonc- 
tion conjuguée de U (2). alors 

Lois 

—— (U+iv). 
w=f(p=ex (26) 
est une fonction elliptique de périodes fondamentales t et it’ et de pôles et 
zéros simples, congruents respectivement à &, —6 et &, —£. D'après le théo- 
rème du no 401, la fonction f (z) pout être représentée à l’aide de la fonction © 
de Weierstrass : L : 
_ Sa 0 6 (2 —6) 
G(2-+0 0 (2—E€) 
(ici, € — 1 en vertu de choix du facteur précédant U -[- iV dans la formule (26)). 

Le potentiel du champ que nous cherchions est: 


G (24€) 6 (2—È) 
G(2F6)6(2—0) ‘ 


1 (2) (27) 


U (2) =2q Re ln (28) 
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